1 Introduzione

Presentiamo alcuni risultati ottenuti in collaborazione con Fabio Antonelli [3], con Gio-
vanna Citti e Sergio Polidoro [13], [14], con Sergio Polidoro [34]. Consideriamo il problema
di Cauchy nelle variabili z = (z,y,t) € R3

Lu = Opau + udyu — Opu = f(-,u), in Sy =]0,T] x R? (1.1)
u(-,0) =g, in R2 (1.2)

Nel seguito assumeremo sempre f, g globalmente Lipschitziane. Questo problema & stato
recentemente considerato nell’ambito della teoria dell’utilita stocastica in matematica
finanziaria. In [2] Antonelli, Barucci e Mancino provano con tecniche probabilistiche che
se T' > 0 ¢ abbastanza piccolo allora esiste una soluzione viscosa di (1.1)-(1.2) nel senso
della User’s guide [15], che verifica le seguenti stime di Holderianita

|U(I‘,y,t) - u(m’,y’,t)\ < ¢ (‘QS‘ - 1"/| + ‘y - y/|) ) (13)
1
u(z,y,t) —u(z,y,t')| < co (1 +[(z,y)]) [t — ]2, (1.4)

per ogni z,2,y,y € Re t,t' € [0,T], con ¢y > 0 che dipende dalle costanti di Lipschitz
di feg.

Ricordiamo anche i risultati di Vol'pert e Hudjaev [39] e di Escobedo, Vazquez e
Zuazua [16] di esistenza di soluzioni deboli per una classe piu generale di equazioni di
tipo misto parabolico-iperbolico che comprende (1.1). Notiamo che, se f = 0, I’equazione
(1.1) equivale all’equazione del calore in R? per funzioni u = u(x,t) che non dipendano
dalla variabile y, mentre si riduce all’equazione di Burgers

udyu — 0y = 0, (1.5)

nel caso in cui u = u(y,t). Una caratteristica fondamentale di equazioni non lineari del
tipo (1.5) & che, in generale, una soluzione del relativo problema di Cauchy diventa dis-
continua in tempo finito anche se il dato iniziale € regolare, di classe C'°°. Per ottenere
risultati di esistenza globale nel tempo senza assumere ulteriori ipotesi, € dunque neces-
sario adottare una nozione debole di soluzione (generalmente distribuzionale). In questo
contesto si collocano i lavori [39], [16] in cui si assume che il dato iniziale sia limitato e
sommabile, e si prova la risolubilita di (1.1)-(1.2) col metodo classico della regolarizzazione
ellittica, studiando ’equazione regolarizzata

Lfu = Oppu + EQByyu + ulyu — Oyu = f(-,u), e>0. (1.6)

D’altra parte, a causa della possibile perdita di continuita, la soluzione non ¢ caratteriz-
zata univocamente ed ¢ pertanto necessario introdurre ulteriori condizioni (condizioni di
entropia) che garantiscano 'unicita.

Sottolineiamo il fatto che nel modello finanziario di [2] si ammette un dato iniziale
con crescita lineare. Sotto queste ipotesi si possono verificare fenomeni di blow-up della
soluzione, come mostra il seguente semplice esempio dato in [3].



EsempiO 1.1 Siano f =0 e g(x,y) = = +y. La funzione

rT+y
t) =
u(x7 y? ) 1 _ t
¢ soluzione classica del problema (1.6)-(1.2) per ogni e > 0. Inoltre la soluzione u scoppia
pert che tende a1 e x +y # 0.
Se e > 0, utilizzando la classica trasformazione di Hopf [23]

o g3 Judy,
st riconosce che alla crescita lineare del dato iniziale g per l'equazione (1.6) corrisponde
una crescita del tipo eyQ, critica per l’equazione del calore.

Osserviamo infine che se g(x,y) = x —y, allora u(x,y,t) = % ¢ soluzione globale di
(1.6)-(1.2).

In questo seminario presentiamo alcuni risultati di regolarita per la soluzione u trovata
in [2]. Anzitutto, essendo L un operatore differenziale degenere non si possono utilizzare
i risultati noti di regolarita per soluzioni viscose di Cabre e Caffarelli [9], Trudinger [38],
Ishii e Lions [26], Bian e Dong [5], Wang [41].

Incominciamo invece col caratterizzare in senso distribuzionale la soluzione w in [2]. In
[3] con tecniche probabilistiche e successivamente in [34] con metodi puramente analitici,
proviamo il seguente

TEOREMA 1.2 Esistono T, cy costanti positive che dipendono solo dalle costanti di Lips-
chitz di f,g, tali che per ogni e > 0 e a €)0, 1] il problema di Cauchy (1.6)-(1.2) ha una
e una sola soluzione u® € C*t*(S7) N C(ST) che verifica le stime di Holder (1.3)-(1.4).

Nell’enunciato precedente C?* indica lo spazio di Holder relativo alla distanza parabolica
1
d((l’,y,t), (.I/,y,,t/)) = |:E - 'CLJ| + |y - y,| + |t - t,‘i‘

Come conseguenza del teorema precedente, utilizzando il classico metodo di Bernstein, ¢
possibile provare delle stime e-uniformi in L120c per le derivate di w®. Utilizzando inoltre
un risultato di unicita della soluzione viscosa provato in [3], proviamo in [14] che u &
soluzione forte del problema nel senso seguente:

COROLLARIO 1.3 La soluzione w in [2] é tale che
u € HZIOC(ST), Ol € L%OC(ST), (1.7)
e lequazione (1.1) é verificata quasi ovunque.

Grazie a questi risultati preliminari, & possibile provare ulteriore regolarita per la soluzione
u utilizzando una formula di rappresentazione integrale. Notiamo che, posto X = 0, e
definendo l'operatore differenziale del prim’ordine (campo vettoriale) non lineare

Yu = udyu — du,



possiamo riscrivere L nella forma
L=X’+Y.

Abbiamo studiato il problema della regolarita nell’ambito della teoria degli operatori
lineari sui gruppi di Lie. In generale, un operatore di questo tipo in RY ¢ rappresentato
nel modo seguente

H=> X;+Xo (1.8)
j=1
Un caso particolarmente significativo ¢ quello in cui i campi Xp, ..., X, verifichino le due
seguenti ipotesi:
(H1) i coefficienti dei campi X, j =0,...,p, sono di classe C*°;
(H2) [Condizione di Hérmander| il rango dell’algebra di Lie generata dai campi ¢
massimo in ogni punto.

Sotto le condizioni (H1)-(H2), nel classico lavoro di Hérmander [24] si prova che l'opera-
tore in (1.8) & ipoellittico. Altre importanti proprieta, come ’esistenza di una soluzione
fondamentale e della distanza di controllo, sono stabilite da Nagel, Stein e Wainger [33],
Rothschild e Stein [36], Jerison e Sanchez-Calle [28], Sanchez-Calle [37], e una teoria gen-
erale della regolarita sia negli spazi di Sobolev che negli spazi di funzioni Holderiane ¢
sviluppata da Folland [18], Folland e Stein [19], Rothschild e Stein [36], Krylov [27]. In
seguito, Lu [29], Polidoro [35], Bramanti e Brandolini [7], Bramanti, Cerutti e Manfredini
[8], hanno studiato una classe pitt ampia di operatori del tipo

p
Z ainin + Xo, (19)

ij=1

dove i coefficienti a;; possono essere anche discontinui ma i campi X; verificano (H1)-(H2).

In tutti questi lavori & cruciale il fatto che i campi considerati siano regolari almeno
quanto serve per poter commutarli fra loro in modo da generare N vettori linearmente
indipendenti in ogni punto di R”. In [20]-[21], Franchi e Lanconelli studiano per la prima
volta le proprieta della distanza di controllo relativa ad una famiglia di campi vettoriali
non regolari con lo scopo di utilizzare un classico procedimento iterativo, ideato da Moser
[32], per dimostrare la regolarita Holderiana delle soluzioni deboli di un’equazione del tipo

N
> O, (aij0z,u) = 0, (1.10)

ij=1

dove la matrice A = (a;j(z)) & semidefinita positiva per ogni z € RY. Franchi e Lanconel-
li assumono che 'operatore sia “ellittico” rispetto ad una famiglia X7, ..., X, di campi
vettoriali localmente Lipschitziani, nel senso che vale

S0 (@), 67 < (A@)E € < A (X (), 67,
=1 j=1
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per una certa costante . La classe di operatori considerata contiene, per esempio, in R?
2 20:92
9 + =™ 9,,

dove a € una costante positiva.

Il caso di operatori di tipo Levi a coefficienti non lineari ¢ stato studiato in alcuni
recenti lavori di Citti [10] e Citti, Lanconelli e Montanari [12]. Inoltre in [11] Citti stabilisce
un risultato di regolarita per ’equazione di Levi senza ipotesi di tipo Héormander.

Volendo utilizzare la teoria lineare per lo studio del nostro problema, definiamo
Ly = Opy +u0y — 04 (1.11)

con la funzione u considerata come coefficiente. Risulta immediato che le ipotesi sostanziali
(H1) e (H2) non possono essere assunte a priori. Infatti la condizione (H2) si traduce in
un’ipotesi di non degenerazione del commutatore

(X, Y] = (0zu)dy,

ovvero nella condizione

Oyu(z) # 0, Vz. (1.12)

Notiamo che la regolarita di u € stabilita in (1.7), cosicche d,u ¢ definita quasi ovunque
e la condizione precedente deve essere, per ora, considerata solo in senso formale.

La condizione (H1) equivale invece alla regolarita C*° della soluzione che & proprio
Pobiettivo della ricerca. Inoltre L non rientra nella classe di operatori (1.9) poiche la
regolarita del campo Y ¢ la stessa della soluzione u. Sviluppando le idee in [11], siamo
in grado di provare in [14] che la soluzione viscosa u del problema (1.1)-(1.2) ¢ in realta
soluzione classica. Sottolineiamo il fatto che, malgrado la natura degenere dell’operatore
L, non richiediamo ipotesi del tipo (1.12) sui commutatori dei campi X e Y. Pur non
conoscendo la struttura dell’algebra di Lie associata formalmente a L, consideriamo L
come un operatore subellittico rispetto ad alcuni gruppi di Lie scelti a priori in modo
opportuno e siamo in grado di provare ’esistenza della derivata direzionale euclidea

ou
Y =
u(z) = e (2),
dove v, = (0,u(z),—1). Diciamo che u & soluzione classica dell’equazione (1.1) se le

funzioni Oy,u e 2 — 8‘97“(2) sono continue e 'equazione ¢ verificata puntualmente. In [13],
z

[14] proviamo il seguente

TEOREMA 1.4 La soluzione u in [2] é soluzione classica del problema di Cauchy (1.1)-
(1.2). Inoltre, se f € C* e vale (1.12) allora u € C*°(St).

Questo risultato e ragionevole nel senso che, senza assumere 'ipotesi di Hérmander, siamo
in grado di provare la regolarita della soluzione solo nelle direzioni dei campi. Si noti che
benche Y si possa pensare come combinazione lineare delle derivate d,,0;, non ¢ vero
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in generale che la soluzione u possegga tali derivate. Osserviamo anche che, una volta
provato che u & soluzione classica, la condizione di Hormander (1.12) ha senso poiche 9, u
esiste ed € continua.

In [14] diamo anche alcune condizioni su f, g sufficienti affinche I'ipotesi di Hérmander
(1.12) sia soddisfatta e quindi la soluzione sia di classe C°.

TEOREMA 1.5 Supponiamo che O, f, 0,g siano definite e continue, O, f < 0 in St e Opg >
0 in R2. In tal caso si ha Oyu > 0 in St.

Osserviamo che la condizione 9, f € naturale per poter applicare il principio di minimo,
mentre la condizione 0,g > 0 & suggerita dal modello finanziario.

Concludiamo l'introduzione, riportando il seguente risultato di esistenza globale prova-
to in [34].

TEOREMA 1.6 Supponiamo che la funzione y — g(z,y) sia monotona (debolmente) de-
crescente per ogni x € R. Allora il problema di Cauchy (1.1)-(1.2) ha soluzione classica
per ogni 1" > 0.

Questa nota e organizzata nel modo seguente: nella Sezione 2 descriviamo i Teoremi 1.2
e 1.6. La Sezione 3 & dedicata al Corollario 1.3 e al Teorema 1.4. Infine nella Sezione 4
diamo una traccia della prova del Teorema 1.5.

2 Problema regolarizzato e prolungabilita

Diamo lo schema di due dimostrazioni del Teorema 1.2, la prima data in [3] con metodi
probabilistici, e la seconda data in [34].

PRIMA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.2.

Costruiamo un sistema retrogrado-diretto di equazioni differenziali stocastiche (in breve,
EDS) naturalmente associato al problema (1.6)-(1.2). Piu precisamente, consideriamo
uno spazio di probabilita (2, F, P) su cui sono definiti due moti browniani 1-dimensionali
B, W indipendenti. Indichiamo con (F});cjo,7] la filtrazione generata da B, W. Per ogni
€ > 0, consideriamo il sistema

dY; = Vidt + edWy, Yo = vo, (2.1)
d‘/;g == f (t, Bt, Y}, V;g) dt, VT = g(BT, YT) (22)

E utile fare qualche commento preliminare sul concetto di soluzione di un’EDS retrograda.
L’interesse per questo tipo di equazioni ha origine in teoria del controllo ottimo stocastico
(si vedano, per esempio, le monografie di Bensoussan [4] e Fleming e Soner [17]). Lo studio
sistematico di sistemi di EDS retrogradi-diretti & cominciato circa una decina di anni fa
con i lavori di Antonelli [1], Ma, Protter e Yong [30], Hu e Peng [25]. Una delle differenze
sostanziali fra un’EDS e un’equazione differenziale deterministica, consiste nel fatto che



non si puo invertire il tempo. Consideriamo, per esempio, il seguente banale problema di
Cauchy con condizione finale £ € R,

dX, =0, Xp=¢ (2.3)

L’unica soluzione di (2.3) ¢ la funzione costante X; = £. Ma se consideriamo (2.3) come
un’EDS nel senso di Ito con dato finale £, variabile aleatoria Fp-misurabile, allora in
generale non c’e soluzione. Infatti, la soluzione X; di un’EDS di Ito deve essere adattata
alla filtrazione (ossia X; deve essere F;-misurabile per ogni t) e, nel caso di (2.3), cid non
¢ vero a meno che £ non sia costante.

Per convenzione, si considera soluzione (generalizzata) di (2.3) 'attesa condizionata
X: = E(§ | Ft). Tale definizione, oltre che ragionevole, si dimostra essere efficiente,
come vedremo fra breve. Per maggiori informazioni sulle EDS retrograde rimandiamo alle
recenti monografie di Ma e Yong [31], Yong e Zhou [40], Fleming e Soner [17].

Definiamo soluzione del sistema (2.1)-(2.2), una coppia di processi (Y, V) adattati, di
quadrato sommabile (in breve, Y,V € £2) tali che

t

Y, =yo+ / Vids + eWy, (2.4)
0
T
Vi =E(g9(Br,Yr) + /f (s,Bs,Ys, Vi) ds | Fy). (2.5)
t

Utilizzando il teorema di punto fisso di Banach nello spazio /J2f X /J2f, si prova che, se T'
¢ abbastanza piccolo, il problema (2.4)-(2.5) e risolubile. I flussi di soluzioni del sistema
sono definiti da

B?x =x + Bs — By,

s
}/;Eztrxﬁy — y + / m87t7m7ydr + E(WS — Wt)?
t
T
Vbt = B (g(B%%YTE’“% + / Fr, BEE Y05, Voboy)dy m) :
S

per (z,y,t) € Sp,s > t. Poniamo
v (@, y,t) = VT = o5 (BT, VPR, s),  (3,y,t) € RP < [0, T, (2.6)

dove I'ultima uguaglianza e conseguenza della proprieta di Markov. Utilizzando I'espres-
sione integrale di V', un calcolo diretto prova che v® verifica le stime Holderiane (1.3)-(1.4)
con costante c¢g indipendente da e. Inoltre, applicando formalmente la formula di Ito in
(2.6) e ricordando che V risolve 'EDS (2.2), si deduce facilmente che v* & soluzione del



problema di Cauchy retrogrado

1 g2 .
o Vea + 5 Yy + vy + v = f(,v), in St, (2.7)

o(T,-) =g, in R2.

Tale problema ¢ equivalente, a meno di un semplice cambio di variabili, a (1.6)-(1.2). In
realta, la funzione v° in (2.6) non ¢, in generale, abbastanza regolare per poter applicare
il teorema di Ito. Tuttavia il discorso puo essere reso rigoroso utilizzando la nozione di
soluzione di viscosita. Ricordiamo che la funzione (continua) v & sotto-soluzione viscosa
di (2.7) se, per ogni z € St e ¢ € C? tale che z ¢ massimo per v — ¢, vale

2
(300 + Som 00+ 1) () 2 Farol)

Utilizzando una tecnica ormai standard che consiste nell’applicare la formula di Ito alla
funzione test ¢, si verifica che v° & sotto-soluzione (e anche sopra-soluzione) del problema.
In base a classici risultati di regolarita, si conclude infine che v® € C?t%(Sy). O

TRACCIA DELLA DIMOSTRAZIONE DEI TEOREMI 1.2 E 1.6.
In [34] proviamo il Teorema 1.2 utilizzando il teorema di punto fisso di Schauder in uno
spazio di funzioni caratterizzate dalle condizioni (1.3)-(1.4). In tale spazio 'operatore L in
(1.6) soddisfa un principio di confronto e, col metodo classico di Bernstein, siamo in grado
di provare opportune stime a priori delle derivate spaziali delle soluzioni di (1.6)-(1.2) per
tempi piccoli. Se inoltre vale ipotesi del Teorema 1.6 ovvero la funzione y — g¢(z,y)
¢ monotona (debolmente) decrescente per ogni z € R, allora si verifica che le stime
precedenti sono indipendenti dal tempo T' e di conseguenza la soluzione e prolungabile.
O

3 Soluzioni classiche

Diamo uno schema della prova del Corollario 1.3 e del Teorema 1.4

DIMOSTRAZIONE DEL COROLLARIO 1.3. In base al Teorema 1.2, esiste una successione
(en) tale che &, | 0 e una successione (u®") in C***(Sr) N C(St) tali che, per ogni
n la funzione u®" & soluzione del problema di Cauchy (1.6)-(1.2) e verifica le stime di
Holder (1.3)-(1.4). Inoltre (u®") converge uniformemente sui compatti di Sp. Per I'unicita
della soluzione viscosa Lipschitziana di (1.1)-(1.2) (cfr. [3]) (u") converge alla soluzione
u di [2]. Deriviamo 'equazione (1.6) rispetto alla variabile [, dove | = x oppure | = y,
moltiplichiamo ambo i membri per us"¢?, dove p € C$°(Sr) ¢ fissata, e integrando su St
ricaviamo la seguente stima nella norma L?:

102zt @2 + |0y u™ pll2 + nl|Dyyu™ pll2 + [|u " pll2 < e1,

dove la costante ¢; dipende solo da f e ¢. Di conseguenza possiamo assumere che 0;u®",
Dpzu™ € €20y, u" convergano debolmente in L2 (Sr), da cui la tesi. O



DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.4.

Dobbiamo provare i due fatti seguenti:
(1) la soluzione u in [2] & soluzione classica del problema di Cauchy (1.1)-(1.2);
(ii) se f € C* e vale (1.12) allora u € C*°(ST).

Cominciamo col provare (ii). La dimostrazione ¢ basata su una formula di rappresentazione
di u e delle sue derivate in termini della soluzione fondamentale di un operatore congelato.

Il metodo di congelamento & una tecnica ben nota, usata per lo studio delle proprieta di
regolarita delle soluzioni di equazioni paraboliche lineari. In questo caso 'operatore asso-
ciato e ottenuto semplicemente calcolando i coefficienti in un punto fissato. Questo nuovo
operatore ¢, a meno di un cambio di variabili, I'operatore del calore e la sua soluzione
fondamentale si puo considerare una parametrice della soluzione fondamentale dell’oper-
atore a coeflicienti variabili. Un argomento molto piu difficile € stato utilizzato nel caso di
un operatore di tipo Héormander (1.8). Infatti le proprieta dell’operatore dipendono non
solo dai campi ma anche dai loro commutatori. Se i campi dell’operatore sono della forma

N
Xi = E aijamj, i:O,...,m7
j=1
allora i campi congelati in un punto g
N
Xisz = § a'bj(wo)axj7 Z - O, ceey 77'7,7
j=1

commutano e 'algebra di Lie da essi generata e, in generale, uno spazio vettoriale di
dimensione minore di N. In tal caso 'operatore

m
> X7 + Xow (3.1)
=1

non ¢ ipoellittico e non ha soluzione fondamentale. Folland e Stein [17] osservarono per
primi che in questo caso gli operatori modello sono ancora del tipo (1.8) con l’algebra di
Lie associata nilpotente e stratificata. In seguito Rothschild e Stein [36] introdussero una
versione astratta e generale del metodo di congelamento. La scelta dei campi congelati
Xi z, era fatta in modo che I'algebra di Lie generata fosse nilpotente, stratificata e con la
stessa struttura di Lie(Xy, ..., X;,) almeno fino ad una certa altezza di commutazione. Con
questa scelta di campi, 'operatore (3.1) € ipoellittico e la sua soluzione fondamentale I,
¢ una parametrice per I’operatore di partenza. Come detto in precedenza, qui utilizziamo
un adattamento di queste tecniche, introdotto da Citti [10] per lo studio dell’equazione
di Levi.

Consideriamo 'operatore linearizzato in (1.11) e, fissato zg = (xo, yo,t0) € St, poni-
amo

Y = (u(z0) + (& — 20)9pu(20))dy — B,



L,=X>4+Y,.
Osserviamo che, in base all’ipotesi cruciale (1.12), L,, ¢, a meno di un cambio di variabili,
I'operatore di Kolmogorov in R3

Oz + 20y — 0.

In base al Corollario 1.3, possiamo rappresentare la soluzione u di (1.1) in termini di I',,
soluzione fondamentale di L,:

u(z) = /Tzo(zaC)Lzou(C)CK: /on('va)f(Cvu(C))dc_/F20(27C)KZO(C)dC7 (3.2)

dove
K (Q) = (L = Lzg)u(¢) = (u(¢) — ulz0) — (§ = 20)Iwu(20))Oyu(C).
Indichiamo con d,, la distanza di controllo dell’operatore L, e con Cs:ga lo spazio di

funzioni Holderiane associato, con k € N e a €]0, 1[. Poiche I'operatore L & del second’or-
dine, consideriamo il campo Y come una derivata seconda, mentre d, € I'unica derivata
del prim’ordine. Di conseguenza il polinomio di Taylor di u di punto iniziale zy €

u(z0) + (z — x0)0pu(20)

e, poiche dyu e limitata per (1.3), quando u € C’é:;a, si ha

K () = O(dz (20, ) T), per ds,(20,¢) — 0.

Scegliendo z = zp in (3.2), questa stima ci permette di differenziare la formula di rap-
presentazione fino al terz’ordine. Un delicato argomento, basato sull’utilizzo di opportu-
ni rapporti incrementali di ordine superiore, permette di iterare questo procedimento e
concludere la prova. Per i dettagli rimandiamo al lavoro [13].

La prova di (i) segue le stesse idee anche se ¢’¢ una difficolta ulteriore in quanto, senza
assumere 'ipotesi di Hormander (1.12), operatore congelato L, pud non avere soluzione
fondamentale. Per questo motivo approssimiamo il campo Y in modo differente. Fissato
zo € ST, poniamo

Yo, = (u(zo) + (x — xo))ay — 0.
In questo modo
[X ’ }/0,20] = 824

e I'operatore
Lozy = X? + Yo,z

ha una soluzione fondamentale I'g ., e una distanza di controllo dp_.,. Come in precedenza
rappresentiamo u nella forma

u(2) = [ T Q) (K10 (O) + Ky (O, (3.3)
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dove, fissata una funzione cut-off ¢,

Kz = [+ ulozp +205udzp,  Koz0(C) = (u(20) = u(C) + & = 20)dyu(C)#(C),

sono funzioni continue a supporto compatto. Da (3.3) deduciamo che u € C’éja. In
320

particolare K1 ., ¢ Holderiana e

[ K2,z (€)] < Cdo,z (20, C)-

Queste stime sono sufficienti a concludere la prova. O

4 Principio di propagazione e regolarita

Proviamo il Teorema 1.5. Per ipotesi f, g sono funzioni globalmente Lipschitziane, 0, f, 0.¢
esistono e sono continue, d,f < 0 in Sy e 0,9 > 0 in R?. Vogliamo provare che d,u > 0.
La dimostrazione ¢ basata sul principio di minimo forte.

Bony nel suo lavoro [6] sulla propagazione dei massimi, mostra che, come il problema
della regolarita, anche il principio di massimo per un operatore del tipo (1.8) ¢ legato
alle proprieta dei campi e dei loro commutatori. I risultati di Bony sono basati sulla
seguente definizione di insieme invariante. Supponiamo che i campi vettoriali Xo,..., X,
siano localmente Lipschitziani su un dominio € di RY. Diciamo che un sottoinsieme F
relativamente chiuso di €2 ¢ positivamente X -invariante se per ogni curva

v [075[_> Q

tale che v/ = X;(y) e 7(0) € E, si ha necessariamente y(s) € E per ogni s € [0,d]. Se E
¢ positivamente invariante per X; e —Xj, diciamo che F ¢ Xj-invariante. In altre parole,
E ¢ Xj—invariante se per ogni

vy:I—Q

curva integrale di X tale che v(sg) € E per qualche sg € I, allora y(I) C E. Il principio
di minimo forte di Bony si basa sull’applicazione di un lemma di tipo Hopf e afferma che
se v é soluzione di

p
> X+ Xov <0, in Q, (4.1)
j=1

allora l'insieme dei minimi di v
E={zecRY | v(z)= rrgnv}

¢ invariante per Xy, ..., X, e positivamente Xy-invariante. Da questo principio deriva il
principio di minimo classico per operatori ellittici e parabolici. Inoltre il principio di
Bony afferma che E' ¢ invariante anche rispetto ai commutatori di ogni ordine dei campi
Xo, ..., Xp, ammesso che la regolarita dei coefficienti sia tale da definire le relative curve
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integrali. Di conseguenza il principio di minimo forte vale anche per un operatore in (4.1)
che verifichi la condizione di Hérmander. Notiamo che a differenza del problema della
regolarita, qui non & necessario che i campi siano C'°° ma basta che siano localmente
Lipschitziani.

Con le tecniche della Sezione 2 siamo in grado di provare che v = J,u ¢ soluzione
classica di

OV + 0y — Oy + (Oyu — Op f)v = O f, in S,
v(+,0) = 0,9, in R2,

Poiche 0, f ¢ limitata per ipotesi e dyu € limitata per la (1.3), dal principio di minimo
debole otteniamo che d,u > 0. Dunque dobbiamo provare che 'insieme

E={z¢€Sr | 0yu(z) =0}

¢ vuoto. Supponiamo per assurdo che esista zg = (g, y0,t0) € E. Per (1.3), la curva
integrale del campo Y, = (u0, — 0;) che parte da z

+(s) = <:U0,y0 + /0 " w(y(0))do to — 3)

¢ definita per ogni s € [0, tg]. Poiche E & positivamente Y, -invariante, si ha ([0, t]) C E
e, in particolare,

u(r(10) = 0y (0 + | " u(r(0))do, 0) =0

che contraddice l'ipotesi d,¢g > 0. Questo conclude la prova del Teorema 1.5.
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