1 Introduzione

In questo seminario esponiamo alcuni recenti risultati ottenuti in collaborazione col Prof.
E. Lanconelli ([9], [10]). In RN*! consideriamo un operatore differenziale del second’ordine
del tipo seguente

N N
L= 0ij(2)02,0z; + > bj(2)0s, — 0y (1.1)
j=1 j=1
dove z = (z,t) ¢ un punto di RV A = (a;;) ¢ una matrice N x N simmetrica e

semidefinita positiva. Supponiamo che i coefficienti a;;,b; siano di classe C(RN+D),
1 <4,7 < N e che valgano le seguenti ipotesi:

(Hy) L ¢ ipoellittico;
(Hs) a11(2) # 0 per ogni z € RN+,
(H3) L coincide con loperatore del calore nel complementare di un compatto M di RN+,

Come ¢ ben noto, la seguente condizione di Hormander (H) implica (H;) (cfr. [7] e

[12]):
(H) rango L£(X1,...,XN,Y —8)(2) = N + 1, Vz € RN+

dove £(X1,...,Xn,Y — 0;) indica 'algebra di Lie generata dai campi

N N
Xi=> s, i=1,...,N ¢ Y =0, = by, — 0.
i=1 =

In [3] & provato che se i coefficienti di L sono analitici allora (H;) e (H) sono equivalenti.
In generale cio non e vero, come risulta dal seguente

Esempio 1.1 In R?, consideriamo la classe di operatori
b
L, =82, +exp(—|z1]2)92, — O

con —1 < p < 0; ovviamente Ly, non verifica (H) per x1 =0, ma é ipoellittico in base al
Teorema 1.1 di [1].

(Hz) ¢ un’ipotesi di non totale degenerazione uniforme.

Per giustificare (Hs3), vorremmo sottolineare il fatto che i risultati principali che il-
lustreremo sono di natura locale; dato un operatore L, come in (1.1), che verifichi (H) e
(Hz) in RN+ & possibile modificare L al di fuori di un compatto My di R¥*! in modo
che valgano (H), (Ha) e (H3). Infatti, se Q & un aperto limitato di RN+, con My C Q, e
sufficiente porre

N
Lo={(pA+ (1= @) IN)V,V)+ ©> bj(2)0; — 0,
j=1



dove ¢ € C°(RN*1) & una funzione cut-off tale che ¢ =1 su My e ¢ = 0 su RVT1\ Q.

L’oggetto di questo seminario € lo studio della soluzione fondamentale di L e di alcune
proprieta delle funzioni L-superparaboliche. Prima di procedere, richiamiamo brevemente
le definizioni di fascio parabolico e di funzione superparabolica.

Definizione 1.2 Il fascio delle funzioni L-paraboliche é definito da
HU(Q) = {uec C®(Q)| Lu=0},
per ogni 0 aperto di RVFL,

Definizione 1.3 Si dice che un aperto V.C RN*1 ¢ L-regolare (e si scrive V € T,.) se V
¢ limitato e, per ogni ¢ € C(OV), esiste un’unica la funzione u =: H}; e HE(V)nC(V)
tale che ulgy = .

Definizione 1.4 Si dice che la funzione
u : Q—] — 00, +0]

¢ L-superparabolica (e si scrive u € S()) se é inferiormente semicontinua, finita in un
insteme denso in §2 e se risulta

uZHX su 'V,

per ogni aperto V€ T, V.C Q, e per ogni p € C(dV) tale che ¢ < u.

Come in [11], Teorema 1) si prova il seguente risultato che fornisce una caratteriz-
zazione delle funzioni superparaboliche:

Proposizione 1.5 Se
u @ Q —] — o0, +0o0]

e una funzione inferiormente semicontinua, sono equivalenti le sequenti affermazioni:
i)ueS(Q);
i) u € L (Q) e Lu < 0 nel senso delle distribuzion;.

loc

Nei due paragrafi seguenti esponiamo piu in dettaglio, ma senza dimostrazioni, i risul-
tati ottenuti. Il secondo paragrafo e dedicato allo studio della soluzione fondamentale
I' di L. Col Teorema 2.1, stabiliamo ’esistenza di I" e alcune proprieta classiche che
seguono immediatamente dal procedimento costruttivo impiegato nella dimostrazione.
Forniamo, poi, altre proprieta di I': in particolare, mostriamo un teorema di confronto
con la soluzione fondamentale dell’operatore del calore.

n effetti, il Teorema 1 di [11] viene provato sotto l'ipotesi (H), tuttavia tale risultato rimane valido
sotto la sola ipotesi di ipoellitticita.



I risultati principali di questa nota sono contenuti nel terzo paragrafo. Il Teorema
3.1 afferma che ogni funzione superparabolica puo essere localmente approssimata medi-
ante una successione monotona crescente di funzioni superparaboliche C*°. Stabiliamo
poi una formula di rappresentazione, conforme a L, per funzioni di classe C?: un caso
particolare ¢ la classica formula di media per le soluzioni dell’equazione del calore (cfr.
[13]). Infine, utilizzando i risultati precedenti, estendiamo tale formula alla classe delle
funzioni superparaboliche.

2 Studio della soluzione fondamentale

Uno dei principali risultati di questo paragrafo e il seguente

Teorema 2.1 FEsiste una soluzione fondamentale I' dell’operatore L e gode delle sequenti
proprieta:

i) T' ¢ una funzione non-negativa e C* nel complementare della diagonale di RN x
RN—FI;

i) per ogni z € RNTL T'(2) ¢ una funzione L-parabolica in RN*T1\ {z} e L-
superparabolica in RNTY, in particolare T'(+; z) € L}, (RNVFTY);

i) per ogni ¢ € C§°(RNVHL) walgono le sequenti identita:

L / (5 0p(Q)d = —p(z),  Vz e RVH, (2.1)
RN+1
/ P O)Lo(Q)de = —p(z),  Vz € RV (2.2)
]RN""l

i) D(x,t;€,7) =0, set < 7;
v) se T indica la soluzione fondamentale dell’operatore L*, aggiunto formale di L,

allora
I*(2;¢) =T(¢2),  Vz,( e RVFL

In particolare ii), i) e ) hanno una ovvia formulazione duale.
La i) del teorema precedente viene migliorata col
Corollario 2.2 Per ogni misura i non-negativa, a supporto compatto vale
L[ P60 = -
RN+1

nel senso delle distribuzioni.



Diamo ora una traccia della dimostrazione del Teorema 2.1.
Dato un cilindro U = Qx]a,b[ C RV*! con () # Q C RN e a < b, poniamo

8,U = (Q x {a}) U (89 x [a, b]). (2.3)

Diciamo che 9,U ¢ la frontiera parabolica di U. Enunciamo un principio di massimo che
utilizziamo pit volte nel corso della prova.

Teorema 2.3 (Principio di massimo su regioni cilindriche)

Siau € C*(Q), dove Q = Qx]a,b] & un cilindro di RN*', e Lu > 0 su Q. Selimsupu < 0
0rQ
allora u <0 su Q.

Il primo passo nella prova del Teorema 2.1 consiste nel costruire un ricoprimento
di RV*! formato da cilindri aperti e regolari, nel senso che, per ogni cilindro U del
ricoprimento e per ogni f € C(U U 9,U), il problema di Dirichlet

(PD) Lu= —f, (nel senso delle distribuzioni)
ulg, v = 0.

ammette un’unica soluzione u € C(U U 9,U).
I cilindri del ricoprimento sono del tipo

Unr = Onx] —R,R|, R>0,neN,

dove {Op,}nen © una successione crescente di aperti che ricoprono RY ¢ che abbiamo
costruito traendo da un’idea di Bony in [2].
Definiamo poi 'operatore di Green di L relativo al cilindro regolare U:

Gy : C(UUSU) — C(UUU)

Gu ¢ operatore lineare positivo che ad ogni f € C(UUO,U) associa u = Gy f, la soluzione
del problema (PD).

Gu puo essere rappresentato in forma integrale mediante una funzione Gy, non-
negativa e C'* sul complementare della diagonale di U x U: per ogni f € C(U U 9,U),
vale

Guf(z) = / Gu(=Of(Ode,  zeUUdU.
U

Gy e detta funzione di Green di L relativa ad U e gode della seguenti proprieta:

i) Gu(:Q)|a,u = 0, per ogni ¢ € U;
it) Gu(x,t;6,7) =0,se t < T3
iii) se GY; indica la funzione di Green dell’operatore L*, aggiunto formale di L, allora

Gi(2¢) =Gul(Cz),  Vz,(el.

Fissiamo R > 0; avendo dimostrato che n — Gy, ,, € crescente, definiamo la funzione
di Green Gpr di L relativa alla striscia Ugp = |J

{GUmR}nEN'

nen Un,r, come lestremo superiore di



Infine, per ogni z,¢ € RNT! definiamo la soluzione fondamentale di L nel modo
seguente:

['(2;¢) = Gr(z ()

dove R & un numero positivo tale che z,( € Ug. In effetti, tale definizione & ben posta e
permette di ricavare senza difficolta le proprieta i) - vi) dell’enunciato.

Diamo ora un teorema di confronto fra I" e la soluzione fondamentale K dell’operatore
del calore H = A\ — 0.

Teorema 2.4 Per ogni ¢ = (£,7) € RN ¢ per ogni € > 0, esistono R, T € R* tali che
I'(50) <TK(5¢,7m—¢)
su RNTIN\ (B(&, R) X1, 7 + RJ).

Ricordiamo che, per l'ipotesi (H.3), L coincide con H nel complementare di un com-
patto di RNV+1: il Teorema 2.4 esprime quindi un risultato non inaspettato. Tuttavia la
prova non ¢ immediata, pur essendo basata su alcuni adattamenti di risultati classici.

Introduciamo alcune notazioni:

(ND)m={zeRY | o= (21,...,2n), 71 > 0};
(N.2) & = (z2,...,2x) € R¥7 per ogni z = (1,...,2x) € RY;
(N.3) per ogni R, ¢ costanti positive,

SR,C = QRX]07 C[,

dove
Qr={z eRY| |z|> R}

Il primo passo nella prova del Teorema 2.4 consiste nel seguente risultato di unicita
per il problema di Dirichlet relativo ad H su una semistriscia di RV*1:

Teorema 2.5 Siau € C?*(Sg.)NC(SgU0,Sr.c) una soluzione del problema di Dirichlet

Hu=0 n Sg.c
(PD1) { u , n SR,

ulp,5p. = 05
se esiste v > 0 tale che
c
//exp(—7|x|2)|u(m,t)da@dt < 00 (2.4)
0 Qr

allora u =0 in Sg..



Si dimostra poi 'unicita della soluzione di (PD1) nella classe delle funzioni non-
negative:

Teorema 2.6 Sia u € C%(Sg.) N C(Sr.cUd,Sgr.) una soluzione non-negativa del prob-
lema di Dirichlet (PD1), allora u = 0.

La dimostrazione di questo teorema discende dai seguenti due lemmi.

Lemma 2.7 Sia u una funzione non-negativa tale che Hu = 0 in w1 x]0, ¢[, dove ¢ é una
costante positiva. Per ogni § positivo, § < ¢, vale

0< /[K(w —y,t) — K(z1+y1,7 — 9, t)]u(y + de1,0)dy < u(z + dey,t + 0) (2.5)
1

per ogni (z,t) € 1 x]0,c— 4.

Lemma 2.8 Nelle stesse ipotesi del Lemma precedente, per 0 < § < 5, esiste v > 0 tale
che

)
/ exp(—|z[})u(z, t)drdt < co.
0

12>

o

Dal Teorema 2.6 e dal principio di massimo deduciamo poi il Teorema 2.4.

Come conseguenza del Teorema 2.4, otteniamo anche un teorema di unicita della
soluzione del problema di Cauchy

(2.6)

Lu =0, in RV x]0, oo
u(-,0) =0 in RV,

Teorema 2.9 Sia u € C(RY x]0, +oo[) N C(RY x [0, +00[) una soluzione del problema
di Cauchy (2.6). Se vale una delle sequenti condizioni:

i) u & non-negativa;

i1) per ogni T > 0 esiste v > 0 tale che

T
//exp(—fy|x]2)]u(:v,t)|dxdt < 005

0 RN

allora v € identicamente nulla.

Concludiamo il paragrafo enunciando alcune ulteriori proprieta classiche della soluzione
fondamentale. Precisamente vale



Teorema 2.10 Per ogni ( = (¢,7) € RN*HL,

limsupI'(z; () = oo. (2.7)

z—(

Inoltre, set > 7, si ha

/F(:E,t;(:)daz =1 (2.8)

RN

La dimostrazione di questo teorema richiede in maniera essenziale la stima di I' all’infinito
fornita nel Teorema 2.4.

Una conseguenza del risultato precedente € una formula di rappresentazione della
soluzione del problema di Cauchy relativo ad L:

Corollario 2.11 Per ogni ¢ € Co(RY), poniamo
uet) = [P te0p@ds  (01) € R0, +oc
RN

allora u é soluzione del problema di Cauchy

Lu =0, in RN x]0, oo
lim u(z,t) = p(x) Vo e RN,
t—0+t

3 Proprieta delle funzioni L-superparaboliche

In questo paragrafo affrontiamo alcune questioni di teoria del potenziale. Il primo risultato
riguarda il problema della regolarizzazione delle funzioni superparaboliche.

Teorema 3.1 Sia u una funzione L-superparabolica su un aperto Q di RNt Per ogni
aperto limitato V- C V' C Q esiste una successione monotona crescente (uy)nen di funzioni
L-superparaboliche C*(RN*1), tali che

lim wup,(2) = u(z), VzeV.
n—oo
Il Teorema 3.1 afferma che ogni funzione superparabolica puo essere localmente ap-
prossimata mediante una successione monotona crescente di funzioni superparaboliche
regolari. Se i coefficienti di L sono costanti, il risultato ¢ banale in quanto & sufficiente
mollificare la funzione in modo classico. Tuttavia, nel caso di coefficienti variabili, questo
procedimento ¢ inutilizzabile poiche, in generale, L non commuta con gli usuali operatori
di mollificazione di Friedrichs. Il problema di costruire un operatore di regolarizzazione ad
hoc per un’equazione differenziale & stato affrontato da alcuni autori con strategie diverse.



In un lavoro del 1963, [8], Littman, considerando operatori uniformemente ellittici,
ottenne un risultato analogo al Teorema 3.1: in quel caso il termine w,, della successione
regolarizzante era dato esplicitamente dall’applicazione su u di un operatore integrale il
cui nucleo era ricavato dalla soluzione fondamentale.

Piu recentemente, in [6] Teorema 4.3, € stato trattato il caso dell’equazione del calore
sul gruppo di Heisenberg: in questo caso viene utilizzato un operatore di mollificazione
modellato sulla struttura di gruppo di HY x R.

In [5], per operatori parabolici in forma di divergenza e con parte principale uniforme-
mente ellittica, vengono invece utilizzati mollificatori ottenuti mediante la superposizione
di operatori di media sugli insiemi di livello della soluzione fondamentale di L. Un at-
tento esame di quest’ultimo approccio ha pero evidenziato la necessita di precise stime
asintotiche della soluzione fondamentale e delle sue derivate di qualunque ordine vicino
al polo: questo fatto rende, almeno per ora, inapplicabile il metodo di [5] nel caso, piu
generale, di (1.1).

La prova del Teorema 3.1 si basa su due ingredienti essenziali:

i) la proprieta della soluzione fondamentale I" di L di avere il supporto contenuto in
un semispazio di RN*! piti precisamente (cfr. iv) del Teorema 2.1)

[(x,t;€,7) =0 set <T;

i) la seguente osservazione: se u € S(€2), per la Proposizione 1.5, Lu < 0 nel senso
delle distribuzioni, dunque —Lu € una misura non-negativa in 2. Per ogni misura non-
negativa u a supporto compatto RV*1 definiamo

o) = [ TEQdu), 2RV
RN+1
Chiamiamo I'), I’ L-potenziale di p. Ora, fissato un aperto limitato V' C V C Q, poniamo
p=—(Lu)l» e uy =T, (3.1)
Allora, per la iii) del Teorema 2.1 e per l'ipoellitticita di L, otteniamo
(u—uy)|ly € C(V) e Llu—uy)=0 inV.

Inoltre
Luy =Lu<0 inV, Luy =0 in RNTI\V

e, ovviamente, uy € una funzione non-negativa.

Abbiamo dunque provato la seguente affermazione:
se u € S(Q), per ogni aperto limitato V. C 'V C Q esiste una funzione non-negativa
uy € S(RNTY) N HL(RNFL\ V) tale che

(u—wuy)|y € HL(V). (3.2)

Passiamo ora alla



Dimostrazione del Teorema 3.1. In base all’osservazione precedente, ¢ sufficiente
provare esistenza di una successione approssimante per la funzione uy definita in (3.1).

Consideriamo una funzione cut-off ¢» € C§°([0, +o0], [0, 1]), tale che ¢(t) = 1 per ¢t > 1,
Y(t) =0pert<ie %1/}(16) > 0 per ogni t > 0. Sia ¢, (t) = ¢¥(nt), n € N. Per ogni
(z,t), (&,7) € RN*L poniamo

Ln(z,t:6,7) = D(z, 66, 7)¢n(t —7),  neN,

wnl2) = [TulQdu(@), meN.
Osserviamo che, per il Teorema 2.1,
D(z,t;¢,7) =0 per ¢t < T.
Dunque, ¢ chiaro che (I'),),en € una successione crescente di funzioni C'* tale che
lim Lo(z:0) =T(20), Vz,( e RVFL

Per il teorema della convergenza monotona, (uy)nen € una successione crescente di fun-
zioni C™ che converge puntualmente a uy in RV per n — oo. Inoltre, per la
Proposizione 1.5, u,, € S(RVT1), per ogni n € N, poiche

Luy(2) = — / [(z; Q)Y (t — s)du(¢) <0, neN, ze RN, (3.3)

RNJrl

g

Se confrontata con gli analoghi risultati citati in precedenza, sicuramente la prova del
Teorema 3.1 appare piu semplice. D’altra parte, il tipo di approssimazione qui utilizzato
ha la caratteristica sfavorevole di modificare drasticamente il supporto armonico di uy,
come si puo capire esaminando la (3.3).

Diamo ora una formula di rappresentazione, conforme a L, per funzioni regolari.

Definizione 3.2 Per ogni r > 0 e z € RV poniamo

() = {c e RV 10 > 1 |

r

Chiamiamo Q.(z) la L-palla parabolica di centro z e raggio .

Con la seguente proposizione stabiliamo alcune proprieta delle L-palle paraboliche.



Lemma 3.3 Per ogni z € RNTL le L-palle paraboliche centrate in z godono delle sequenti
proprieta:

i) per ognir > 0, Q,(z) é un insieme limitato e non vuoto;

i) Q.(z) si stringe a {z} per r — 07 nel senso che

)2 (2) = {z};
r>0

ii1) se |Q.(2)| indica la misura di Lebesque di Q,.(z), allora si ha

QO
lim G,
r—0+t r

i) per quasi ogni r > 0, 0Q,(2) é una C*-varieta N-dimensionale.
Allora vale

Teorema 3.4 Sia u € C?(RV*Y). Per ogni z €¢ RNt e r >0, si ha

u(z) = up(2) — Pru(z) (3.4)
= [ worEad- [ [ (re0-1) o
Q- (2) 0 Q(z)
dove . _— X
E(2¢) = TM(CWJ(%CLWH ~divY (¢) 1g(rT(z;))-

Formule di rappresentazione sugli insiemi di livello della soluzione fondamentale sono
state stabilite da diversi autori: a questo riguardo, rimandiamo a [4] per un’ampia rassegna
di tali risultati. Qui, osserviamo solo che, come caso particolare della (3.4), si ha la classica
formula di media, per le soluzioni dell’equazione del calore, provata in [13].

La prova del Teorema 3.4 discende sostanzialmente dal Teorema 2.10 ed € una con-
seguenza standard della formula di Green.

Nella seconda parte di [10] & provato il risultato principale. Si dimostra che, utilizzando
il Teorema 3.1 di regolarizzazione delle funzioni superparaboliche, & possibile estendere la
(3.4) alla classe delle funzioni superparaboliche.

Teorema 3.5 Sia Q un aperto di RV e w € S(Q). Sia p = —Lu. Per ogni z € Q e
r > 0 tali che Q,(z) C Q, vale

up(z) — Pru(z)

g
—
N
~—
I



Dal Teorema 3.5 ricaviamo, infine, un risultato sulla approssimazione monotona di fun-
zioni superparaboliche mediante gli operatori di media introdotti in precedenza.

Corollario 3.6 Sia u € S(RVTY). Per ogni 2o € RNT!, si ha

i) up(z0) < ur(20), ser < p;
i) li%1+ ur(20) = u(20).
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