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Capitolo 25

Funzioni analitiche di
variabile complessa

25.1 Funzioni elementari complesse

25.1.1 Derivata di una funzione di variabile complessa

Sia A C C; sia a un punto non isolato di A; sia f : A — C; come si & visto nel
capitolo 8, si dice che f & derivabile in a se esiste in C il

fla+h) = f(a)

po h
in tal caso si pone
iy _ oy Slath) — f(a)
fi(a) = Jim, h ’

f'(a) si chiama derivata di f in a.
Analogamente al caso di funzioni reali di variabile reale, vale il seguente teorema.

Teorema 25.1.1.1 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia f derivabile in a;
allora esiste a: —a+ A — C tale che a(h) Kp—oh e tale che

(Vh € —a+ A) f(a+h) — f(a) = f'(a)h + a(h) .
Si ha quindi
fla+h) = f(a) = f'(a)h +o(h) .
Le regole di derivazione si estendono a questo caso.
Riguardo alla derivata della funzione composta il teorema visto che afferma che per

ACR; f:A— R, BCR, f(A) C B, g: B— R", a punto non isolato di
A, f(a) punto non isolato di B, f derivabile in a, g derivabile in f(a), si ha go f

derivabile in a e
(90 f)(a) =d'(f(a))f'(a)
vale anche per ACCe f:A—C,BCC,g: B— C.

1
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25.1.2 Derivata della funzione inversa

Abbiamo gia visto un teorema sulla derivata della funzione inversa per funzione mono-
tone su un intervallo; nel seguente teorema le funzioni sono di variabile complessa;
la differenza essenziale fra il teorema che segue e quello precedente & che in questo
occorre supporre la continuita della funzione inversa, mente nell’altro tale continuita
era automaticamente verificata.

Teorema 25.1.2.1 Sia A C C; sia a un punto non isolato di A; sia f: A — C;
sia f iniettiva; sia f derivabile in a; sia f'(a) # 0; sia f~1 continua in f(a); allora
st ha

1. f(a) é punto non isolato di f(A),

2. f~1 ¢ derivabile in f(a),

FEnunciato

25.1.3 Argomento principale di un numero complesso

Ricordiamo che se z € C* e se t € R, si dice che ¢ & un argomento (o un’ampiezza)
di 2 se risulta e’ = ‘é Intuitivamente I’argomento di z & la misura (definita a meno

di multipli di 27) in radianti dell’angolo « formato dal semiasse reale positivo con la
semiretta 0z.
Fra gli infiniti ¢ che sono argomento di z, 'argomento principale & l'unico ¢ € [—7, 7]

Teorema 25.1.3.1 Sia z € C*; allora esiste uno ed un solo t € R tale che
1. t argomento di z,
2. te]l—m, 7.

Enunciato

Definizione 25.1.3.1 Sia z € C*; allora l'unico t €]—m,w| tale che t é un argomento
di z si chiama argomento (o ampiezza) principale di z e si indica con Am(z).

Osservazione 25.1.3.1 La funzione C* — R, 2 — Am z non ¢ continua in alcun
punto di {z € C*; 32z = 0, Rz < 0}.

Togliendo invece dal dominio dell’argomento principale il semiasse reale negativo, si
ottiene una funzione continua.
Definiamo C* tagliato come C* meno il semiasse reale negativo.
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Definizione 25.1.3.2 L’insieme

{z€ C;32#00 Rz >0}
st chiama C* tagliato.
Evidentemente C* tagliato e aperto.
La funzione argomento principale e continua su C* tagliato, come risulta dal teorema
che segue.
Teorema 25.1.3.2 Sia A 'aperto C* tagliato; allora

A—R,z— Amz

e continua.

FEnunciato

25.1.4 Omotetia reale

Definizione 25.1.4.1 Sia t € R; la funzione
f:C—C,z—tz
st chiama omotetia reale di coefficiente t.

Per ogni z € C, f ¢ derivabile in z e si ha f/'(z) = t.

25.1.5 Rotazione

Definizione 25.1.5.1 Sia w € U; la funzione
r:C—C,z — wz

si chiama rotazione di coefficiente w.

Definizione 25.1.5.2 Sia 0 € R; si chiama rotazione di angolo 6 la rotazione di
coefficiente e’

La rotazione di angolo 6 & dunque la funzione
r:C—C,z— ez

Per ogni z € C, f & derivabile in z e si ha f'(z) =w=¢e
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25.1.6 Funzioni lineari complesse
Definizione 25.1.6.1 Sia a € C; la funzione

f:C—C,z—az

si chiama funzione lineare complessa di coefficiente a.

Si tratta delle trasformazioni lineari dello spazio vettoriale complesso C.

Per ogni z € C, f & derivabile in z e si ha f'(z) = a.

Le omotetie reali e le rotazioni sono delle particolari funzioni lineari complesse. Si
prova che attraverso loro composizioni si ottengono tutte le funzioni lineari complesse.

A f(2)
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25.1.7 Funzioni affini complesse

Essendo C = R? la nozione di traslazione di R si applica anche a C. Ricordiamo
che se b € C la traslazione di b ¢ la funzione

C—C,z—z+5b.
Definizione 25.1.7.1 Siano a,b € C; la funzione
f:C—C,z—az+b
st chiama funzione complessa complessa di coefficiente a e termine noto b.

Per ogni z € C, f ¢ derivabile in z e si ha f'(z) = a.

Le funzioni lineari complesse e le traslazioni sono delle particolari funzioni affini com-
plesse. Ogni funzione affine complessa € composizione di una traslazione e e di una
funzione lineare complessa; quindi ¢ composizione di una traslazione, di una omotetia
reale e di una rotazione.

25.1.8 Funzione potenza complessa

Definizione 25.1.8.1 Sia n € N; la funzione
f:C—C,z— 2"
st chiama funzione potenza complessa di esponente n.

n—1

Se n # 0, per ogni z € C, f & derivabile in z e si ha f'(z) =nz
Teorema 25.1.8.1 Sia n € N*; siano z,w € C*; sia t € arg z; sia T € argw; sia
f:C—C,z—z";

allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

2. (|z| =|wle Gk € Z) t — 7 = Zk7);

n

Dimostrazione. Si ha infatti z = |z|e®®, w = |wle’. Si ha f(z) = f(w) se e solo se

2" = w"; quindi se e solo se |z|"et = |w|"e™7; quindi se e solo se |z|" = |w|" e
(3k € Z) nt = nt + 2km; quindi se e solo se |z| = |w| e (3k € Z) t — 7 = 27,

n

Osservazione 25.1.8.1 Si puo anche dire che due punti hanno la stessa immagine
in una funzione potenza di esponente n se e solo se uno si ottiene dall’altro tramite
una rotazione di un angolo multiplo di 27’7
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25.1.9 Radice n-esima principale

Teorema 25.1.9.1 Sia n € N*; sia
f: ({zEC*;—z <Amz < I}U{O}) — C,z — 2"
n n
allora f e biettiva.

FEnunciato

313

Il teorema sopra giustifica la definizione che segue.

Definizione 25.1.9.1 Sia n € N*; sia
f: ({C*;—I <Amz < z}U{O}) — Cz—2";
n n

sia w € C; poniamo Yw = f~1(w).

Il numero complesso {/w si chiama radice n-esima principale di w.

In altri termini {/w ¢ I'unica radice z di w taleche z =00 (2 #0e =2 < Amz < 7).
La notazione introdotta ¢ compatibile con quella di radice n-esima aritmetica; non e
invece compatibile con la nozione di radice n-esima di indice dispari; ad esempio la
radice terza di indice dispari di —1 ¢ —1, mentre la radice principale terza di —1 e
e3’ = cos g t+ising = %—i— 731 Salvo avviso contrario con il simbolo {/z intenderemo
da ora in avanti la radice n-esima principale.

Per n = 2, Jw si chiama la radice quadrata principale di w. Per n = 3, /w si chiama
anche la radice terza (o cubica) principale di w; per n = 4, w si chiama anche la

radice quarta principale di w; e cosi via.
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Teorema 25.1.9.2 Sia z € C; allora risulta:

0 per z =10
Am z

Vlzlet T per 2z #0

|

Enunciato
Il seguente teorema segue subito dalla definizione.

Teorema 25.1.9.3 Siano z € C; siano n,m € N*; allora risulta:

1A =5

2. ¥/ vw= "Yw.
Enunciato
Osservazione 25.1.9.1 Si osservi che in generale per z,w € C e m € Z non ¢ vero
che sia /2" =z, {/2™ = (/2)™ e che Yzw = /z J/w.
25.1.10 Funzione radice n-esima principale
Definizione 25.1.10.1 Sia n € N*; la funzione

C—C,z— /z

si chiama funzione radice n-esima principale.

E immediato che la funzione radice n-esima principale ¢ la funzione inversa della
restrizione della potenza n-esima all’insieme {z € C*; =T < Amz < 7} U {0}.

Osservazione 25.1.10.1 Si osservi che la funzione radice n-esima principale non &
continua in alcun punto di {z € C; Rz = 0,3z < 0}. In 0 & continua. Negli altri
punti di C & continua, come si ricava dal teorema seguente.

Teorema 25.1.10.1 Sia n € N*; sia A l'aperto C* tagliato; sia
g:A—C,z— Uz,
allora g e continua.

Dimostrazione. Segue dall’espressione della radice n-esima principale e dalla continuia
dell’argomento principale su A.

Teorema 25.1.10.2 Sia n € N*; sia A l'aperto C* tagliato; sia
g:A—C,z— Uz,
allora risulta:

1. g é derivabile;
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Dimostrazione. Sia f la restrizione a {z € C*; =% < Amz < T} della funzione
potenza n-esima complessa; sia z € C—{z € C;Rz = 0,3 < 0}; per il teorema 2
g € continua in z; inoltre f & derivabile in g(z) e si ha f'(g(z)) # 0; allora per il

teorema sulla deriva della funzione inversa g ¢ derivabile in z e si ha ¢'(z) = f,(gl(z)) =

1
O

. . N . . 1 _
Si osservi che non e lecito scrivere — o=

1
nVzn=1"

Osservazione 25.1.10.2 Considerando come dominio della funzione C* tagliato, si
ha dunque

25.1.11 Funzione esponenziale complessa

La funzione esponenziale complessa e la funzione
f:C—C,z—expz.
Abbiamo visto che f & derivabile e che per ogni z € C si ha f/(z) = exp z.
Teorema 25.1.11.1 Siano z,2' € C; sia x =Rz, y = Sz, 2’ = R, 3y = 2/, sia
f:C—Cw—expw;
allora risulta:
1. |f(z)] = expx, y € Am f(z2);
2. f)=f(Z) e (z=2"e(Fk€Z)y—y =2kr);
3. f(C)=C*;
4. f periodica di periodo 27i.

Dimostrazione. Si ha infatti e* = e**% = e%e?. La (1) segue allora dal teorema sulla
forma esponenziale di un numero complesso. La (2) segue dalla (1). La (3) segue dal
teorema sui logaritmi complessi. La (4) segue dalla (1).
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Osservazione 25.1.11.1 Si osservi che la funzione esponenziale complessa trasforma
laretta {z € C; 3z = y} nella semiretta {w € C;y € Amw}, laretta {z € C; Rz = =}
nella circonferenza {w € C;|w| = e®} “percorsa infinite volte”. In particolare 'asse
reale ¢ trasformato nell’asse reale, ’asse immaginario nella circonferenza di centro
I’origine e raggio 1.

25.1.12 Logaritmo principale

Teorema 25.1.12.1 Sia
f:{zeC—rm<Qz<71} —C* z—expz;

allora f e biettiva.

FEnunciato

aD
A\
Y

Il teorema sopra giustifica la definizione che segue.

Definizione 25.1.12.1 Sia
f:{zeC—rm<8z2<n} —C* z—expz;

sia w € C*; poniamo logw = f~1(w).

In altri termini logw € I'unico logaritmo z di w tale che —7 < Sz < 7.

Il numero complesso logw si chiama logaritmo principale di w.

Se w € RY, si ha logw = logw; la notazione introdotta ¢ quindi compatibile con la
precedente.
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Teorema 25.1.12.2 Sia z € C*; allora risulta:
log z =log |w| +iAmw .

Dimostrazione. L’affermazione e stata provata nel corso della dimostrazione del
teorema sopra.

Teorema 25.1.12.3 Siano z € C*; allora risulta:
explogz =z .
Dimostrazione. Segue dalla definizione.
Osservazione 25.1.12.1 Si osservi che in generale non ¢ vero che per z € C sia

logexp z = z e che per z,w, z + w € C* sia log(z + w) = (log z)(log w).

25.1.13 Funzione logaritmo principale

Definizione 25.1.13.1 La funzione
C"— C,z —logz
st chiama funzione logaritmo principale.

La funzione logaritmo principale & la funzione inversa della restrizione a {z € C; —7 <
Sz < 7} della funzione esponenziale complessa.

Osservazione 25.1.13.1 Si osservi che la funzione logaritmo principale non é con-
tinua in alcun punto di {z € C*; Rz = 0,3z < 0}. Negli altri punti di C* & invece
continua, come si ricava dal teorema seguente.
Teorema 25.1.13.1 Sia A Uaperto C* tagliato; sia
g:A—C,z—logz;
allora g € continua.
Dimostrazione. Segue dall’espressione di g(z) attraverso ’argomento principale.
Teorema 25.1.13.2 Sia A aperto C* tagliato; sia
g:A—C,z—logz;
allora risulta:
1. g é derivabile;
2. (Vz€ A) g'(z) = 1.

Dimostrazione. Segue dal teorema sulla derivata della funzione inversa.
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Osservazione 25.1.13.2 Considerando come dominio della funzione C* tagliato, si
ha dunque

dlo 1
— z=—.
dz J z

Osservazione 25.1.13.3 Con ovvio significato dei termini, potremmo dunque dire
che una primitiva di % e log z.

Tuttavia occorre osservare che tale discorso vale su C tagliato; come vedremo % non
ammette primitiva su C*

25.1.14 Potenze principali
Definizione 25.1.14.1 Siano z,w € C; sia z # 0; poniamo
2" = exp(wlog 2) .

Il numero complesso z" si chiama potenza principale di base z ed esponente w. La
notazione & compatibile con le notazioni di potenza di esponente naturale, potenza di
esponente intero, di potenza di esponente reale usate finora.

Teorema 25.1.14.1 Siano z, w1, ws € C; sia z # 0; allora si ha

Zwl +wsg w1 L W2

=zYz
Dimostrazione. Si ha

ZWitw2 =  exp((w; + we)logz) =  exp((wilogz + wylogz) =
exp(wq log 2) exp(wsq log z) = 2W12%2.

Il seguente risultato collega le nozioni di potenza principale e di radice principale.

Teorema 25.1.14.2 Sia z € C*; sia n € N*; allora risulta:

La dimostrazione ¢ immediata.

25.1.15 Funzione potenza principale

Definizione 25.1.15.1 Sia w € C; la funzione
C"—C,z — 2%

si chiama funzione potenza principale di esponente w.

Osservazione 25.1.15.1 Si osservi che la funzione potenza principale non ¢ in gen-

erale continua in alcun punto di {z € C; Rz = 0,3z < 0}. Negli altri punti di C* ¢
invece continua.
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Teorema 25.1.15.1 Sia w € C; sia A l'aperto C* tagliato; sia
fiA—C,z— 2",
allora risulta:
1. f ¢ deriwabile;
2. (Vz€A) f'(z) =wz¥1.

w,,—1 __

Dimostrazione. La (1) ¢ immediata. Si ha poi f'(z) = exp(wlogz)wl = wz¥z71 =

wz?~ 1,

Osservazione 25.1.15.2 Considerando come dominio della funzione C* tagliato, si

ha dunque
d

alpy w—1
dz

Y =wz

25.1.16 Funzione esponenziale principale
Definizione 25.1.16.1 Sia w € C*; la funzione
C—C,z—w
st chiama funzione esponenziale principale di base w.
Teorema 25.1.16.1 Sia w € C*; sia
f:C—C,z—w*

allora risulta:

1. f ¢ deriwabile;

2. (Vze€ C) f'(z) = w?logw.
La dimostrazione ¢ immediata.

Osservazione 25.1.16.1 Si ha dunque

—w® =w?logw .

dz

25.1.17 Funzione seno complessa
La funzione seno complessa ¢ la funzione
f:C—C,z—sinz.

Abbiamo visto che f & derivabile e che per ogni z € C si ha f/(z) = cos z.
Si ha poi
(Vz € C) sin(z + 27) =sinz ;

quindi f & periodica di periodo 2.
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25.1.18 Funzione coseno complessa

La funzione seno complessa ¢ la funzione
f:C—C,z—cosz.

Abbiamo visto che f & derivabile e che per ogni z € C si ha f/(z) = —sinz.
Si ha poi
(Vz € C) cos(z + 2m) = cos z ;

quindi f & periodica di periodo 2.

25.1.19 Funzione seno iperbolico complessa

La funzione seno complessa ¢ la funzione
f:C—C,z—shz.

Abbiamo visto che f & derivabile e che per ogni z € C si ha f/(z) = chz.

Da shz = MQXP(_Z) e dalla periodicitd di 27i della funzione esponenziale
complessa si ricava

(Vz € C) sh(z+ 2mi) =shz;

quindi f & periodica di periodo 2m3.

25.1.20 Funzione coseno iperbolico complessa

La funzione seno complessa ¢ la funzione
f:C—C,z—chz.

Abbiamo visto che f & derivabile e che per ogni z € C si ha f/'(z) = shz.

Da chz = %’M e dalla periodicitda di 27 della funzione esponenziale
complessa si ricava
(Vz € C) ch(z+2mi) =chz;

quindi f e periodica di periodo 27i.

25.2 Condizioni di monogenia

25.2.1 Differenziabilita per una funzione di variabili reali e a
valori complessi

Nel capitolo 8 si & data la nozione di derivabilta e di deriva per funzioni f : A — RM,
con A C R; tali nozioni si danno allo stesso modo, cambiate le cose da cambiare, per
funzioni f : A — CM, con A C R; la derivata f'(a) in tal caso & un elemento di
cM,
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Si osservi che se f(A) C RY, allora f & derivabile in un punto non isolato a di A se e
solo se f come funzione da A a RN ¢ derivabile in a e che le derivate sono le stesse.
Le regole di derivazione viste nel capitolo 8 si estendono a questo caso.

Esempi.

1. Sia
f:R—C,t — * +it* .

La funzione f ¢ derivabile e per ogni ¢t € R si ha
f(t) =2t + 3it” .
2. Sia
fiR—Ct — (P +iat)(t" —i(t+3).
La funzione f & derivabile e per ogni t € R si ha

() = (2t +0)(t* —i(t +3)) + (¢ +it) (4> — i) .

Riguardo alla derivata della funzione composta il teorema visto che afferma che per
ACR; f:A—R,BCR, f(A) C B, g: B— R", a punto non isolato di
A, f(a) punto non isolato di B, f derivabile in a, g derivabile in f(a), si ha go f
derivabile in a e

(9o f)la) =g'(f(a)f'(a)
vale anche per ACRe f:A—C,BCC,g:B— CV.

Esempio. Sia _
f:R—C,t — e,

La funzione f & derivabile e per ogni ¢t € R si ha
f(t) =ie™ .

Nel capitolo 14 si ¢ data la nozione di derivabilta parziale e di deriva parziale per
funzioni f : A — RM, con A C R¥; tali nozioni si danno allo stesso modo, cambiate
le cose da cambiare, per funzioni f : A — CM con A C R; le derivate parziali D; f(a)
in tal caso sono elementi di CM.

Esempio. Sia .
fiR? — C% (z,y) — (z+ €, y” 4 3ia”) .

Per ogni (z,y) € R?, f & derivabile parzialmente rispetto a x e rispetto a y in (z,y) e si ha

%(%y) = (1+iye™, 9iz”)
e of
@(mvy) = (ixelzy72y) .

La nozione di funzione di classe C? si estende a questo caso.
Nel capitolo 14 si ¢ data la nozione di differenziabilita e di di derivata per funzioni
f:A— RM con A Cc R"; tali nozioni si danno allo stesso modo, cambiate le
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cose da cambiare, per funzioni f : A — CM: in tal caso la derivata di f in a & una
trasformazione lineare f'(a) : RN — CM considerando CM come spazio vettoriale
reale; la matrice jacobiana di f in a appartiene M sy v (C); in particolare per A C R?,
per f: A — Ceperac A se [ e differenziabile in a, si ha f(a + h) — f(a) =
le(a)hl + Dgf(a)hg + O(h)

Anche in questo caso, se A ¢ aperto e se f ¢ di classe C', allora f ¢ differenziabile.

Esempio. Sia
f:R* — C¥, (z,y) — (sin(izy),ich(z + y), iz? + 5y) .

La funzione f & differenziabile in quanto di classe C*.
Per ogni (z,y) € R? la matrice jacobiana di f in (z,y) &

iy cos(izy) iz cos(izy)
fzy) = < ish(z +y) ish(z+vy) ) .

2z 5
Per ogni (z,y) € R? la derivata di f in (z,y) &
f(x,y) - R — C, (h1, ha) —
(ty cos(izy)h1 + iz cos(izy)ha,ish(z + y)h1 + ish(z + y)he, 2zihy + 5ha) .

. N . M . ° M M . .
Sia A ¢ RV; sia f: A — CM sia a €4; essendo CM = (R*)M identificando
((x1,91), (x2,Y2)s - -+, (Xar, Ym)) con (1, T2y ..oy T, Y1, Y2, - - - Ym) POssiamo identifi-
care CM con R?M; allora f ¢ differenziabile in a come funzione da A a CM se e solo
se f & differenziabile in a come funzione f: A — R?M,
o

Sia A € R"Y; sia a €4; sia f : A — C; sia f differenziabile in a; si pone

df (a) = f'(a); analogamente al caso di funzioni a valori reali si ha

df(a) : RYN — C,h — iDif(a)hi .

=1

Esempio. Sia
f:R? — C,(z,y,2) — iz + yz .

Per ogni (z,v,z) € R?, f ¢ differenziabile in x e si ha

df (z,y,2) : R®* — C, (h1, ha, h3) —> ih1 + zha + yhs .

Si ha df(a) € Lr(R;C), dove Lr(R";C) indica I'insieme delle trasformazioni 7 :
RY — C lineari rispetto alla struttura di spazio vettoriale reale.

Se T € Lr(RY;C) allora esiste una ed un solo vettore a € C¥ tale che per ogni
h e RN T(h) =" a;h;; tale vettore a si dice associato a 7.

I1 vettore associato a df (a) € quindi grad f(a).
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25.2.2 Condizione di monogenia

Ricordiamo che si & posto C = R x R e che per ogni z € C si ha z = 2 + iy = (z,¥).
Sia A un aperto di C; sia f : A — C; in generale, quando si considera A C C
(cioeé quando per la funzione f si considerano le nozioni date sui numeri complessi)
la funzione f si indica con f(z); quando si considera A C R? (cio¢ quando per la
funzione f si considerano le nozioni date su RY, con N = 2) la funzione f si indica

con f(z,y).
Possiamo la derivata di f in a; se f e derivabile in a si ha

h—0 h

Consideriamo l'insieme di partenza A come sottoinsieme di R?; possiamo quindi con-
siderare le derivate parziali di f(z,y) in un punto a € A; in tal caso le derivate parziali
sono dei numeri complessi; indicando con (z,y) i punti di R? tali derivate saranno

indicate con %(a) e con %(a); se f e derivabile in a rispetto a x e rispetto a y si ha

Of (1 _ o Ha+1(1,0) = f(a)
g (@ = lm t

) O () _ i HaH0.1) = (0
oy t—0 t

Dalle definizioni si ricava facilmente che se f & derivabile in a, allora f e derivabile
. . . . . Jé) o)

parzialmente in a rispetto a x e rispetto a y e che si ha 3—£(a) + za—?];(a) =0.

Supponiamo infatti f derivabile in a.

Per h € C tale che a + h € A, si ha limy,_,9 w = f'(a).

Per t € R tale che a +t € A, si ha ¢(1,0) = (¢,0) = ¢; quindi si ha

L flatt(L0) = fa) . flatt) - fla)
t—0 t t—0 t

= f'(a) ;

quindi f & derivabile rispetto a x e si ha %(a) = f'(a).
Per t € R tale che a + it € A, si ha ¢(0,1) = ti; quindi si ha

f((a+1(0,1)) — f(a) fla+it) — f(a)

lim = lim =
t—0 t t—0 t
i lim f(a—i_Zt)_f(a):’Lf,(a),
t—0 1t

quindi f & derivabile rispetto a y e si ha g—i(a) =if'(a).

Si ha poi %(a) + i%(a) = f'(a) +i?f'(a) = f'(a) — f'(a) = 0.
Nel teorema che segue completiamo quando affermato e provato sopra.

Teorema 25.2.2.1 Sia A C C; sia f : A — C; sia a €A; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti
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1. f derivabile in a;

2. considerando A C R?, indicando con (x,y) i punti di R?, f ¢ differenziabile in

ae of of
Ge(@ +i% () =0
i tal caso si ha
3f 8f

Dimostrazione. Supponiamo f derivabile in a. Esiste & : —a+A4 — C, a(h) <Xp—o h,
tale che per ogni h € a+ A si ha f(a+h) — f(a) = f'(a)h + a(h); si ha quindi

flat+h)=f(a) = fa)h+a(h) = f'(a)(hy +ih2) +a(h) = f'(a)h1 +if (a)ha+a(h) .

Quindi f e differenziabile in a e
df(a) : R* — C, (h1, ha) — f'(a)h1 +if'(a)h2 ;

essendo grad f(a) il vettore associato a df (a) si ha %(a) = f'(a) e g’;( )=1if"(a).
Siha $L(a) +i%L(a) = f'(a) + i f'(a) = f'(a) — f'(a) = 0.

Viceversa considerando A C R?, indicando con (z,%) i punti di R?, supponiamo f &
differenziabile in a e %(a) + i%(a) =0.

Essendo f differenziabile in a, esiste o : —a + A — C, tale che a(h) <0 h e tale
che per ogni h € —a + A si ha

fla+ ) = 1) = S @hi + @+ o) = L @i + 5 (@ha +aln) -
o7

%(a)(m + thy) + a(h) = %(a) ~h+a(h) .

Si ha quindi

flat+h) - fla) _0f a(h)
o et T
Quindi f ¢ derivabile in a e si
'a) = i L&) = fla) _Of

La condizione

o @y +i% () =
or oy
si chiama condizione di monogenia complessa.
Nel seguente teorema si considera una funzione derivabile con continuita su tutto A.

0

Teorema 25.2.2.2 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti
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1. f derivabile su A e f' continua;

2. considerando A C R? e indicando con (z,y) i punti di R?, f ¢ di classe C* e

of  .0f )
Ox i Oy =9
in tal caso si ha
f/ 8f —Zal
Ox oy

Dimostrazione. Sia f derivabile su A e f’ continua; per il teorema sopra f & derivabile

parzialmente e si ha f' = % 057 quindi f e di classe C' e si ha af + zaf =0.

Viceversa considerando A C R? e indicando con (x,y) i punti di R?, sia f & d1 classe
C' e sia &L +zaf =0.

Essendo f di classe C', f & differenziabile; essendo per il teorema sopra f/ = 8w I’
€ continua.

Esempi.

1. La funzione
f:C—C,z— Rz

non ¢ derivabile in alcun punto di C.
Si ha infatti f(z,y) = z; quindi —(x y) =1, 2 o5 L(z,y) =0, E(w,y) —&—i%(x,y) =1.

2. La funzione
f:C—C,z— Sz
non & derivabile in alcun punto di C.
Si procede come sopra.

3. La funzione
f:C—Cz—7Z

non ¢ derivabile in alcun punto di C.
Si ha infatti f(z,y) = z—iy; quindi $L(z,y) =1, §L(z,y) = —i, §L(z,y)+i3L (z,y) =
1-i?=2.

4. La funzione
f:C—C,z— |27

non & derivabile in alcun punto di C.

Si ha infatti f(z,y) = 2® + % qqudl ( ,y) = 2z, g—’y[(x,y) = 2y, g; (z,y) +

Zay( z,y) = 2z + 24y.

25.2.3 Condizioni di monogenia reali

Definizione 25.2.3.1 Sia A un insieme; sia f: A — C; si pone
1. Rf: A— R,z — Rf(x),
2. 3f: A— Rz — Sf(ax).
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Considerando f: A — R? si ha Rf = f1 e Sf = fo.

o
Teorema 25.2.3.1 Sia A C C; sia f : A — C; sia a €A; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti

1. f derivabile in a;

2. considerando A C R?, indicando con (x,y) i punti di R?, posto u = Rf e
v=Sf, u ev differenziabili in a e

ou v dv ou
%(G) = Fy(a); %(G) = _873/(&) ;

in tal caso si ha

£1(@) = gela) + i) = @) ~ i3 a).

Dimostrazione. Supponiamo f derivabile in a; considerando A C R?2, indicando con
(x,y) i punti di R? e considerando f : A — C per il teorema sopra f & differenziabile
in a e si ha %(a) + ig—i(a) = 0; quindi, posto u = Rf e v = Sf, u e v sono

differenziabili in a e

ou ov ov ou
%(a) = @(a); %(a) = *87/(‘1) .

Viceversa considerando A C R?, indicando con (z,y) i punti di R?, posto u = Rf e
v = Sf, siano u e v differenziabili in a e

ou ov v ou
%(G) = %(a); %(a) = —@(G) .

allora considerando considerando f: A — C f ¢ differenziabile in a e si ha %(a) +
i%(a) = 0; quindi per il teorema sopra f & derivabile in a.
Se f e derivabile in «a si ha poi

oy Of o Ou Ov, . Ov Ou
fi(a) = %(a) = %(a) +z%(a) = @(a) - Z(’Ty(a) .

Le condizioni 5 5 5 9
u v v u
%(a)fa—y(a), %(a)**afy(a)

si chiamano condizioni di monogenia reali.
Considerando A C R?, indicando con (z,y) i punti di R?, posto u = Rf, v = Sf,
a= g—g(a) ef= %(a) la matrice jacobiana di f &

(5 27)-
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Teorema 25.2.3.2 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti

1. f derivabile su A e f' continua;

2. considerando A C R?, indicando con (z,y) i punti di R? e considerando f :
A — R? f ¢ diclasse C' e postou= f, ev = fo si ha

ou Ov ov ou

o0y Bx By’

in tal caso si ha
f/—@—i—i@—@—i@
CO0r  Ox Oy Oy

Dimostrazione. Sia f derivabile su A e f’ continua; per il teorema sopra f ¢ derivabile

parzialmente e si ha f' = gt +i57 = 5y Loy quindi f ¢ di classe C" e si ha 5§ = oy

v _ _ Ou

e 52 = —9%,
ox oy
Viceversa considerando A C R?, considerando f : A — R?, indicando con (z,vy) i
. 1. 2 . N . 1 . du _ Ov v du
punti di R?, sia f & di classe C" e sia or =0y €95 = "oy

. 1 NRT T P . ;) )
Essendo f di classe C*, f ¢ differenziabile; essendo per il teorema sopra f' = g% +ig7,

f' & continua.

Esercizio. Verificare le condizioni di monogenia complesse e reali per le seguenti funzioni; verificare
le formule sull’espressione della derivata; si chiede di non utilizzare nel calcolo delle derivate parziali,
la derivabilita delle funzioni di variabile complessa:

1. f:C—C, z — 2%

2. f:C—C, z—sinz.
Risoluzione.

1. Posto z = = + iy, si ha

f(@,9) = f(2) = (z +iy)? = 22 — y? + 2izy .

Si ha 8
i(x,y) = 2 + 2iy
oz
e of
—(z,y) = —2y + 2ix .
0y
Si ha
g(r,y) + ia—f(z,y) =2z + 2ty + i(—2y + 2ix) =20 + 2ty — 2iy — 22 =0 .
oz Jy
Si ha

%(x,y) =2z + 2iy = 2(z +iy) = 2z = f'(2) .
T

Siau=Rf=frev=Sf= fo.

Per ogni (z,y) € R? si ha

v(z,y) =2y .
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Si ha o

(@) =2
¢ 0

B*Z(x, y) = 2x ;

quindi si ha

ou ov
%(x,y) = %(x,y) .
Si ha 8
u
- )
oy (z,9) Y
[§]

ov
= =2
o (z,9) =2y ;

quindi si ha

ou ov
Si ha 5 o
(2, y) + i (2,y) = 20+ 2iy = 2e + iy) = 22 = ['(=) .

ox
2. Posto z = x + iy, si ha

9y

f(z,y) = f(2) = sin(z + iy) = sinx cos(iy) + cos zsin(iy) = sinxchy + icosxshy .

Si ha 8
—f(m,y) =coszchy —isinzshy
oz
e of
—(z,y) =sinxshy +icosxchy .
Oy
Si ha
of Of . o )
6—(x,y) +za—(x,y) =coszchy —isinzshy +i(sinzshy +icoszchy) =
€ Y
coszchy —isinzshy +isinzshy —coszchy) =0.
Si ha
of

—(x,y) = coszchy —isinxshy = cos x cos(iy) — sin z sin(iy) = cos(x +iy) = cosz = f'(2) .

ox
Stau=Rf=f1 ev=Sf = fa.

Per ogni (x,y) € R? si ha
u(z,y) =sinzchy

e
v(z,y) = coszshy .
Si ha 8
—u(m,y) =coszchy
oz
e
0
—v(x,y) =coszchy;
dy
quindi si ha
ou

v
Si ha 8
—u(x,y) =sinzshy
oy
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0
—v(az,y) = —sinzshy;
ox
quindi si ha
ou ov
@(z’y) = —£($,y) :
Si ha

g—u(x,y) + i?(w,y) = coszchy + i(—sinzshy) = cosz cos(iy) — sinz sin(iy) =
x Y

cos(x 4 iy) = cosz = f'(2) .

25.2.4 Differenziale di una funzione di variabile complessa e a
valori complessi

Teorema 25.2.4.1 Sia A un aperto di C; sia f: A — C; allora f é derivabile in a
se e solo se esiste T : C — C lineare, esiste a : —a+ A — C tali che a(h) Kp_oh
e tale che

(Vhe —a+ A) fla+h)— f(a) =T(h) + a(h);

in tal caso laT ¢ unica e si ha
T:C— C,h— f'(a)h.

Definizione 25.2.4.1 Sia A un aperto di C; sia f: A — C; sia f derivabile in a;
st pone
df(a) : C — C,h — f'(a)h .

df (a) € quindi una trasformazione lineare da C a C; dunque un elemento di Lo (C; C).
Per ogni h € C si ha df (a)(h) = f'(a)h. Si ha poi

fla+h) = f(a) = df(a)(h) + o(h) .

L’insieme Lo (C;C) e canonicamente dotato di una struttura di spazio vettoriale
complesso; rispetto a tale struttura una base di Lo (C; C) &

p:C—C,h—h,

cioe la funzione identica di C.

Si dice che p ¢ la base canonica di L¢(C, C).

Se T' € L¢(C; C) allora esiste una ed un solo a € C tale che per ogni h € CT'(h) = ah;
tale numero complesso a si dice associato a T'.

Il numero complesso associato a df (a) & quindi f/(a).

Si ha T = ap, cioe a ¢ la coordinata di T rispetto alla base canonica di Lo (C, C).

Esempio. Sia
f:C—)C,z—>eZS.

Per ogni z € C f ¢ derivabile in z se si ha

df(z) : C — C,h — 32%¢" h.
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25.3 Integrale di una funzione complessa di vari-
abile complessa

25.3.1 Traiettorie chiuse omotope

Sia A C RN.
Traiettorie con uguale dominio omotope. Siano a,b € R; sia a < b; siano ¢, : [a,b] — RN
traiettorie di A; a livello intuitivo, un’omotopia di ¢ in ¢ & una deformazione continua che fa
passare dalla traiettoria ¢ alla traiettoria i attraverso traiettorie intermedie ¢, restando in A, con
& appartenente ad un intervallo [c, 8] in modo tale che 6, = ¢ € 65 = 9.
Precisamente:
Siano «a, 8 € R; sia a < f; sia 0 : [a,b] X [, 8] — X; si dice che 6 & una omotopia in X di ¢ in ¢
se risulta

1. 6 continua;

2. (Yt € [a,b]) p(t) = 0(¢, a);

3. (vt € [a,b]) ¥(t) = 6(t, B).

Posto per ogni £ € [a, ]
O¢ : [a,b] — X, t — 6(1,§)

01 sono le traiettorie intermedie che portano ¢ in .
Due traiettorie ¢ e 1 con stesso dominio sono omotope se esiste un’omotopia di ¢ in .
Traiettorie equivalenti. Date due traiettorie ¢ : [a,b] — A e ¢ : [¢,d] — A si dice che ¢ &
equivalente a 1) se esiste o : [c,d] — [a, ], a continua e strettamente crescente tale che ¢ = p o a.
Traiettorie omotope. Date due traiettorie ¢ : [a,b] — A e Y : [c,d] — A, se ¢¥1 : [a,b)] — A &
equivalente a v si dice che ¢ ¢ omotopa a 1, se ¢ ¢ omotopa a 7.
Siano a,b € R; sia a < b; siano ¢, : [a,b] — R traiettorie chiuse di A; a livello intuitivo,
un’omotopia traiettorie chiuse di ¢ in ¢ & una deformazione continua che fa passare dalla traiettoria
 alla traiettoria ¢ attraverso traiettorie chiuse intermedie ¢, restando in A, con § appartenente ad
un intervallo [a, 8] in modo tale che 6, = ¢ e 05 = .
Precisamente:
Siano a,b € R; sia a < b; siano ¢, : [a,b] — RN traiettorie di A chiuse; siano «, 8 € R; sia a < ;
sia 0 : [a,b] X [o, B] — X; si dice che 6 & una omotopia di traiettorie chiuse di ¢ in v se risulta

1. 6 continua;

2. (V¢ € [, B]) 0(a, &) = 0(b, £);

3. (V€ [a,b]) @(t) = O(t, a);

4. (Vt € [a,b]) ¥(t) = 0(¢, B).
Per ogni € € [a, (] sia

¢ : [a,b] — RNt — 0(t, ) ;

allora si ha

1. (V€ € [, B] O¢ traiettoria di X chiusa;

2. 0o = g;

3. 0 =1.
Traiettorie chiuse omotope Due traiettorie ¢ e 1 chiuse con stesso dominio sono omotope se
esiste un’omotopia di traiettorie chiuse di ¢ in .
Date due traiettorie chiuse ¢ : [a,b] — A e ¢ : [e,d] — A se 91 : [a,b] — A & equivalente a 9 si

dice che ¢ & omotopa a 1, se ¢ € omotopa a 1.
Traiettoria ridotta ad un punto. Sia P € A; siano a,b € R; sia a < b; allora la traiettoria

p:la,b — X,t— P

si chiama traiettoria di dominio [a, b] in A ridotta al punto P.
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Traiettoria omotopa a 0. Sia ¢ una traiettoria chiusa di A; si dice che ¥ & omotopa a 0 se esiste
esiste ¢ traiettoria di X ridotta ad un punto tale che ¢ & omotopa come traiettoria chiusa a .

Se A & un aperto connesso, cid equivale a dire che ¢ & omotopa ad ogni traiettoria ridotta ad un
qualunque punto di A.

Insieme a omotopia nulla. Si dice che A ¢ un insieme a omotopia nulla se per ogni ¢ traiettoria
in A chiusa, ¢ & omotopa a 0 in A.

Insieme semplicemente connesso. Sia A aperto; si dice che X ¢ un insieme semplicemente
connesso se A & connesso e se A & a omotopia nulla.

Insieme stellato come insieme semplicemente connesso. Se A & un aperto stellato, allora A
& semplicemente connesso.

25.3.2 Invarianza per omotopia di traiettorie chiuse dell’in-
tegrale di una forma differenziale chiusa su traiettorie
chiuse

Teorema 25.3.2.1 Sia A C R ; sia A aperto; sia w € A(A); sia w di classe C';
sia w chiusa; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RY traiettoria in A chiusa
di classe Ct a tratti; siano c,d € R; sia ¢ < d; sia v : [¢,d] — RV traiettoria in A
chiusa di classe C' a tratti; ¢ sia omotopa a ¥ come traiettoria chiusa; allora si ha

/ w— / w.
%) P
FEnunciato

Teorema 25.3.2.2 Sia A un aperto di RY; sia w : A — L(RYN;R) una forma
differenziale su A; sia w di classe C'; sia w chiusa; siano a,b € R; sia a < b; sia

¢:la,b) — RNt — P

una traiettoria in A di classe C1 a tratti; sia ¢ una traiettoria chiusa; sia ¢ omotopa
a 0 in A; allora si ha
/ w=0.
]

Dimostrazione. Esiste v traiettoria ridotta ad un punto omotopa a ¢ come traiettorie
chiuse; si ha
fsa w={[ yw=0.

Osservazione 25.3.2.1 Sia A un aperto di RY; sia w: A — L(R”Y;R) una forma
differenziale su A; sia w di classe C'; sia w chiusa; siano a,b € R sia a < b; sia

o:la,b] — RNt — P

una traiettoria in A di classe C! a tratti chiusa; allora sono due i casi notevoli per i

quali
/ w=0;
©

precisamente

1. w esatta;

2. ¢ omotopa a 0.
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25.3.3 Forme differenziali chiuse su un aperto a omotopia nulla

Teorema 25.3.3.1 Sia A un aperto di RN ; sia A un aperto ad omotopia nulla; sia
w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w di classe C'; sia w chiusa;
siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN una traiettoria in A di classe C' a
tratti; sia ¢ una traiettoria chiusa; allora si ha

/sz.
]

Dimostrazione. Infatti ¢ € omotopa a 0.

Teorema 25.3.3.2 Sia A un aperto di RN ; sia A un aperto ad omotopia nulla; sia
w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w di classe C'; allora si ha

w chiusa < w esatta .

Dimostrazione. Supponiamo infatti w chiusa; allora I'integrale di w su ogni traiettoria
di classe C! a tratti chiusa ¢ uguale a 0; quindi w & esatta.

Teorema 25.3.3.3 Sia A un aperto di R?; sia a € A; allora A—{a} ¢ un aperto non
ad omotopia nulla.

Dimostrazione. Esiste r > 0 tale che B'(a,r) = {x € A’ ||z — a|]| < 7} C A4; sia
@ :[0,27] — Rt — (a3 +7cost,ag +rsint) ;

la funzione ¢ & una traiettoria chiusa in A—{a}.
Sia w: A-{a} — L(R* R) la forma differenziale

T2 T a2 dx +
— X
(1 —a1)? + (v2 — az)? (1 —a1)* + (v2 — az2)?

r1 —aq

dy .

Si verifica subito che w ¢ una forma differenziale chiusa.

Si ha
27 : 27
t t
/w:/ (—TSIQH (—rsint) + — TCO”) dt:/ dt =21 £0.
) 0 T T 0

Per il teorema sopra A—{a} non & ad omotopia nulla.

Teorema 25.3.3.4 Sia A un aperto connesso di R?; sia a € A; allora A—{a} non ¢
semplicemente connesso.

Dimostrazione. Segue da sopra.
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25.3.4 Catene di traiettorie

Sia A C RN,

Catena di traiettorie. Intuitivamente una catena di traiettorie in A & un insieme finito di traiettorie
percorse un certo numero di volte nel loro verso o nel verso opposto.

Precisamente:

Sia T l'insieme delle traiettorie di A; si chiama catena di traiettorie di X una funzione

C:T—1Z

diversa da 0 solo per un numero finito di traiettorie.

Le traiettorie che si considerano sino quelle per cui C & diverso da 0; se ¢ € T e se C(p) =n > 0,
allora ¢ si pensa percorsa n volte nel suo verso, se C(¢) = n < 0, allora ¢ si pensa percorsa n volte
nel suo verso opposto.

Siano Ci, Co catene di traiettorie di X; poniamo

C1 +CQZT*>Z,@*>C1(Q0)+CQ(QD).

L’insieme delle catene di traiettorie di X dotato dell’operazione + & un gruppo commutativo.
L’elemento neutro ¢ la catena nulla

0:T —Z,p—0.
L’opposta di una catena C ¢ la catena
—C:T—Z,p — —C(p) .

Se n € Z, resta anche definita la catena nC.
Traiettoria come catena di traiettorie. Ad una traiettoria ¢ € T associamo la catena di
traiettorie L »
) per ¥ = ¢
c(ap).T—>Z,w—>{ 0 pert £
¢(¢) si indica (per abuso) con .
Con questa convenzione se (¢;)i=1,2,...,n ¢ una successione di T tale che

{p eT;C(p) #0} C{pi; i=1,2,...,n},
posto per ogni i = 1,2,...,n sia a; = C(p;); si ha

n
C= Zaitpi .
i=1

Giustapposizione di traiettorie. Due traiettorie ¢ e v tali che il punto finale di ¢ sia uguale al
punto iniziale di ¢ possono essere unite in un’unica traiettoria detta la giustapposizione di ¢ e di
.

Precisamente:

Sia ¢ : [a,b] — RN una traiettoria di 4; sia ¥ : [¢,d] — RY una traiettoria di A; sia p(b) = ¥(c);
allora la traiettoria

»(t) per t € [a,b]

chlb:[a,b+d—c}—>X,t—>{ Pt —b+c) pertelbb+d—]

si chiama giustapposizione delle traiettorie ¢ e 9.

Analogamente si definisce la giustapposizione di tre o piu traiettorie.

Viceversa una traiettoria pud essere spezzata in un numero finito di traiettorie di cui & giustappo-
sizione.

Sottocatena di traiettorie. Sia C una catena di traiettorie; una sottocatena di C & una catena che si
ottiene da C scomponendo le traiettorie di C in un numero finito di traiettorie la cui giustapposizione
da la traiettoria di partenza.

Traiettorie opposte. Date due traiettorie ¢ : [a,b] — A e ¥ : [¢,d] — A si dice che ¢ & opposta
a 1 se esiste a : [¢,d] — [a, b], a continua e strettamente decrescente tale che ¥ = p o a.
Intuitivamente I'immagine viene percorsa in verso opposto per le due traiettorie.
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Catene di traiettorie equivalenti. Siano C; e C2 due catene di traiettorie. Intuitivamente C; e
Co sono equivalenti se & possibile scomporre C1 e Co in un numero finito di traiettorie equivalenti
percorse nello stesso numero di volte nello stesso verso o opposte percorse nello stesso numero di
volte in verso opposto.
Precisamente:
Si dice che C; € equivalente Co se esiste Ci sottocatena di Cy se esiste Cé sottocatena di Co tali che
esiste
®: {p € T;C1(p) # 0} — {p € T;Cs(y) # 0}

biettiva tale che per ogni ¢ € T, C(¢) # 0 si ha

1. ¢ traiettoria equivalente a ®(yp) e C;(¢) = C5(P(¢)),

2. @ traiettoria opposta a ®(¢) e C{(p) = —CL(2(p)).
Se C' ¢ linsieme delle catene, resta definita su C' un’equivalenza R. R ¢ compatibile con I'operazione
+ di C. Resta quindi definito il gruppo quoziente (C/R, +).
Sostegno di una classe di catene di traiettorie. Il sostegno di una classe di catene di traiettorie
¢ dato dall’unione delle immagini delle traiettorie di una catena della classe, non considerando le
coppie di traiettorie percorse in verso opposto.
Sia [C] una classe di catene di traiettorie; sia C = Z?zl cip;; supponiamo che per ognii =1,2,...,n
sia ¢; # 0 e che per ogni 4,7 = 1,2,...,n non esista una traiettoria restrizione di ¢; opposta ad una
traiettoria restrizione di ¢;; allora I'insieme

| cod()
i=1

si chiama sostegno di [C].

Il sostegno di una catena di traiettorie C & il sostegno della classe [C].

Ciclo. Si chiama ciclo una catena equivalente ad una catena formata da traiettorie chiuse.
Una classe di catene [¢] di C'/~ si dice un ciclo se ¢ & un ciclo.

25.3.5 Catene di parametrizzazioni di dimensione 2

Sia D C RN,

Dominio semplice Si dice che D & un dominio semplice se D & omeomorfo a B/(0,1) dove B’(0,1)
¢ la palla unitaria chiusa di RY.

I domini semplici di R sono gli intervalli [a, b] con a < b.

I rettangoli [a,b] X [c,d], con a < b e ¢ < d sono domini semplici di R?.

Omeomorfismo positivo. Siano D e D; domini semplici di RY; sia f : D — D; un omeomor-
fismo; si dice che 'omeomorfismo f & positivo se

(Va € D)(3V intorno di a in D)
(V(v1,v2,...,on8) € VN (v1 —a,v2 —a,...,vn —a) base di RN positiva)
(f(v1) = f(a), f(v2) = f(a),..., f(vn) = f(a)) base di R" positiva) .
Omeomorfismo negativo Si dice che 'omeomorfismo f & negativo se

(Va € D)(3V intorno di a in D)

(V(v1,v2,...,vN) € v (v1 —a,v2 —a,...,vn — a) base di RV positiva)

(f(v1) = f(a), f(v2) = f(a),..., f(vn) = f(a)) base di R" negativa) .
Sia A Cc RN,
Sia D un dominio semplice di R?.
Parametrizzazione di dimensione 2. Una funzione del tipo

p:D— A

continua, si dice parametrizzazione in A di dimensione 2.
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In particolare una funzione del tipo
p:la,b] X [c,d] — A

continua, € una parametrizzazione di dimensione 2.

Parametrizzazioni di dimensione 2 equivalenti. Siano D, D; domini semplici di R?; siano
¢: D — X, o1 : D1 — X parametrizzazioni di dimensione 2; si dice che ¢ & equivalente a ¢ se
esiste a : D — D1 omeomorfismo positivamente orientato tale che ¢ = 1 0 a.
Parametrizzazioni di dimensione 2 opposte. Siano D, D; domini semplici di R?; siano ¢ :
D — X, ¢1 : D1 — X parametrizzazioni di dimensione 2; si dice che ¢ € opposta a @1 se esiste
a: D — D; omeomorfismo negativamente orientato tale che ¢ = 1 o .

Catene di parametrizzazioni di dimensione 2. Sia S l'insieme delle parametrizzazioni di
dimensione 2 in Aj; si chiama catena di parametrizzazioni di dimensione 2 in A una funzione

C:5S—1Z

diversa da 0 solo per un numero finito di parametrizzazioni su domini semplici di R2.
Siano Ci, Co catene di parametrizzazioni di dimensione 2; poniamo

Ci+Co:T —Z,p — Ci(p) + C2(p) -

L’insieme delle catene di parametrizzazioni di dimensione 2 in X dotato dell’operazione + & un
gruppo commutativo.
L’elemento neutro & la catena nulla

0:5S—Z,p—0.
L’opposta di una catena C ¢ la catena
—C:8S—Z,p— —C(p) .

Se n € Z, resta anche definita la catena nC.
Ad una parametrizzazione di dimensione 2 ¢ € T associamo la catena di parametrizzazioni di
dimensione 2

o)1 —zp—{ g Py

¢(¢) si indica (per abuso) con .
Con questa convenzione se (¢;)i=1,2,...,n ¢ una successione di C' tale che

{p €T;C(p) #0} C{pi; i=1,2,...,n},

posto per ogni i = 1,2,...,n sia a; = C(p;); si ha

n
C= Zaigoi .
i=1

Sottocatena di una catena di parametrizzazioni di dimensione 2 Sia C una catena di
parametrizzazioni di dimensione 2; una sottocatena di C & una catena che si ottiene da C scomponendo
il dominio delle traiettorie di C in un numero finito di di domini semplici.

Catene di parametrizzazioni di dimensione 2 equivalenti. Siano C; e Cs due catene di
dimensione 2; si dice che C; & equivalente Co se esiste Ci sottocatena di C1, se esiste Cé sottocatena
di Co tali che esiste

P : {p € 5;C1(p) # 0} — {p € 5;C5(p) # 0}
biettiva tale che per ogni ¢ € S, C{(¢) # 0 si ha
1. ¢ equivalente a ®(p) e C1(¢) = C4H(2(p)),

2. opposta a B(i) e C} () = —C4(®(p)).
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Se Cs ¢ I'insieme delle catene di dimensione 2, resta definita su Cy un’equivalenza R. R ¢ compatibile
con Poperazione + di C2. Resta quindi definito il gruppo quoziente (C2/R, +).

Sostegno di una classe di catene di parametrizzazioni di dimensione 2. Il sostegno di
una classe di catene di parametrizzazioni di dimensione 2 & dato dall’unione delle immagini delle
parametrizzazioni di una catena della classe, non considerando le coppie di parametrizzazioni opposte.
Sia [C] una classe di catene di parametrizzazioni di dimensione 2; sia C = Z?:1 c;p;; supponiamo
che perognii=1,2,...,nslac; # 0echeperognii,j=1,2,...,n non esista una parametrizzazione
di dimensione 2 restrizione di ¢; opposta ad una parametrizzazione di dimensione 2 di ¢;; allora

I'insieme
n
| cod()
i=1

si chiama sostegno di [C].
11 sostegno di una catena di parametrizzazioni di dimensione 2 C ¢ il sostegno della classe [C].
Bordo di una parametrizzazione su un rettangolo. Sia ¢ : [a,b] X [¢,d] — A una parametriz-
zazione di dimensione 2.
Sia

b1 : [a,b] — X,t — (t,c),

by : [e,d] — X,t — (b, 1) ,

b3 : [a,b] — X, t — ¢(t,d)

b4 : [C,d} - th — So(art) i

La classe di catene
[b1 + ba — b3 — b4]

si chiama bordo di ¢ e si indica con Jp.

O & un ciclo.

Bordo di una parametrizzazione di dimensione 2. Sia D un dominio semplice di R?; sia
¢ : D — X una parametrizzazione di dimensione 2; e esiste « : [0, 1] X [0,1] — D omeomorfismo
positivamente orientato; ¢ o a & una parametrizzazione su [0, 1] x [0,1]. allora 9(¢ o a) si chiama
bordo di ¢.

OJy & un ciclo.

Il Bordo di una catena di parametrizzazioni di dimensione 2 ¢ la classe di catene di traiettorie
che si ottiene facendo il bordo di ciascuna parametrizzazione di dimensione 2 della catena. Se C ¢ la
catena di parametrizzazioni di dimensione 2, il bordo di C si indica 9C.

OC & un ciclo.

Bordo di una classe di parametrizzazioni di dimensione 2. Catene di parametrizzazioni di
dimensione 2 equivalenti hanno lo stesso bordo; il bordo della classe [C] & il bordo OC. Si indica 9[C].
Bordo come ciclo. 9[C] & un ciclo.

25.3.6 Cicli omologhi

Sia A C RV,

Ciclo omologo a 0. Sia [C] una classe di traiettorie in A; sia [C] un ciclo; si dice che [C] & omologo
a 0 se esiste una catena di parametrizzazioni di dimensione 2 il cui bordo sia [C].

Un ciclo C si dice omologo a 0 se la classe [C] & omologa a 0.

Cicli omologhi. Due cicli [C1] e [C2] sono omologhi se la loro differenza & omologa a 0.

Due cicli [C1] e [C2 sono omologhi se le loro classi C1 e C2 sono omologhe; cid equivale a dire che la
loro differenza ¢ omologa a 0.

Omologia e omotopia. Siano @1 e @2 traiettorie chiuse in A; sia ¢(¢p1) il ciclo associato a ¢1; sia
c(¢2) il ciclo associato a 2; allora si ha

(1 omotopo a g2 = [c(¢1)] omologo a [c(p2)] .

In generale non vale il viceversa. Una traiettoria chiusa ¢ pud essere tale che ¢(yp) & omologo a 0
senza che ¢ sia omotopa a 0.
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Insieme con omologia nulla Si dice che A ¢ un insieme con omologia (di ordine 1) nulla se ogni
ciclo in A & omologo a 0.

Insiemi con omologia nulla e insiemi con omotopia nulla. Se A & a omotopia nulla, allora A
¢ anche a omologia nulla. In generale non vale il viceversa.

Per N =2 e A aperto, A ¢ a omotopia nulla se e solo se A & a omologia nulla; in particolare, se A &
connesso, allora A ¢ semplicemente connesso se e solo se ogni ciclo in A & omologo a 0.

Gruppo di omologia. L’insieme dei cicli [C] di X ¢ un sottogruppo dell’insieme delle classi delle
catene su A; la relazione d’equivalenza di cicli omologhi ¢ compatibile con I'operazione di somma di
cicli; il gruppo quoziente si chiama gruppo di omologia (di ordine 1).

In R?-{(0,0)] il gruppo di omologia & isomorfo a (Z,+); in R? privato di due punti il gruppo di
omologia & isomorfo a (Z x Z,+); e cosi via.

25.3.7 Integrale di una forma differenziale su una catena

Definizione 25.3.7.1 Catene di classe C'. Sia A un aperto di RN ; sia C una
catena in A; si dice che C ¢ di classe C* se ogni traiettoria ¢ tale che C(p) # 0 ¢ di
classe C*.

Definizione 25.3.7.2 Integrale di una forma differenziale su una catena. Sia
A un aperto di RN ; si a C una catena in A; sia C di classe C'; sia

n
C=> cipi;
i=1
sia w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w continua; si pone

n
/w:E Ci/w.
c i=1 ®i

Sia A un aperto di RY; siano Ci, Ca, C catene in A di classe C'; sia n € Z; sia
w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w continua; allora si ha

fover= o |

C1+C2 C1 Ca
nC C
/w:f/w.
—C C

Teorema 25.3.7.1 Invarianza dell’integrale per catene equivalenti. Sia A un
aperto di RN siano Cy1, Cy catene in A; siano Cy, Co di classe C; sia C equivalente
a Cy; sia w: A — L(RM;R) una forma differenziale su A; sia w continua; allora si

ha
/w:/ w.
Cq Co

In particolare si ha
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FEnunciato

Teorema 25.3.7.2 Sia A un aperto di RY. sia w : A — L(RM;R) una forma
differenziale su A; sia w continua; allora w ¢é esatta se e solo se fcw = 0 per ogni C
ciclo in A.

FEnunciato

25.3.8 Invarianza per omologia dell’integrale di una forma dif-
ferenziale chiusa su un ciclo
Teorema 25.3.8.1 Sia A un aperto di RY; sia w : A — L(R™;R) una forma

differenziale su A; sia w di classe C'; sia w chiusa; siano C1, Co cicli in A; siano Cy,
Co di classe C'; sia C1 omologo a Co; allora si ha

fo=]w
Cy Cao

Teorema 25.3.8.2 Sia A un aperto di RY; sia w : A — L(R™;R) una forma
differenziale su A; sia w di classe C*; sia w chiusa; sia C un ciclo in A; sia C omologo
a 0; sia C di classe C'; allora si ha
/w =0.
c

Osservazione 25.3.8.1 Sia A un aperto di RV; sia w : A — L(RY;R) una forma
differenziale su A; sia w di classe C*; sia w chiusa; siano a,b € R; sia a < b; sia C una
catena di traiettorie in A di classe C'; allora sono due i casi notevoli per i quali

/w:O;
c

FEnunciato

Dimostrazione. Segue da sopra.

precisamente
1. w esatta;

2. C omologa a 0.

25.3.9 Forme differenziali chiuse su un aperto a omologia nulla

Teorema 25.3.9.1 Sia A un aperto di RY; sia A un aperto ad omologia nulla; sia
w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w di classe C'; sia w chiusa;
sia C un ciclo in A; sia C di classe C'; allora si ha

/w:O.
C
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Dimostrazione. Infatti C € omologa a 0.

Teorema 25.3.9.2 Sia A un aperto di RY; sia A un aperto ad omologia nulla; sia
w: A — L(RY;R) una forma differenziale su A; sia w di classe C*; allora si ha

w chiusa < w esatta .
Dimostrazione. Supponiamo infatti w chiusa; allora l'integrale di w su ogni ciclo di

classe C''¢ uguale a 0; quindi w & esatta.

25.3.10 Forma differenziale chiusa su un aperto di R? privato
di un punto

Sia A un aperto di R?; sia A a omologia nulla; sia a € A; siaw : A—{a} — L(R%* R);
sia w di classe C'; sia r > 0. sia B'(a;7) C A. sia

¢ :[0.21] — R?,t — (rcost,rsint) ;

/w:().
r

Infatti da cio segue che I'integrale di w su ogni ciclo di classe C' & uguale a 0.
Il risultato si estende ad A privato di un numero finito di punti.

allora w ¢ esatta se e solo se

25.3.11 Forme differenziali lineari complesse di variabili reali

Definizione 25.3.11.1 Sia A C RY; si chiama forma differenziale lineare su A
complessa di variabile reale una funzione

w:A— Lg(RY;C),

dove si considera C come spazio vettoriale reale.

Esempio. Sia A un aperto di RY; sia f : A — C; sia f differenziabile; allora
df : A — Lr(RY;C),z — df(z) ;

¢ una forma differenziale complessa di variabile reale su A.

Quanto visto per le forme differenziali reali di variabile reale si estende alle forme
differenziali complesse di variabile reale.

In particolare si definiscono la somma di forme differenziali lineari complesse di vari-
abile reale, e il prodotto di una funzione da A a C e di una forma differenziale lineare
complessa di variabile reale.

L’insieme Lz(R™;C) & canonicamente dotato di una struttura di spazio vettoriale
complesso; rispetto a tale struttura una base € data dalle forme lineari

P:RYN —C,h—h;.

Come nel caso delle forme differenziali reali, vale il seguente teorema
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Teorema 25.3.11.1 Sia A C RY; siaw : A — Lr(RY; C) una forma differenziale
complessa di variabile reale su A; allora esiste una ed una sola funzione F : A — CN

tale che
N

(Vo € Aw(z) =Y Fi(z)P; .

i=1

Si dice che F : A — C¥ ¢ il campo di vettori complesso associato ad w.

Si dice che we continua, se F' & continuo; si dice che w ¢ di classe CP (risp. di classe
C™) se F ¢ di classe CP (risp. di classe C*°).

Come nel caso delle forme differenziali reali, vale il seguente teorema

Teorema 25.3.11.2 Sia A un aperto di RN ; sia f: A — R; sia f differenziabile;
allora il campo di vettori associato alla forma differenziale df ¢é grad f.

Sia x una variabile; indicando per ogni ¢ = 1,2,...,n con x;, la funzione
A—C,z — x;,
in base a quanto si e visto, si ha
dr;: A — Lr(RY;C),z — P; .

Come nel caso reale, da cio segue che se F' ¢ il campo di vettori complesso associato

a w, si ha
N
i=1

Tale scrittura si chiama espressione canonica della forma differenziale w nella variabile
x o anche espressione della forma differenziale w come combinazione lineare delle forme
differenziali (dx;)i=1,2,... N-

In particolare per il differenziale df di una funzione f: A — C si ha

N
df =) D;fdz; .

i=1

Indichiamo ancora con w il campo associato ad w, la forma canonica di w si scrive

N
w= E w;dx; .
i=1

Si osservi che la differenza con le forme differenziali reali di variabile reale consiste nel
fatto che ora le w; sono funzioni a valori complessi, mentre prima le w; erano funzioni
a valori reali.

Esempio. Un esempio di forma differenziale complessa su R? &

w(z,y,2) = (y + iz) de + e dy + (3 — isin(zyz)) dz .
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Le nozioni di forme differenziali chiuse, di primitiva di una forma differenziale e di
forme differenziali esatte viste nel caso di w: A — Lz(R™;R), si danno allo stesso
modo per le forme differenziali w : A — Lz(RY;C).
Esercizio. Dire se le seguenti forme differenziali complesse sono esatte e, in caso affermativo,
determinare 'insieme delle primitive.
1. w(z,y) = sin(iz) dz + cos(iz) dy;
2. w(z,y) = icos(izx) dx — siny dy.
Risoluzione.
1. Si ha dom(w) = R2. Si ha
%(sin(im)) =0e a%ﬁ(cos(im)) = isin(iz);
quindi w non & chiusa; quindi w non & esatta.
2. Si ha dom(w) = R2. Sia f: R? — C, (z,y) — sin(iz) + cosy. Per ogni (z,y) € R? si ha
a5 f(@,y) = icos(iz) e 5 f(x,y) = —siny;
quindi f & una primitiva di w; quindi w & esatta. L’insieme delle primitive diw & {f+c¢; ¢ € C}.

Sia A C RY; siaw: A — Lr(R"; C) una forma differenziale complessa di variabile
reale; sia x € A; si ha allora w(z) : RV — C lineare; possiamo quindi considerare
R(w(z)) e S(w(z)), che risultano funzioni da RY a R; si prova immediatamente che
tali funzioni sono lineari; cid permette di dare la seguente definizione.

Definizione 25.3.11.2 Parte reale e parte immaginaria di una forma dif-
ferenziali complessa Sia A C RY; sia w : A — Lr(RY;C) una forma differen-
ziale complessa su A; poniamo

1. Rw: A — Lr(RY;R),z — R(w(z)),

2. Sw: A — Lr(RY;R), 2 — S(w(x)),
La forma lineare reali Rw si chiama parte reale di w; la forma lineare reali Sw si
chiama parte immaginaria di w.

Si ha
w=Rw+1iSw .

Se I ¢ il campo associato a w, allora R F ¢ il campo associato a R e SF ¢ il campo
associato a Sw.

Esempio. Sia w la forma differenziale complessa su R?
w(z,y,2) = (y +iz) dz + e dy + (3 — isin(zyz)) dz .
Si ha
Rw(z,y,z) =ydx+ cosydy + 3dz
Sw(z,y, z) = zdz + siny dy — sin(zyz) dz .

Supposta w di classe C!, w & chiusa se e solo se fw e Sw sono chiuse.
w & esatta se e solo se Rw e Sw sono esatte.
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La teoria sulle forme differenziali complesse esatte puo quindi essere ricondotta alla
teoria delle forme differenziali reali esatte. Si ottengono quindi per le forme dif-
ferenziali complesse risultati corrispondenti a quelli visti per le forme differenziali
reali.

Sia I un intervallo non degenere di R; sia f : I — C; sia f continua; siano x,y € I1;

si pone
/:f:/xyﬂ%f+i/:%f.

Una primitiva di f & una funzione g : I — C derivabile tale che ¢’ = f.
Anche per f: I — C continua, se g € una primitiva di f, si ha

/xyfzg(y)—g(w)-

I risultati visti per gli integrali di funzioni reali si estendono agli integrali di funzioni
complesse.

La definizione di integrale per una funzione complessa permette di estendere la nozione
di integrale su una traiettoria di classe C! a tratti alle forme differenziali complesse
di variabile reale.

Esercizio. Calcolare
/ixder (iy + =) dy
7}
dove
0:[0,1] — RZt — (t,1?) .

Risoluzione. La traiettoria ¢ si scrive

T =
{y:t2 ’te[ovl]'

Si ha

t2 t4 s i
i— +2i— +2—
g tEY TRy

2

1 .
/z’wdz-ﬁ-(iy—l—x)dy:/ (it + (it? + t)2t) dt = %+ +
@ 0

0

Considerando la parte reale e la parte complessa della forma ci si puo ricondurre alle
forme differenziali reali di variabile reale, come risulta dal teorema che segue.

Teorema 25.3.11.3 Sia A C RY; siaw : A — Lr(RY; C) una forma differenziale
lineare complessa; sia w continua; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN una
traiettoria in A di classe C' a tratti; allora si ha

/w:/%w—i—i/(\‘yw.
@ ® ®

Quanto visto per le forme differenziali reali di variabile reale si estende alle forme
differenziali complesse di variabile reale; in particolare il teorema sull’integrale del
differenziale, la caratterizzazione delle forme differenziali esatte tramite gli integrali

Dimostrazione. Immediata.
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su traiettorie, il teorema di Poicare, la nozione di forma localmente esatta, I'invarianza
per omotopia dell’integrale di una forma chiusa su una traiettoria chiusa, il fatto che
una forma chiusa su un dominio a omotopia nulla ammetta primitiva, la nozione
di integrale di una forma differenziale su una catena di traiettorie, 'invarianza per
omologia dell’integrale di una forma chiusa su una ciclo, il fatto che una forma chiusa
su un dominio a omologia nulla ammetta primitiva.

Esercizio. Calcolare
/ 2zyi dr + (1321' + z2) dy + 2yz dz
©
dove

0:[0,1] — R3,t — (\/14+t+22, 82 +t4 16—t +1) .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale.

Sia
f:R3 — C,(z,y,2) — z2yi +yz2 .
Per ogni (z,y,2) € R3 si ha %(a},y, z) = 2zyi, g—i(w,y,z) = x2i 4 22, %(z,y,z) = 2yz.

Quindi f & una primitiva di w.
Il punto iniziale di ¢ & ¢(0) = (1,0, 1); il punto finale di ¢ & ¢(1) = (2,20, 63).
Si ha quindi

/ 2ayida+ (z%i+22) dy+ 2yz dz = f(2,20,63) — £(1,0,0) = 4-20i+ cdot20 - 63% — 0 = 79280+ 803 .
%]

25.3.12 La forma differenziale complessa di variabile comples-
sa f(z)dz

Definizione 25.3.12.1 Sia A un aperto di C; si chiama forma differenziale lineare
su A complessa di variabile complessa una funzione

w:A—Lc(C;C).

Esempio. Sia A un aperto di CC} sia f : A — C; sia f derivabile; allora
df : A— L¢(C;C),z — df(2) ;

¢ una forma differenziale complessa di variabile complessa su A.

Si definiscono la somma di forme differenziali lineari complesse di variabile complessa,
e il prodotto di una funzione da A a C e di una forma differenziale lineare complessa
di variabile complessa.

Ricordiamo che con p (coincidente con l'identita di C) si & indicata la la base canonica
di Le(C; C)

Teorema 25.3.12.1 Sia A C C; sia w : A — Lg(C; C) una forma differenziale
complessa di variabile complessa su A; allora esiste una ed una sola funzione [ :
A — C tale che

(Vze A)w(z) = f(z)p .
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Si dice che f: A — C ¢ la funzione complessa associata ad w.

Si dice che w & continua, se f & continua; si dice che w & di classe CP (risp. di classe
C™) se f ¢ di classe CP (risp. di classe C).

Come nel caso delle forme differenziali reali, vale il seguente teorema

Teorema 25.3.12.2 Sia A un aperto di C; sia f: A — C; sia f derivabile; allora
la funzione associata alla forma differenziale df & f’.

Sia z una variabile; indicando con z, la funzione
A—C,z— z,
in base a quanto si e visto, si ha
dz: A — Lc(C;C),z —p.

Come nel caso reale, da cio segue che se f e la funzione complessa associato a w, si
ha
w= fdz.

Tale scrittura si chiama espressione canonica della forma differenziale w nella variabile
z o anche espressione della forma differenziale w come combinazione lineare delle forma
differenziale dz.

In particolare per il differenziale df di una funzione derivabile f : A — C si ha

df = f'dz .

Esempio. Un esempio di forma differenziale complessa di variabile complessa definita su C
&
2
w(z) =2°dz.

25.3.13 Forma differenziale complessa di variabile complessa
esatta

Le nozioni di primitiva di una forma differenziale complessa di variabile complessa, di
forma differenziale complessa di variabile complessa esatta, si danno allo stesso modo
per le forme differenziali reali di variabile reale.

Definizione 25.3.13.1 Sia A un aperto di C; sia w : A — L (C; C) una forma
differenziale complessa di variabile complessa su A; sia f: A — C; si dice che f ¢
una primitiva di w se f & derivabile e se

df =w.

Definizione 25.3.13.2 Sia A un aperto di C; sia w : A — Lo (C; C) una forma
differenziale complessa di variabile complessa su A; si dice che w ¢ esatta se esiste
f: A — C derivabile tale che

df =w.
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25.3.14 Primitiva di una funzione complessa di variabile com-
plessa

Definizione 25.3.14.1 Sia A un aperto di C; siano f,g: A — C; si dice che f é
una primitiva di g se f & derivabile e se

f'=g.

Teorema 25.3.14.1 Sia A un aperto di C; siano f,g : A — C; allora f & una
primitiva di g se e solo se f é una primitiva della forma differenziale complessa di
variabile complessa g dz.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.3.14.2 Sia A un aperto di C; sia g : A — C; allora g ammette
primitiva se e solo se la forma differenziale complessa di variabile complessa gdz é
esatta.

Dimostrazione. Immediata.

Per analogia con le forme differenziali, le funzioni g : A — C che ammettono
primitiva, si chiamano esatte.

25.3.15 Forma differenziale lineare complessa di variabili reali
associata ad una forma differenziale lineare complessa
di variabile complessa

Lo spazio vettoriale complesso Lo (C;C) @ un sottospazio dello spazio vettoriale
complesso Lg(R?; C).

Definizione 25.3.15.1 Sia A un aperto di C; sia w : A — L (C; C) una forma
lineare complessa di variabile complessa; si chiama forma differenziale complessa di
variabile reale associata ad w la forma differenziale complessa di variabili reali

A— Lp(R%C),z — w(x) .

Per dire che si considera la forma differenziale complessa di variabile reale associata
ad w, si dice che si considera w come forma differenziale complessa di variabili reali.

Teorema 25.3.15.1 Sia A un aperto di C; sia w : A — Lc(C;C) una forma
lineare complessa di variabile complessa; sia f: A — C la funzione associata ad w;
consideriamo w come forma differenziale complessa di variabili reali; allora il campo
complesso associato ad w é

F:A— (327 (x,y) — (f(x,y)wf(x,y)) .
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Dimostrazione. Consideriamo w come forma differenziale complessa di variabili reali.

Sia (z,y) € A; sia (hy, ha) € R?;
w(@, y)(h1, he) = f(@,y)(h1 + ihs) = f(z,y)h1 +if (z,y)he .

QUindi UJ(.’IJ, y) = f(x7y)P1 + ’Lf(.’L', y)P2
Quindi il campo associato ad w & quindi (f,4f).

Teorema 25.3.15.2 Sia A un aperto di C; sia f : A — C la funzione associata
al campo; consideriamo la forma differenziale complessa f dz di variabile complessa
come forma differenziale complessa di variabili reali; allora si ha

fdz= fdx+ifdy.

Dimostrazione. Segue da sopra.

In generale, se scriviamo w = f dz consideriamo w come forma differenziale complessa
di variabile complessa; se scriviamo w = fdzx + if dt consideriamo w come forma
differenziale complessa di variabili reali.

Teorema 25.3.15.3 Sia A un aperto di C; sia w : A — Lo(C;C) una forma
lineare complessa di variabile complessa; sia g : A — C; allora g € una primitiva di
w se e solo se g ¢ una primitiva della forma forma differenziale complessa di variabile
reale associata ad w.

Dimostrazione. Immediata.
In particolare w € esatta se e solo se forma forma differenziale complessa di variabile

reale associata ad w ¢ esatta.

Teorema 25.3.15.4 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia f derivabile su A;
sia f' continua; allora la forma differenziale complessa di variabile reale f dx +if dy
é chiusa.

Dimostrazione. Per le condizioni di monogenia, si ha infatti g—i = ig—f.

25.3.16 Parte reale e parte immaginaria della forma differen-
ziale complessa di variabile reale fdz + if dy

Sia A un aperto di C; sia f : A — C; allora alla forma differenziale complessa di
variabili reali f dx +1if dy restano associate le due forme differenziali reali di variabili
reali, parte reale e parte immaginaria di f dx + i f dy.

Teorema 25.3.16.1 Sia A un aperto di C; sia f: A — C; considerando f: A —
R?, siac u= f1 ev = fa; allora si ha

1. R(fdx+ifdy) = udr —vdy;
2. S(fde+ifdy) =vdxr +udy.
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Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.3.16.2 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia [ derivabile; sia f'
continua; considerando f: A — R2, siau = f1 ev = fo; allora le forme differenziali
reali di variabili reali wdx —vdy e vdx + udy sono chiuse.

Dimostrazione. Segue dalle condizioni di monogenia reali.

25.3.17 Integrali di forme differenziali complesse di variabile
complessa

Definizione 25.3.17.1 Siano a,b € R; sia a < b; una funzione continua
¢ :la, b)) — C
si chiama traiettoria complessa di dominio [a,b] in C.

Essendo C = R? le traiettorie complesse sono un caso particolare di traiettorie in
RY; le nozioni viste per le traiettorie in R si applicano dunque a questo caso.

Definizione 25.3.17.2 Sia A C C; sia w: A — Lo (C; C) una forma differenziale
lineare complessa di variabile complessa; sia w continua; sia f : A — C la funzione
associata a w; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria in A di

classe C1; poniamo
b
[o= [ s0r8= [ sewne .

Il numero complesso fww si chiama integrale della forma differenziale complessa di
variabile complessa w sulla traiettoria .

Come nel caso delle forme differenziali reali la definizione si estende alle traiettorie di
classe C! a tratti.

Definizione 25.3.17.3 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia f continua;
allora Uintegrale della forma differenziale complessa di variabile complessa f dz su ¢,
fsa f(2)dz, si chiama anche integrale della funzione complessa di variabile complessa

fsu .

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali di funzioni complesse di variabile complessa su traiettorie
1. wadz, dove ¢ : [0,1] — C,t — 2+ 3t + 3i + 4it;
2. fw(%z + (S2)24) dz, dove ¢ : [0,7] — C,t — 2¢e'.

Risoluzione.
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1. La traiettoria ¢ si scrive
z=2+43t+3i+4it, t € [0,1] .

Per ogni t € [0, 1] si ha 2/(t) = 3 + 4i.
Si ha

1
/zdz—/ (2 + 3t — 3i — 44t)(3 + 4i) dt (3+4z)/ (2+ 3t —3i —4it)dt =
0

(3 + 4i) [2t+7t2—31 221;2} (3+4z)(2+%—3i—2i):(3+4z’)(g—51’):
0

2 154 + 144 + 20 o
— —15¢ ) =——i.
2 2

2. La traiettoria ¢ si scrive )
z=¢" teo,n].

Per ogni t € [0, 7] si ha 2/(t) = ie®.
Per ogni t € [0, 7] si ha e = cost + isint.
Si ha quindi
T
(Rz + (82)2%4) dz = / (cost + isin? t)i(cost + isint) dt =
0

™
2/ (cos®t + isintcost + isin® t cost — sin® t) dt =
0

s s ™ s
'L(/ cos2tdt+i/ sintcostdtJri/ sin2tcost7/ sin3tdt) =
0 0
™ v
1 2t t
z(/ Ls()dtJrz{ sin t} ] {sm :| 7/ (10052t)sintdt> =
2
0 0
1 2 .
5 t—&-fsm 2t smtdt cos” t(—sint)dt | =
™ cos3 t 2 3m—8
N ar — — Z_9 .
Z(2 [~ costlg { 3 L) Z(2 +3) G

Teorema 25.3.17.1 Sia A un aperto di C; sia f: Aw — C; sia f continua; siano
a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria in A di classe C a tratti;

allora si ha
/f(z)dzz/fdx—!—ifdy.
® ®

Dimostrazione. Immediata.

In altri termini l'integrale della forma differenziale complessa di variabile complessa
f dz & uguale all’integrale della forma differenziale complessa di variabile reale f dx +

if dy.

Teorema 25.3.17.2 Sia A un aperto di C; sia f: A — C; considerando f: A —
R2, siau = f1 ev = fa; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria
in A di classe C' a tratti; allora si ha

/(pf(z)dZZ/{F(udx—vdy)—&-i/(vdx—&—udy).

@
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Dimostrazione. Segue dal fatto che udx — vdy e vdx + u dy sono rispettivamente la
parte reale e la parte immaginaria di fdz + i f dy.

L’integrale di una forma differenziale complessa di variabile complessa € quindi ricon-
dotto a due integrali di forme differenziali reali di variabili reali.

25.3.18 Integrale del differenziale
Come nel caso delle forme differenziali reali, vale il seguente risultato.

Teorema 25.3.18.1 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia [ derivabile; sia
f! continua; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN una traiettoria in A di
classe C* a tratti; allora si ha

(/#=f@®»—ﬂﬂ®»

Dimostrazione. Supponiamo ¢ di classe C*.
Si ha

b
/wz/fww:/f@@M@ﬁ=ume=ﬂww—ﬂwm.

Se ¢ ¢ di classe C! a tratti si procede sommando gli integrali sui tratti di classe C*

Possiamo anche scrivere

Esercizio. Calcolare il seguente integrale su traiettoria di funzione complessa di variabile comp-
lessas:
/ 23dz
»

4
f:C—)C,zHZZ;

dove ¢ : [0,1] — C,t — 1+ 3t2 + it
Risoluzione. Sia

La funzione f & una primitiva di z3.
Il punto iniziale di ¢ & ¢(0) = 1; il punto finale di ¢ & ¢(1) =2 +i.
Si ha quindi

(2 +4)*
4

1 2u4i-7 1
L .y VR
1 4 1

/z3dz:f(2+i)—f(1):
%]
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25.3.19 Forme differenziali esatte e integrali su traiettorie

Come nel caso delle forme differenziali reali, vale il seguente teorema che caratterizza
le forme differenziali esatte attraverso gli integrali su traiettorie.

Teorema 25.3.19.1 Sia A un aperto di C; sia w : A — Lg(C;C) una forma
differenziale lineare complessa di variabile complessa; sia w continua; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

1. w esatta;

2. per ogni ¢, ¥ traiettorie in A di classe C' a tratti aventi stesso punto iniziale
e stesso punto finale si ha
L=
¥ P

3. per ogni @ traiettoria in A di classe C* a tratti chiusa si ha

/w=0.
]

Per ogni componente connessa di B di A sia ag € B; allora se w ¢ esatta, una
primitiva di w é la funzione g : A — C tale che per ogni componente connessa B di

A e per ogni x € B si ha
g(x):/w
o]

dove ¢ ¢ una traiettoria in B di classe C' a tratti di punto iniziale ag e di punto
finale x.

Il teorema sopra puo essere rivisto come teorema sulla primitiva di una funzione
complessa di variabile complessa.

Teorema 25.3.19.2 Sia A un aperto di C; sia f: A — C una funzione complessa
di variabile complessa; sia f continua; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. f ammette primitiva;

2. per ogni @, ¥ traiettorie in A di classe C' a tratti aventi stesso punto iniziale

e stesso punto finale si ha
/ fdz= / fdz;
%] P

3. per ogni ¢ traiettoria in A di classe C* a tratti chiusa si ha

/fdz:O.
v
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Per ogni componente connessa di B di A sia ap € B; allora se w e esatta, una
primitiva di w é la funzione g : A — C tale che per ogni componente connessa B di

A e per ogni x € B si ha
ola) = [ 1z
©

dove @ ¢ una traiettoria in B di classe C' a tratti di punto iniziale ap e di punto
finale x.

1

Il teorema sopra permette di provare che la funzione 7 non ammette primitiva.

Teorema 25.3.19.3 La funzione
. 1
f:CF—Cz—C,z— —
z
non ammette primitiva su C*.

Dimostrazione. Sia
¢ :[0,27] — C,t — €' ;.

Si ha e = cost +isint; quindi ¢(0) = p(27) = 1.
Quindi ¢ € una traiettoria chiusa.

Si ha poi

[, Yde = [77 Liettdt = [T idt = 2mi # 0.
Quindi f non ammette primitiva.

25.3.20 Esistenza della primitiva

Teorema 25.3.20.1 Sia A un aperto di C; sia A a omologia nulla; sia f : A — C;
sia f derivabile; sia f' continua; allora la forma differenziale complessa di variabile
complessa f dz é esatta.

Dimostrazione. Infatti la forma differenziale complessa di variabile reale f dx+if dy e
chiusa; essendo il dominio a omologia nulla, per il teorema di sulle forme differenziali
complesse di variabili reali fdx + if dy & esatta; quindi f dz & esatta.

Il teorema sopra puo essere rivisto come teorema sulla primitiva di una funzione

complessa di variabile complessa.

Teorema 25.3.20.2 Sia A un aperto di C; sia A a omologia nulla; sia f: A — C;
sia f derivabile; sia f' continua; allora f ammette primitiva.

Osservazione 25.3.20.1 L’ipotesi su A di essere a omologia nulla equivale in C A
a omotopia nulla; inoltre comprende come caso particolare A stellato.
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25.3.21 Primitiva di una funzione complessa su un aperto pri-
vato di un punto

Sia A un aperto di R?; sia A a omologia nulla; sia a € 4; sia f : A—{a} — C; sia f
derivabile; sia f’ continua; sia r > 0. sia B'(a;r) C A4; sia

¢ :[0.2n] — R?*t — (rcost,rsint) ;

allora f ammette primitiva se e solo se

/Ff(z)dz:O.

Infatti da cio segue che 'integrale di w su ogni ciclo di classe C' & uguale a 0.
Il risultato si estende ad A privato di un numero finito di punti.

25.3.22 Locale esattezza di una forma differenziale complessa
di variabile complessa

Teorema 25.3.22.1 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia [ derivabile; sia f'
continua; sia a € A; allora esiste U C A, U aperto tale che a € U, U C A ew ¢
esatta su U.

Dimostrazione. Se U & una palla di centro a contenuta in A, U ¢ stellato; quindi w ¢
esatta su U.

Si esprime la proprieta del teorema dicendo che la forma differenziale complessa di
variabile complessa f dz (con f derivabile e f’ continua) ¢ localmente esatta.

Il teorema sopra puo essere rivisto come teorema sulla primitiva di una funzione
complessa di variabile complessa.

Teorema 25.3.22.2 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia f derivabile; sia f'
continua; sia a € A; allora esiste U C A, U aperto tale che a € U, U C A e f|U
ammette primitiva.

Si esprime la proprieta del teorema dicendo che una funzione f derivabile con f’
continua ammette localmente primitiva o anche che ¢ localmente esatta.

Osservazione 25.3.22.1 Il fatto che una funzione complessa di variabile complessa
possa ammettere localmente primitiva senza ammettere globalmente primitiva puo
provocare uno certo stupore, tenendo conto del fatto che una funzione reale di variabile
reale che localmente ammetta primitiva, ammette globalmente primitiva.

La differenza sta nel fatto che in R I'intersezione di due intervalli & un intervallo; da cio
segue che se su ciascun intervallo esiste una primitiva di una funzione, le due primitive
sull’intersezione dei due intervalli differiscono per una costante; da cio segue subito
che esiste una primitiva anche sull’'unione dei due intervalli; in C invece l'intersezione
di due connessi non € in generale un connesso; il ragionamento sopra dunque non puo
essere ripetuto.
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Osservazione 25.3.22.2 Sia f : C* — C, z — %; si e visto sopra che f non

ammette primitiva; essendo pero f derivabile, con derivata continua, f ammette
localmente primitiva; piu precisamente f ammette primitiva su ogni aperto stellato
contenuto in C*; di fatto se A & I'aperto C* tagliato, abbiamo visto che su A si ha
d% logz = %; quindi log z €& una primitiva di f su A; cio e in accordo con la teoria

svolta in quanto la relazione d% logz = % non vale su C*, ma su A e A & un aperto
stellato.

25.3.23 Invarianza per omotopia di traiettorie chiuse dell’in-
tegrale di una forma differenziale complessa f(z)dz su
traiettorie chiuse

L’integrale della forma differenziale complessa f(z) dz su traiettorie chiuse non cambia
se le traiettorie chiuse sono omotope, con omotopia di traiettorie chiuse.

Teorema 25.3.23.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile; sia
f' continua; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN traiettoria in A chiusa
di classe C* a tratti; siano c,d € R; sia ¢ < d; sia v : [c,d] — RY traiettoria in A
chiusa di classe C' a tratti; ¢ sia omotopa a ¥ come traiettoria chiusa; allora si ha

/@f(z)dz/d}f(z)dz.

Dimostrazione. Ci si riconduce infatti al caso di integrali di una forma differenziale
complessa di variabili reali chiusa.

L’integrale della forma complessa di variabile complessa f(z)dz su una traiettoria
chiusa omotopa a 0 ¢ 0.

Teorema 25.3.23.2 (Teorema di Cauchy per le traiettorie chiuse omotope
a 0.) Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile; sia f' continua;
siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN traiettoria in A chiusa di classe C* a
tratti; sia ¢ una traiettoria chiusa; sia @ omotopa a 0 in A; allora si ha

Lf(z)dzz().

Dimostrazione. Infatti a f(z) dz € associata una forma differenziale chiusa, con uguale
integrale su traiettorie.

Osservazione 25.3.23.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile;
sia f’ continua; siano a,b € R; sia a < b; sia

¢:la,b) — RNt — P

una traiettoria di classe C'! a tratti chiusa; allora sono due i casi notevoli per i quali

Lf(Z)dZ=0;

precisamente



25.3. INTEGRALE DI FUNZIONE DI VARIABILE COMPLESSA 47

1. f ammette primitiva;

2. ¢ omotopa a 0.

25.3.24 Integrale su catene di traiettorie

Sia A un aperto di C; sia C una catena in A; sia C di classe C.

Sia
n
C=> cipi;
=1

Sia w : A — L(C; C) una forma differenziale su A; sia w continua.

Si pone
n
[o=>e ] w.
¢ i=1 i

Se w = f dz tale integrale si chiama anche integrale di f su C.

Teorema 25.3.24.1 Sia A un aperto di C; sia f : A — C; sia f continua; allora
f ammette primitiva se e solo se fc f(2)dz =0 per ogni C ciclo di classe C* in A.

Dimostrazione. Segue da sopra.

25.3.25 Invarianza per omologia dell’integrale su cicli
Teorema 25.3.25.1 Sia A un aperto di R?; sia f : A — C; sia f di classe C*;
siano Cy, Cq cicli in A di classe C'; sia C1 omologo a Co; allora si ha
f(z)dz = f(z)dz.
Cl C2
Dimostrazione. Segue dal teorema corrispondente per le forme differenziali reali di
variabile reale.

Teorema 25.3.25.2 Teorema di Cauchy per i cicli omologhi a 0 Sia A un
aperto di R?; sia f : A — C; sia f di classe C*; sia C un ciclo in A; sia C omologo
a 0; sia C di classe C' a tratti; allora si ha

/Cf(z)dz:o.

Dimostrazione. Segue dal teorema corrispondente per le forme differenziali reali di
variabile reale.

Osservazione 25.3.25.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile;
sia f’ continua; sia C un ciclo di classe C!; allora sono due i casi notevoli per i quali

/Cf(Z)dZ=0;

precisamente
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1. f ammette primitiva;

2. C omologo a 0.

25.3.26 Generalizzazione alle traiettorie di classe lipschitziana

Una traiettoria ¢ : [a,b] — RY si dice di classe lipschitziana se ¢ & localmente
lipschitziana.

In quanto svolto & possibile sostituire la condizione di classe C! o classe C! a tratti
per le traiettorie e per le catene, con la condizione di localmente lipschitziane.

25.3.27 Integrale su una curva orientata di una forma differen-
ziale complessa di variabile complessa

Sia A un aperto di R”; sia I' una sottovarieta di RV di dimensione 1 lipschitziana,
con bordo orientata contenuta in A; sia M C I'; sia M misurabile rispetto a I'.
Analogamente a quanto svolto per l'integrale |’ v Wr di una forma differenziale lineare
wr reale di variabili reali integrabile definita su A, si procede per una forma differen-
ziale lineare w complessa di variabili reali integrabile definita su A; si da dunque la
nozione di w integrabile su M (supponendo dapprima I' parametrizzabile) e per w
integrabile su M si definisce [,, w.

Supposta w integrabile su M si ha fM w e C.

Supposta w integrabile su M, Rw e I sono forme differenziali reali di variabile reale

integrabili su M e si ha
/ w = Rw + 14 / Sw .
M M M

In cio che segue si definisce [, f(z)dz l'integrale su M con M C T’ C C della forma
differenziale complessa di variabile complessa f(z) dz.

Definizione 25.3.27.1 Sia A un aperto di C; siaw : A — L(C;C); sia f : A — C
la funzione associata a w; sia V una sottovarieta differenziale di C di dimensione 1
parametrizzabile orientata; sia V- C A; sia D un aperto di R; sia ¢ : D — C una
parametrizzazione positiva di V; sia M C V; sia M 1-misurabile; sia P = p~1(M);
st dice che w é 1-misurabile su M se

P — C,t — f(e(t)¢'(t)
e misurabile.

La forma differenziale complessa di variabile complessa w € 1-misurabile se e solo se
la forma differenziale complessa di variabile reale fdx + if dy ¢ 1-misurabile e se e
solo se le forme differenziali reali di variabile reale R(f dx + if dy) e S(fdx + if dy)
sono l-misurabili su M.

Definizione 25.3.27.2 Sia A un aperto di C; siaw : A — L(C;C); sia f : A — C
la funzione associata a w; sia V una sottovarieta differenziale di C di dimensione 1
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parametrizzabile orientata; sia V- C A; sia D un aperto di R; sia ¢ : D — C una
parametrizzazione positiva di V; sia M C V; sia M 1-misurabile; sia P = o~ 1(M);
sia w 1-misurabile su M ; si dice che w é 1-integrabile su M se

P — C,t — f(p(t)¢' ()
e integrabile.

La forma differenziale complessa di variabile complessa w e 1-integrabile se e solo se
la forma differenziale complessa di variabile reale fdx + if dy ¢ l-integrabile e se e
solo se le forme differenziali reali di variabile reale R(f dz + if dy) e S(f dz + i f dy)
sono 1-integrabili su M.

Definizione 25.3.27.3 Sia A un aperto di C; siaw : A — L(C;C); sia f : A — C
la funzione associata a w; sia V una sottovarieta differenziale di C di dimensione 1
parametrizzabile orientata; sia V- C A; sia D un aperto di R; sia ¢ : D — C una
parametrizzazione positiva di V; sia M C V; sia M 1-misurabile; sia P = =1 (M);
sia w 1-misurabile su M sia w 1-integrabile su M poniamo

| s = [ oo,

M P

Si ha
/Mf(z)dz:/M(fd;v—l—ifdy):/M%(fdm-l-ifdy)—l—i/M%(fdx—l-ifdy).

Jys f(2)dz & quindi ricondotto all'integrale di una forma differenziale complessa di
variabile reale o a due integrali di forme differenziali reali di variabile reale.

Sia A un aperto di C; sia w : A — L(C; C); sia V' una sottovarieta lipschitziana di
C di dimensione 1 con bordo orientata (non necessariamente parametrizzabile); sia
V C A. Analogamente a quanto fatto per gli integrali di m-forme differenziali, si da
la definizione di w misurabile su un sottoinsieme misurabile M di V', di w integrabile
su M e di integrale di w su M.

Quanto visto per V parametrizzabile si estende a questo caso.

L’integrale [,, f(z)dz di f(z)dz su M si chiama anche integrale di f(z) su M.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale complessa,

/Ede,
r

dove T & il segmento [1 — i, ] orientato in modo che 1 — 4 sia il punto iniziale e 7 il punto finale.

Risoluzione. Per ognit € [0,1]sihal—i+t(i— (1 —i)=1—1i+t(—1+ 2i).
Una parametrizzazione di I" & data dalla funzione varphi definita da

z=1—i+t(-1+2i), t€[0,1].
Si ha quindi

1 1
/z2dz=/ (1+i+t(—1—2i))2(—1+2i)dt:(—1+2i)/ (1+i—t—2it)2dt =
r 0 0
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1
(71+21l)/ (1— 1412 — 462 4 20 — 2t — 4it — 26t + 4t + 4it?) dt =
0
1
(—1+2i)/ (—3t2 + 20 + 2t — 44t — 2t + 4it?) dt =
0
)32222243112(1212 1
(=142 [—t + 26t + % — 2it? — it +§it} = (F1F20)(-142i 1 -2 —it 2i) =
0
(1+2')1‘f 2_1
1/37,— 3 32.

Il teorema di Stokes applicato a integrali di forme differenziali complesse di variabile
complessa da luogo ai seguenti risultati.

Teorema 25.3.27.1 Sia A un aperto di C; sia I' una arco semplice lipschitziano
orientato di punto iniziale A e punto finale B; sia I' C A; sia f : A — C; sia f
derivabile; allora si ha

/F df = f(B) — f(A) .

Teorema 25.3.27.2 Sia A un aperto di C; sia I' una curva semplice chiusa lip-
schitziana orientata; sia I' C A; sia f : A — C; sia [ derivabile; allora si

ha
/Fdf:O.

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali curvilinei di funzioni complesse di variabile complessa.

1. fF 22 dz, dove I & I’arco semplice orientato
{(z€C; 2| =1,92 >0}
con orientazione tale che 1 sia il punto iniziale e —1 il punto finale.

2. fF sin z dz, dove I" & la circonferenza
{z€G; |2| =1}

con orientazione tale che (1) = es.

Risoluzione.
1. Posto
23
f:C—C,z — 3

f & una primitiva di z2.

Per il teorema sopra si ha quindi
1 1 2

/z%z:ﬂ—l)—f(l) = -z=-2.
r 3 3 3

2. Posto
f:C—C,z—> —cosz,

/sinzdz:/df:().
r r

f & una primitiva di sin z.
Per il teorema sopra si ha quindi
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25.3.28 Catena associata ad una sottovarieta con bordo orien-
tata compatta

Catene di traiettorie associate ad una curva con bordo orientata compatta. SiaI' C RV;
sia I' una sottovarieta topologica di dimensione 1 con bordo; sia V orientata; sia V' compatta; allora
esiste n € N, esiste (¢;)i=1,2,...,n successione di parametrizzazioni di dimensione m in RN, tali che
n
1. Ui:l cod(p;) =T
2. (Vi=1,2,...,n) la funzione
dom(ep;) — cod(p;i),t — ¢i(t)
omeomorfismo concorde con ’orientazione di T
3. (Vi,j = 1,2,...,n,i # j) cod(p;) N cod(p;) & contenuto nell’intersezione dell’insieme degli
estremi di ¢; e dell’insieme degli estremi di ¢;.
Intuitivamente, si & diviso I in un numero finito di archi semplici e si & parametrizzato ciascun arco
semplice in modo concorde con 'orientazione di I'.
La catene di traiettorie,
n
Z Pi
i=1
si dice associata a V.
La classe di catene di traiettorie [Z?:l <p,-] non dipende dalla particolare (¢;)i=1,2,...,n Successione
di traiettorie che parametrizza I'.
Ciclo associato ad una curva con bordo orientata compatta chiusa. Sia Z?zl una catena
di traiettorie associata a I'; la curva I' € una sottovarieta con bordo chiusa se e solo se Z:;l ©; € un
ciclo.
In tal caso si dice che ZZL_I ®; € un ciclo associato a I'.
Catene di parametrizzazioni di dimensione 2 associate ad una superficie con bordo
orientata compatta. Sia S C R"; sia S una sottovarieta topologica di dimensione 2 con bordo;
sia S orientabile orientata; sia V' compatta; allora esiste n € N, esiste (o )i=1,2,...,n successione di
parametrizzazioni di dimensione m in R, tali che
n
1. Ui:l cod(a;) = S;
2. (Vi=1,2,...,n) la funzione
dom(cay) — cod(a;), t — ;i (t)
omeomorfismo concorde con 'orientazione di S;
3. (Vi,j =1,2,...,n,i # j) cod(ay;) Ncod(a;) & contenuto nell’intersezione del sostegno di doy;
e del sostegno di da;.
Intuitivamente, si ¢ diviso S in un numero finito di superfici semplici semplici (superfici omeo-
morfe ad un cerchio chiuso) e si & parametrizzato ciascuna superficie semplice in modo concorde con

I'orientazione di S.
La catena di parametrizzazioni di dimensione 2

n
> ai
=1

si dice associata a S.

La classe di catene di parametrizzazioni di dimensione 2, [Z?:l ai] non dipende dalla particolare
(i)i=1,2,...,n successione di parametrizzazioni di dimensione 2 che parametrizza S.

Classe di parametrizzazioni di dimensione 2 associata a S e classe di traiettorie associata
a 0S. Se [Z?Zl o] & la classe di catene di parametrizzazioni di dimensione 2 associata a S; e se
[Zzl ;] € la classe di catene di traiettorie associata a 9.5, allora si ha

n m
Yo -0 (3w
=1 =1
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Integrale di una forma differenziale su I' e integrale su E?Zl ¢pi. Supponiamo la curva

I" di classe lipschitziana, allora esiste Z?:1 di traiettorie associata a I' tale che ¢; localmente
lipschitziana, per ogni i = 1,2,... n.
In tal caso, se A & un sottoinsieme aperto di RY se I' C A, e se w & una forma differenziale su A

continua, si ha
/w :/ w .
n
V .
i—1 7t

Curva chiusa orientata compatta omologa a 0 in un insieme. Sia A un aperto di RY; sia
I" C A; sia I" una sottovarieta topologica di dimensione 1 con bordo; sia I' orientata; sia I' compatta;
sia " una sottovaried con bordo chiusa (cioé ' = 0); si dice che I" & omologa a 0 in A se esiste ia
S C A, S sottovarieta topologica di dimensione 2 con bordo orientabile orientata, compatta tale che
oS =T.

Curva chiusa orientata compatta omologa a 0 e catena di traiettorie associata. Sia A
un aperto di RY; sia I' C A; sia I' una sottovarietd topologica di dimensione 1 con bordo; sia T’
orientata; sia I' compatta; sia I" una sottovaried con bordo chiusa (cioe 8" = 0); sia Z:;l @; un

ciclo associato a I'; allora V' & omologa a 0 in A se e solo se il ciclo Z?:l (i € omologa a 0 in A.
Integrale di forme differenziali chiuse su curve chiuse omologhe a 0 Sia A un aperto di
RY: sia w una forma differenziale su A; sia w di classe C!; sia w chiusa; sia I' C A; sia I’ una
sottovarieta lipschitziana di dimensione 1 con bordo; sia I' orientabile orientata; sia I' compatta; sia
' una sottovaried con bordo chiusa (cio¢ ' = 0); sia I" omologa a 0 in A; allora si ha

/w:O.
r

Infatti se Z?:l i un ciclo di classe lipschitziana associato a I' si ha

/w:/ w=20
v i=1 Pt

. n N . . N .
in quanto Ei*l (i € un ciclo omologo a 0 in A e w & chiusa.

25.3.29 Teorema di Cauchy per il bordo di domini

Ricordiamo che un dominio di R? & una sottovarieta topologica con bordo di dimen-
sione 2.

Teorema 25.3.29.1 Teorema di Cauchy per il bordo di domini. Sia A un
aperto di R?; sia f : A — C; sia f di classe C'; sia D C A; sia D un dominio; sia
0D di classe lipschitziana; allora si ha

f(z)dz=0.
oD

Dimostrazione. Infatti 0D é una curva chiusa compatta orientata omologa a 0.

25.4 Indice di un punto

25.4.1 Indice di un punto rispetto ad una traiettoria chiusa
Definizione 25.4.1.1 Sia a € C; sia r € RY ; allora l-insieme

y={2€GC;llz —a|]|=r};
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st chiama circonferenza di centro a e raggio r.

L’insieme v € una sottovarieta differenziale di C di dimensione 1.
La parametrizzazione di y—{a +r}

©1:00,27[— v {1}, t — a +re*
e la parametrizzazione di y—{a — r}
2] —ma[— y-{a—r},t — a+re’;

definiscono su y—{a+r,a —r} la stessa orientazione; si chiama orientazione canonica
(o orientazione antioraria) di v l'orientazione definita da (¢1, p2).

Introduciamo la nozione di indice di un punto rispetto ad una traiettoria chiusa
attraverso alcuni punti.

1. Sia A laperto di C, C* tagliato; abbiamo visto che su A la funzione f(z) =
ammette primitiva e che una primitiva di f € la funzione g(z) = log 2.

1
z

Sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria complessa di classe C! a tratti di sostegno
contenuto in A.

Si ha allora

J,, 2 dz = g((b)) — g(p(a)) = log(p(b)) — log(p(a)) =

log [¢(b)[ + i Am(p(b)) — (log|p(a)| + i Am(p(a)) = 10g)$((2§
Am(p(a))).

La differenza Am(p(b)) — Am(p(a)) pud essere vista come la misura con segno
dell’angolo 6 fra la semiretta di origine 0 e passante per ¢(a) e la la semiretta di
origine 0 e passante per ¢(b) (misura positiva se la prima semiretta si sovrap-
pone alla seconda in A in verso antiorario, negativa se la prima semiretta si

sovrappone alla seconda in A in verso orario).
A

+i(Am(p(b)) —

Si ha quindi

—~~
=
~

P

1
/fdzzlog
o 2

’—I—i@.

—
Q
~
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2. Nel punto sopra si considera come dominio della funzione % I'aperto di C*, C*

tagliato, cioe C* meno il semiasse reale negativo.

Nella conclusione a cui siamo giunti niente si riferisce alla particolare semiretta
tolta a C*; si intuisce cosi che la conclusione del discorso e ancora valida se
si considera come dominio della funzione una aperto A di C* ottenuto da C*
togliendo a C* una qualunque semiretta di origine 0.

Si ottiene dunque il seguente risultato.
Sia 7 una semiretta di C di origine 0; sia A = C*—r;

Sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria complessa di classe C! a tratti di sostegno
contenuto in A; sia € la misura con segno dell’angolo fra la semiretta di origine
0 e passante per ¢(a) e la la semiretta di origine 0 e passante per ¢(b) (misura
positiva se la prima semiretta si sovrappone alla seconda in A in verso antio-
rario, negativa se la prima semiretta si sovrappone alla seconda in A in verso

orario); allora si ha
1 b
/ —dz =log o
o ?

(a)

~

+ 10 .

S

. Diamo un’altra interpretazione dell’angolo 6 utilizzato sopra e definito a partire

dai punti ¢(a) e ¢(b) tenendo conto dell’insieme A; nella interpretazione di 6
che stiamo per dare teniamo conto invece che di A della traiettoria ¢ inclusa in

A.

Come sopra sia r una semiretta di C di origine 0, A = C*—r e ¢ : [a,b] —
C una traiettoria complessa di classe C! a tratti di sostegno contenuto in A;
consideriamo la semiretta di origine 0 e passante per ¢(t); tenendo conto che il
sostegno ¢ ¢ incluso in A, possiamo anche dire (a livello geometrico-intuitivo)
che 0 & misura dell’angolo descritto dalla semiretta Op(t) quando ¢ si muove da
a a b (con la convenzione di non tenere conto di regioni percorse due volte in
versi di rotazione opposti).
A
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4. L’interpretazione di § come misura dell’angolo descritto dalla semiretta Op(t)
prescinde dal fatto che A sia C* —r; di fatto il risultato & ancora vero per A = C*,
come si intuisce applicando la proprieta di additivita dell’integrale. Dunque:

Sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria complessa di classe C! a tratti di sostegno
contenuto in C* (cio¢ non contenente 0; sia § ¢ misura dell’angolo descritto dalla
semiretta 0p(t) quando ¢ si muove da a a b; allora si ha

/ 1dz = log #(0)
o ?

o(a) ' + 10 .
Dicevamo che tale formula si ottiene da quella su C*—r per additivita; questo
comporta che nella misura 6 dell’angolo descritto dalla semiretta Op(t) vi sia
incluso anche il numero di volte in cui tale semiretta gira attorno all’origine:
ogni giro in senso antiorario porta una variazione della misura 6 di 2w, ogni
giro in senso orario, una variazione della misura 6 di —27. Se ad esempio
¢ :[0,371] — C, t — €™ & la circonferenza unitaria di centro 0, con punto

iniziale 1 e percorsa una volta e mezzo in senso antiorario, si ha 6 = 3.
4

o(t)

5. Supponiamo ora la traiettoria ¢ chiusa, cioé che sia ¢(a) = ¢(b); in queste ipote-
si 6 & uguale a k(27), dove k & uguale al numero di volte in cui la semiretta Op(t)
gira attorno all’origine, considerando positivi i giri compiuti in senso antiorario e

negativi i giri compiuti in senso orario, tenendo conto che log ‘ j((sg ’ =logl =0,

la formula sopra diventa quindi

/ldz:ka';
o ?

1 1
f/fdz:k;
211 0 2

con k € Z, uguale uguale al numero di volte in cui la semiretta 0p(t) gira attorno
all’origine.

si ha quindi
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Ad esempio se ¢ : [0,27] — €, (circonferenza unitaria di centro 0, con punto
iniziale 1 e percorsa una volta in senso antiorario), si ha

1 1
— —dz=1.
211 o ?

Ad esempio se ¢ : [0,27] — e~ (circonferenza unitaria di centro 0, con punto
iniziale 1 e percorsa una volta in senso orario), si ha

1 1
—dz=-1.

211 0 2

. Sostituiamo il punto 0 con un punto zy € C qualunque; sia dunque ¢ : [a, b] —

C una traiettoria complessa di classe C' a tratti chiusa di sostegno contenuto
in C—{z0}; agendo per traslazione, sostituendo cio¢ z con z — zq si trova

1 1

2mi

dz=Fk;
wZ—ZO

con k € Z, uguale uguale al numero di volte in cui la semiretta zop(t) gira
attorno al punto zg.

Ad esempio se ¢ : [0,27] — 3 + i + 2¢%, (circonferenza di raggio 2 di centro

3 + 34, con punto iniziale 5 + 3i e percorsa una volta in senso antiorario), si ha
1 1

2mi J, 2 — (3 + 3i)

A

dz=1

»(t)
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7. Cambiamo il punto di vista: invece di considerare prima il punto a e successi-
vamente la traiettoria ¢ il cui sostegno non contiene a, consideriamo dapprima
la traiettoria ¢ e successivamente i punti a € C' non appartenenti al sostegno
di ¢; chiamiamo indice di 2y rispetto a ¢ il numero di volte in cui la semiretta
zop(t)) gira attorno a zg; si indica j(zq, ¢); si ha dunque

. 1 1
J(z0,¢) / dz .
o]

271 Z— 2

8. L’insieme C—¢([a,b]) risulta aperto; le sue componenti connesse sono aperti;
se C' ¢ una di queste componenti connesse e se a appartiene a C, 'indice di a
rispetto a ¢, j(20,¢), € costante al variare di zg € C.

Fra le componenti connesse ve ne € una e solo una non limitata; per zo apparte-
nente a tale componente si ha j(zo, ) = 0.

A A

[e=]
[e=]

@ :[0,27] — C,t — et @ :[0,271] — C,t — e

¢ :]0,27] — C,t —> cost + isin(2t)

L’introduzione sopra rende naturale il seguente teorema.
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Teorema 25.4.1.1 Sia ¢ : [a,b] — C una traiettoria complessa di classe C'; sia ¢
una traiettoria chiusa; sia zg € C—¢([a,b]); allora si ha

1 1

21 0 %20

dz €7 .

Dimostrazione. Sia

h:[a,b]—)C,t—)/tgp(f;(i)zods.

Per ogni ¢ € [a,b] h ¢ derivabile in ¢ e si ha

©'(t)

M= =

Sia
g:la,b] — C,t — e "D (p(t) — 20) .

Per ogni t € [a,b] g & derivabile in ¢ e si ha
g'(t) = e "D (=R (1)) (p(t) = 20) + e " (1) =
e MO(— )0 () — 20) + /(1) = e MO (— 52 (1) = 0.
Quindi esiste ¢ € C tale che per ogni t € [a,b] g(t) = ¢; per ogni t € [a,b] si ha
R(t) _ et)—z0 .

w(a)—z0’
si ha quindi e = 1; per il teorema sui logaritmi complessi, esiste k € Z tale che
h(b) = 27k; essendo h(b) = [ —L-dz, si ottiene la tesi.

Y Z2—Z20

quindi g(t) = g(a), ciod e "M (@(t) — 20) = @(a) — 20, cioe e pert=1b

h(b)

Osservazione 25.4.1.1 Il teorema si generalizza al caso di ¢ di classe lipschitziana.

Definizione 25.4.1.2 Sia ¢ : [a,b] — C wuna traiettoria complessa di classe lips-
chitziana; sa ¢ una traiettoria chiusa; sia zg € C—p([a,b]); poniamo

1 1
j = — dz .

In numero intero j(zop, ¢) si chiama indice di zq rispetto a ¢.
Sia A = C—¢([a, b]); sia

jiA— R,z —j(z0);

allora j & una funzione continua.
Dal cio e dal fatto che j assume valori interi segue che j & costante su ogni componente
connessa di A.

25.4.2 Indice di un punto rispetto ad un ciclo

Definizione 25.4.2.1 Sia C un ciclo in C; sia C di classe lipschitziana; sia S il
sostegno di C; sia zg € C—S; poniamo

1 1
j(z0,C) / dz .
C

21 2 — 20
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Sia A = C-35; sia
]A—>R7'Z_).](Z7g0)7

allora j & una funzione continua.
j € costante su ogni componente connessa di A.

Teorema 25.4.2.1 Sia C un ciclo in C; sia S il sostegno di C; sia A = C—S; allora
A ammette una ed una sola componente connessa non limitata.

Dimostrazione. Segue dal fatto che S & compatto.

Teorema 25.4.2.2 Sia C un ciclo in C; sia C di classe lipschitziana; sia S il sostegno
di C; sia A =C-8S; sia C la componente connessa non limitata di A; allora per ogni
20 € C st ha j(29,C) = 0.

FEnunciato

25.4.3 Cicli omologhi a 0 e indice

Teorema 25.4.3.1 Sia A un aperto di C; sia C un ciclo in A; sia C di classe
lipschitziana; allora C & omologo a 0 in A se e solo se

(VZQ S C*A) j(ZQ,C) =0.

Enunciato

25.5 Formula integrale di Cauchy

25.5.1 Formula integrale di Cauchy per i cicli omologhi a 0

Teorema 25.5.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia r € R ; sia B'(a,r) C
A; sia
¢ :]0.27] — C,t — a +re™ ;

sia f: A —> C; sia f derivabile; sia [’ continua; allora si ha
/ Mdz =2mif(a) .
pZ—a

Dimostrazione. Per ogni p €]0,r] sia
¢ [0.27] — C,t — a + pe'’ .

Siha ¢, = ¢.
Per ogni p €]0,r] la funzione

a:[0,27] x [p,r] — C, (t,s) — a + se™
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& un’omotopia di curve chiuse in A—{a} tale che per ogni t € [0, 27] si ha a(t,rho) =

pp(t) e alt,r) = ¢ (t) = o(t).
Le traiettorie chiuse ¢, e ¢ sono quindi omotope in A—{a}.
Per il teorema sull’invarianza dell’integrale per omotopia applicato alla funzione

Af{a}—>C,z—>%

/ 1) dz:/ Mdz.
pZ—a o, 20

lim / 1(z) dz = /(z) dz .

si ha quindi

Si ha quindi

rho—0,p€]0,r]
Per ogni p €]0,7] si ha

27 it 2
/ f(2) dzz/ Leapie“ dt =i fla+ pe)dt.
o 0

it
vho 2= @ a+ pe' — 0

La funzione
g:10,7] x [0,27] — C, (p,t) — C, (p,t) — f(a—i—peit)
¢ continua.

Per una teorema sull-integrale di Riemann, la funzione

27
w:[0,r] — C,p — fla+ pe')dt
0

¢ continua.

Si ha quindi
2m

lim  ¢(rho) = ¢(0) = fla)dt =2nf(a) .
p—0,p€]0,r] 0
Si ha quindi
2m
lim / ) dz = lim i fla+ pet)dt = 2mif(a) .
rho—0,p€]0,r] 0, 20 rho—0,p€]0,r] Jo

Si ha quindi

/P f) 4. _ 2rif(a) .

Z—a

Teorema 25.5.1.2 Sia A C C; sia A aperto; sia C un ciclo in A; sia C di classe
lipschitziana; sia C omologo a 0; sia S il sostegno di C; sia f : A — C; sia f
derivabile; sia f' continua; sia a € A—S; allora si ha

_ L[

= dz=0.
2 Jo 2z —a :

j(a;C)f(a)
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Dimostrazione. Sia r € R tale che B'(a,r) C A-S.
Sia
@, :[0,27] — C,t —> a +re't .

Sia

CT =C _j(a7c)<pr .
Per ogni z € C— (AU {a}) si ha j(z,C.) = 0; quindi C, & omologa a 0 in A—{a}.
La funzione

f(z)

g:A—{a} —C,z — —=
z—a

¢ derivabile con derivata continua.
Per il teorema di Cauchy per i cicli omologhi a 0 si ha quindi

/CTg(z)dz:O.

Si ha quindi

/CTW) dz = /C 9(2)dz = j(a,0) L gl
Quindi

/Cg(Z)dz—j(a,C)/ g(z)dz=0.

Quindi per il teorema sopra

/ g(2) dz = j(a,C) / 9(2) dz = j(a,C)2rif (a) .
C

Pr

Da cio la tesi.

25.5.2 Formula integrale di Cauchy per le traiettorie chiuse
omotope a 0

Teorema 25.5.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f: A — C; sia f derivabile; sia
f' continua; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN traiettoria in A di classe
lipschitziana; sia @ una traiettoria chiusa; sia ¢ omotopa a 0; sia a € A—p([a,b]);
allora si ha

j(w)f(x)—i/@dz:o.

21 zZ—a

Dimostrazione. Segue da sopra in quanto una traiettoria chiusa omotopa a 0 si
identifica con un ciclo e questo ciclo & omologo a 0
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25.5.3 Formula integrale di Cauchy per il bordo di domini

Teorema 25.5.3.1 Sia D C C; sia D un dominio; sia D compatto; sia 0D una curva
lipschitziana; sia C catena di classe lipschitziana tale che [C] sia la classe associata a

dD; allora si ha

1. C é un ciclo omologo a 0

2. per ogni a EB
j(a,C) =1;

3. per ognia € C—D
jla,C)=0.

FEnunciato

Teorema 25.5.3.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile;
sia f' continua; sia D C C; sia D un dominio; sia D compatto; sia OD di classe

lipschitziana; sia D C A; sia a €D; allora si ha

f@=g [ TP

= — dz .
21 Jop 2 —a

Dimostrazione. Sia C un ciclo associato a a 9D.
Per il teorema sulla formula di Cauchy per i cicli omologhi a 0, si ha

j(a,C) f(a) = 1 1@,

C2mi Joz—a

Da cio segue subito la tesi.

25.5.4 Derivabilita di ogni ordine per una funzione complessa
di variabile complessa derivabile con derivata continua

Teorema 25.5.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile; sia
I’ continua; allora per ognin € N f é derivabile n-volte su A.

Dimostrazione. Sia a € A; sia r > 0 tale che B'(a,r) C A.
Quindi B'(a,r) ¢ un dominio regolare contenuto in A. Si ha Int (B'(a,r)) = B(a,r).
Consideriamo B’(a,r) orientato canonicamente.
Sia
vy={z€C; |z—a|l=r}.
Indichiamo con I la curva v con l'orientazione canonica. Si ha dB'(a,r) =T.
Per la formula integrali di Cauchy per ogni z € B(a,r)A si ha

_ 1 f(©)
f(z)—%/rg_zdz
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Per il teorema sopra sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su curve
compatte applicato alla funzione

B(a,7) x (A-B'(a,r)) — C,(2,{) — ()

-z

si ha

o L[ O
f(z)_Qm‘/P((—z)Qd '

Per il teorema sopra sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su curve
compatte applicato alla funzione

Blar) x (4-B(ar) — €, (5:¢) — 19
—z
/' & quindi derivabile su B(a, ).
In particolare f’ & derivabile in a; per Iarbitrarieta di a, f’ ¢ quindi derivabile su A.
Per il teorema sopra sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su curve
compatte per ogni z € B(a,r) si ha poi

ney 2 f(Q)
f (z)—%/rmdz

Per il teorema sopra sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su curve
compatte f” & quindi derivabile su B(a,r).

In particolare f ¢ derivabile in a; per larbitrarieta di a, f” ¢ quindi derivabile su A.
Quindi f ¢ derivabile 2 volte in A.

Procedendo in questo modo (o pil precisamente ragionando per induzione) si ottiene
la dimostrazione.

25.5.5 Formula integrale di Cauchy per le derivate d’ordine
superiore

Teorema 25.5.5.1 Sia A C C; sia A aperto; sia C un ciclo in A; sia C di classe
lipschitziana; sia C omologo a 0; sia S il sostegno di C; sia f : A — C; sia f
derivabile; sia f' continua; sia a € A-S; sia n € N; allora si ha

0w = 2 [ I

=— [ ———d
210 Jo (z —a)n Tl :

Dimostrazione. Sia r > 0 tale che B'(a,r) C A-S.
Per la formula integrali di Cauchy per ogni z € B(a,r) si ha

iz0006) = o [ X ac.

Siha S Cc A-B'(a,r).
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Per il teorema sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su catene di
traiettorie applicato alla funzione

B(a,r) x (A-B'(a,r)) — C,(2,() — g(C)

—z
5i h
° * . C ! _ L f(C) d
In particolare per z = a si ha
O e

Per il teorema sulla derivata sotto il segno di integrale per gli integrali su catene di
traiettorie applicato alla funzione

B(a,r) x (A-B'(a,r)) — C, (2,¢) — f(©)

per ogni z € B(a,r) si ha

01" = o [ (e

In particolare per z = a si ha

o) = o [ s ac.

Procedendo in questo modo (o pill precisamente ragionando per induzione) si ottiene
la dimostrazione.

Teorema 25.5.5.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f: A — C; sia [ derivabile; sia
f' continua; siano a,b € R; sia a < b; sia ¢ : [a,b] — RN traiettoria in A di classe
lipschitziana; sia @ una traiettoria chiusa; sia ¢ omotopa a 0; sia © € A—p([a,b]);
sia n € N; allora si ha

! f(2)

i(a: Mgy = 2 [ T4

a; e a) = z .
]( ) )f ( ) 27i /go (Z a)n-‘rl

Dimostrazione. Segue da sopra in quanto una traiettoria chiusa omotopa a 0 si

identifica con un ciclo e questo ciclo & omologo a 0

Teorema 25.5.5.3 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile; sia
f! continua; sia D C C; sia D un dominio; sia 0D di classe lipschitziana; sia D
compatto; sia D C A; sia a € D; sian € N; allora si ha

n n! f(z)
f™(a) = 2TTZ/F =) dz .
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Dimostrazione. Sia C un ciclo associato a a 9D.
Per il teorema sulla formula di Cauchy per i cicli omologhi a 0, si ha

[ )

2mi Joz—a

j(a,C) f™(a) = dz .

Da cio segue subito la tesi.

25.6 Funzioni analitiche complesse di variabile com-
plessa

25.6.1 Funzioni analitiche

Definizione 25.6.1.1 Sia A un aperto di R; sia f : A — R; si dice che f ¢
analitica se
(Vw € A) (3a successione di R) (3r € RY)

(B(w,r) CA e (VheR,|h <r) (la serie Zanh” ¢ convergente e
n=0

flw+h)= ianh”)) :

La somma di una serie di potenze & una funzione analitica.

Essendo le funzioni esponenziale, seno, coseno, seno iperbolico, coseno iperbolico
somme di serie di potenze, tali funzioni sono analitiche.

La composizione di funzioni analitiche & una funzione analitica.

Somma, opposta, differenza, prodotto, reciproco, quoziente di funzioni analitiche sono
funzioni analitiche.

Il principio del prolungamento analitico afferma che una funzione analitica definita
su un aperto connesso e nulla su un aperto non vuoto incluso nel dominio, & nulla
dappertutto.

Teorema 25.6.1.1 Principio del prolungamento analitico. Sia A C R; sia A
aperto connesso; sia f : A — R; sia f analitica; sia U C A; sia U # (); sia U aperto;
sia f|U = 0; allora si ha f = 0.

Enunciato

Da cid segue subito che due funzioni analitiche uguali su U, sono uguali su A; in altri
termini la conoscenza di una funzione analitica sull’aperto U determina la conoscenza
della funzione su tutto A o anche una funzione analitica definita su U & prolungabile
in al pit un modo ad un aperto connesso contenente U.

Teorema 25.6.1.2 Zeri di una funzione analitica Sia A C R; sia A aperto
connesso; sia f: A — R; sia f analitica; sia f # 0; sia S = {w € A; f(w) = 0};
allora (Vw € S) w é punto isolato di S.
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Enunciato

Da cio segue subito che due funzioni analitiche uguali su un sottoinsieme U di A
avente almeno un punto non isolato sono uguali su A; in altri termini la conoscenza
di una funzione analitica su U determina la conoscenza della funzione su tutto A o
anche una funzione analitica definita su U & prolungabile in al pit un modo ad un
aperto connesso contenente U. Cio generalizza quanto visto sopra per U aperto.

Dal teorema sulla derivata della somma di una serie di potenze segue subito che una
funzione analitica ¢ infinitamente derivabile.

Teorema 25.6.1.3 Derivabilita di una funzione analitica. Sia A C R; sia
A aperto; sia f : A — R; sia f analitica; allora f ¢ derivabile infinite volte e
(Vp € N)fP) ¢ analitica.

Osservazione 25.6.1.1 Si puo dimostrare che nel caso reale una funzione puo essere
derivabile infinite volte senza essere analitica.

Teorema 25.6.1.4 Sia A C R; sia A aperto; sia f: A — R; sia f analitica; sia
w € A; sia v € RY tale che B(w,r) C A; sia (an)nen successione di numeri reali;
(Vh € C,|h| < 1) la serie Y o~ apnh™ sia convergente e sia f(w+ h) = > 07 anh™;
allora (Yn € N) si ha

F (w)

an = ——— .
n!

Dimostrazione. Infatti (Vp € N) e (Vh € R,|h| < r) si ha: f®(w + h)

0o _ . . . . .. (p .
dnep (n%!p)!anh” P, Quindi per h = 0si ha ) (w) = p!-a,; quindi si ha a, = ! ;!(w).

Il teorema sopra rende naturale la considerazione della seguente serie di potenze.

Definizione 25.6.1.2 Serie di Taylor. Sia A C R; sia A aperto; sia f: A — R;
sia f derivabile infinite volte; sia a € A; allora la serie di potenze

M@,
Z:% n! h

si chiama serie di Taylor della funzione f di punto iniziale a.
Definizione 25.6.1.3 Sviluppabilita in serie di Taylor. Sia A C R; sia A

aperto; sia f: A — R; sia f derivabile infinite volte; sia a € A; sia x € A; si dice
che f & sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale a nel punto x se si ha:

i (n) .
1. la serie Y., fT(a)(z —a)™ é convergente;

2. siha ) - 1)) (x —a)" = f(x).

n=0 n!

Teorema 25.6.1.5 Caratterizzazione delle funzioni analitiche. Sia A C R;
sia A aperto; sia f : A — R allora f é analitica se e solo se f derivabile infinite
volte e (Ya € A) (3r € RY) tale che B(a,r) C A e (Vo € B(w,r)) f ¢ sviluppabile in
serie di Taylor di punto iniziale a nel punto x.
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Dimostrazione. Segue subito dai teoremi sopra.

Funzioni analitiche complesse di variabile complessa. Analogamente, sup-
ponendo A un aperto di C e f : A — C si da la nozione di funzione analitica
complessa.

Dai risultati visti per le funzioni analitiche reali, sostituendo R con C, si ottengono i
risultati corrispondenti per le funzioni analitiche complesse di variabile complessa.

25.6.2 Massima palla aperta contenuta in un insieme
Seac RN ese A c RY sipone
d(a, A) = inf({d(a,z); z € A} .
Teorema 25.6.2.1 Sia A C RV, sia a € A; R = d(a,Cp~(A)); allora si ha
{reRM;||lz—a| <R} CA.

Dimostrazione. Sia infatti z € RY; sia ||z — a| < R.
Supponiamo per assurdo che non sia x € A; allora si ha x € Cgn (A4)); quindi d(a, x) >
R; cio e assurdo.

Teorema 25.6.2.2 Sia A C RY; sia a € A; R = d(a,Cgn~(A)); allora

1. linsieme o
{reR; r>0, {reRY; |z —al| <7} C A};

ammette massimo;

2. si ha o
max({r €R; >0, {x € RY; |z —a||<r} CcA}) =R.

Dimostrazione. Per il teorema sopra si ha
Re{rcR;r>0, {zcRY; |z —a|] <7} C A}.

Proviamo che per ogni r > 0 tale che {x € RY; ||z —a| <7} C A, si har < R.
Supponiamo per assurdo che esista 7 > 0 tale {r € RY; |z —a| < r} C A e
R < r; essendo R < r esiste b € Cgn(A)) tale che d(a,b) < r; si ha quindi b € {z €
RY; ||z — al| < r}; quindi b € 4; cid & assurdo.

Definizione 25.6.2.1 Sia A C RY; sia a € A; R = d(a,Cgn(A)); allora
{z € RY; ||z —a| < R})
st chiama massima palla aperta di centro a contenuta in A.

Se R € R,siha{z € RY; ||lx —a| < R}) = B(a,R); se R = +co si ha {z €
RY; |z —af < R}) = RY.

Per N = 2 la massima palla aperta di centro a contenuta in A si chiama massimo
cerchio aperto di centro a contenuto in A.



68 CAPITOLO 25. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

25.6.3 Limite sotto il segno di integrale

Teorema della convergenza dominata di Lebesgue. Sia A C RY; sia A misurabile; per ogni
n € N sia fn : A — R integrabile; sia f : A — R; per quasi ogni z € A sia fn () —n—oo [(1);
supponiamo che esista g : A — R integrabile, g > 0 e tale che per ogni n € N e per quasi ogni
z € Asia |fn(z)] < g(z); allora f & integrabile, la successione (fA fn)neN) ¢ convergente e se si ha

/f: lim/fn.
A n—o0 A

Supponiamo A di misura finita, allora in particolare vale la tesi del teorema sopra se esiste M € Ry
tale che per ogni n € N e per quasi ogni ¢ € A sia |fn(x)| < M.

25.6.4 Serie di funzioni totalmente convergenti

Sia A un insieme qualunque; per ogni n € N sia f, : A — R; analogamente alle serie numeriche si

considerano le serie di funzioni ZZO:O fn.

Serie di funzioni totalmente convergenti. Si dice che la serie di funzioni ZOO_ fn € totalmente

. . . . oo .n70

convergente se esiste (cn)nen successione di R4 tale che la serie ano cn sia convergente e per

ogni n € N e per ogni z € A sia |fn(z)| < cn.

E immediato che una serie di funzioni totalmente convergente & tale che per ogni =z € A la serie
oo N . n o0

ano fn(x) & assolutamente convergente e che per ogni n € N | Zk:o fe(@)] < Zk:o Ck-

Supposto quindi A C RN misurabile e di misura finita e la serie di funzioni ZZOZO fn totalmente
convergente, per il teorema sopra applicato alle somme parziali della serie, si ha

[Sr5)n
An:O n=0 A

Analogamente si procede con funzioni f, : A — C.

Sia ora A un aperto di C e sia ¢ una traiettoria di classe lipschitziana in A; per ogni n € N
sia fn, : A — C continua; sia f : A — C continua; per ogni x € A la serie ZZOZO fn(x)
sia convergente e sia Zio:() fn(x) = f(z); supponiamo che la serie di funzioni ZZO:O fn(z) sia
totalmente convergente su ¢([a, b]); allora si ha

/f(z)dzzz fn(z)dz .
7]

n=0" ¥

Convergenza totale di una serie di potenze sui compatti. Si osservi infine che se A & il
. . . . . oo n . .
cerchio di convergenza di una serie di potenze ano anz"™ ((an)nen successione di C) allora la

serie di potenze ZZO:O anz™ converge totalmente su ogni compatto contenuto in A.
Se ¢ & una traiettoria di classe lipschitziana in A, essendo ¢ * [a, b]) compatto, si ha

o0 oo
/ E anz"dz = E / anz" dz .
¥ n=0"%¥

n—0

25.6.5 Sviluppo in serie di Taylor delle funzioni derivabili con
derivata continua

Teorema 25.6.5.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile; sia
f! continua; sia a € A; sia B il massimo cerchio aperto di centro a contenuto in A;
sia z € B; allora f é sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale a in z.
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Dimostrazione. Sia r €]|z|, R].
Essendo
R =sup({r' € RY; B(a,r’) C A}) ;
R esiste r' € R, tale che r <1’ e B(a,r’) C A.
Si ha quindi
B'(a,r) C B(a,r") C A.

Quindi B'(a,r) & un dominio regolare contenuto in A.
Consideriamo B'(a,r) orientato canonicamente.
Sia

Y={2€C;|z—a|l=r.
Indichiamo con T',. la curva v con l'orientazione canonica.
Per la formula integrali di Cauchy si ha

0= | Hac— [ I

T 2mi (—=z T 2mi (—a—(z—a)
1 £(Q) _ 1O ¢ (z—a)” _
2mi Jr, (C—a)(l—ﬁ)dc 27ri‘/1<7‘C—anZ_O (—a 4

1 = z—a\"
o ()
Pr =0
L’insieme 7, & un compatto di C; la funzione |f| & continua su 7,; quindi ammette
massimo su v,; sia

M = max |f(¢)] -

CEYr
Per ogni ¢ € 7, si ha quindi

(&) e ()

n
Essendo @ < 1 la serie > (lz*al) ¢ convergente; quindi la serie di funzioni

di variabile ¢

€ quindi totalmente convergente su 7.
Si ha quindi, per la formula integrale di Cauchy per le derivate di ordine superiore,

s, S () e ([ 24 () @)

n=0
> (o [ e = = 2 (e [ L) - -

n=0
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Osservazione 25.6.5.1 La funzione f ¢ quindi sviluppabile in serie di Taylor in ogni
punto del massimo cerchio aperto di centro a contenuto in A.

Teorema 25.6.5.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f derivabile;
sia f' continua; sia a € A; sia R = d(a,Cc(A)); sia (an)nen successione di numeri
complessi; supponiamo che ogni z € C, |z —a| < R, la serie 1y .- an(z — a)" sia

convergente e che sia
o0
)= E an(z —a)"
n=0

sia v € R tale che r < R; sia 'y la circonferenza di centro a e raggio r orientata
canonicamente; allora per ogni n € Z si ha

" f(n)(a) _ i/ f(2) ds .

n! 2mi Jp, (2 —a)"tl

Dimostrazione. Segue dalla formula integrale di Cauchy per le derivate d’ordine
superiore.

Esercizio. Sia

z+3 :
1. determinare il massimo cerchio aperto di cento 0 contenuto nel dominio di f;
2. determinare la serie di Taylor di f di punto iniziale 0 ed esprimere f(z) come somma della
serie di Taylor.
Risoluzione.
1. Il massimo cerchio aperto di centro 0 contenuto nel dominio di f & B(0, 3).

2. Per ogni z € B(0,3) si ha
11
z4+3 31+%

Siha |- 2| < I < 1; quindi si ha
1 — ] 1
- —— 1)z n
1-— g 32( ) _32( Q) 3n Z -1 3n+1
n=0 n=0 n=0

La serie di Taylor di f di punto iniziale 0 & quindi Zn 0( 1)"3”%%1.
Per ogni z € B(0, 3) si ha

oo\»—l

1 = 1
) = Z+3 Z(fl)n 3n+1zn :
n=0

Esercizio. Sia N

f:Cf{l,Z}—>C,z—>m;
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1. determinare il massimo cerchio aperto di cento 0 contenuto nel dominio di f;
2. determinare la serie di Taylor di f di punto iniziale 0 ed esprimere f(z) come somma della

serie di Taylor.
Risoluzione.
1. Il massimo cerchio aperto di centro 0 contenuto nel dominio di f & B(0,1).
2. Considerando la scomposizione di m in fratti semplici, si trova che per ogni z €
dom(f) si ha

1 1 1

(z-1(z-2) z—-2 z-1

Per ogni z € B(0, 1) si ha
1111
z—2  2-z  21-—%
Siha|Z| < 3 < 1; quindi si ha
oo} (oo}
== () X
—_— = —— — = _——Z
21— % 2 2 gnt1
n=0 n=0
Si ha poi
oo
1 B 1 _ Zzn '
z—1 1—2
n=0

o~ 2+l

Si ha quindi
[e o) [e o)
e = D 0= 2 T
+1 - on+1 - on+1
n=0 n=0 n=0

oo
1 1 3
— _2n
n=0

z—2 z2—1
n+1
La serie di Taylor di f di punto iniziale 0 & quindi ano 1;37%,2".
Per ogni z € B(0, 1) si ha
1 |
- Z on+1 #

fz) =
(z—=1)(z—2) ~

Esercizio. Sia
f:C—H{-3} —C,z— P
2 —
1. determinare il massimo cerchio aperto di cento 1 contenuto nel dominio di f;
2. determinare la serie di Taylor di f di punto iniziale 1 ed esprimere f(z) come somma della

serie di Taylor.

1. Il massimo cerchio aperto di centro 1 contenuto nel dominio di f & B(1,1).

Risoluzione.
2. Per ogni z € B(1,1) si ha
1 1 o 1
z2—2 z-1+1-2 2z-1-1  1—(2-1)"
Si ha |z — 1] < 1; quindi si ha
1 oo o0
= Z(z—l)":Z—(z—l)".
n=0

T1-(z—-1) __n:O
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La serie di Taylor di f di punto iniziale 1 & quindi Z —(z—1)™.
Per ogni z € B(1,1) si ha
oo}
1
z) = = —(z—1)™.
f@)=—5=) (-1
n=0

{2} —C,z — ——;
z—2

Esercizio. Sia
f:C-

1. determinare il massimo cerchio aperto di cento 3 contenuto nel dominio di f;

2. determinare la serie di Taylor di f di punto iniziale 3 ed esprimere f(z) come somma della

serie di Taylor.
1. Il massimo cerchio aperto di centro 3 contenuto nel dominio di f & B(3,1)

Risoluzione.
2. Per ogni z € B(3,1) si ha
1 1 R 1
z—2 2z—3+43-2 z-3+1 1—(—(z-3))°
Siha | — (2 —3)| = |z — 3| < 1; quindi si ha
1 oo oo
_ (e n _ _1\n _\n
e D B CEE AW RCE)
n=0 n=0
n;

T
La serie di Taylor di f di punto iniziale 3 & quindi Z (=1 (2—3)

Per ogni z € B(3,1) si ha
) }: )z = 3)" .

Esercizio. Sia )
:C-{2} —=C,z — —;
frO 2} =G s

1. determinare il massimo cerchio aperto di cento O contenuto nel dominio di f;
2. determinare la serie di Taylor di f di punto iniziale 0 ed esprimere f(z) come somma della

serie di Taylor.
1. Il massimo cerchio aperto di centro 0 contenuto nel dominio di f & B(0,2)

Risoluzione.
2. Si ha d 1
z)=— |-
7z dz ( z— 2)
Per ogni z € B(0, 2) si ha
11 11
z—2 2-z 21-%
Siha 3] = | < 1; quindi si ha
1 ol 1 G
=52 (3) =X =Y
n=0

1
21

mm

n=0
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Si ha quindi

d = 1 =, > m+1

- - __ L n—1 __ m m

f(z)_dzz2n+1z _ZQnHZ _sz+2z '
n=0 n=1 m=0

La serie di Taylor di f di punto iniziale 0 & quindi ZOO mil m

m=0 2m+2 z.
Per ogni z € B(0, 2) si ha

1 ~m+1
f(z):(z_Q)QZZ 2m+2z :

m=0

25.6.6 Funzioni derivabili con derivata continua e funzioni a-
nalitiche

Teorema 25.6.6.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; allora le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

1. f analitica;
2. f derivabile e [’ continua.

Dimostrazione. Se f & analitica evidentemente f & derivabile con derivata continua.
Supponiamo f derivabile con derivata continua; allora per il teorema sopra f &
analitica.

25.6.7 Funzioni derivabili con derivata continua nulle

Teorema 25.6.7.1 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia f: A — C; sia f
derivabile; sia f' continua; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. (Vz€ A) f(z)=0;
2. (3B C A) B aperto) (Vz € B) f(z) =0;
3. (3a € A) (VneN) f*(a) =0.
Dimostrazione. Segue dalle proprieta delle funzioni analitiche.

Teorema 25.6.7.2 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia f: A — C; sia f
derivabile; sia [’ continua; sia a € A; supponiamo che (Yn € N*) f"(a) = 0; allora
f € costante.

Dimostrazione. Segue da sopra.
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25.6.8 Teoremi di Morera e di Goursat

Teorema 25.6.8.1 Morera. Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f continua; allora le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. f analitica;

2. per ogni R rettangolo contenuto in A si ha faR f(z)dz=0.
Enunciato

Teorema 25.6.8.2 Goursat. Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

1. f analitica;

2. per z € A f derivabile in z.

FEnunciato

25.7 Stima di Cauchy

25.7.1 Stima di Cauchy

Teorema 25.7.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f: A — C; sia f analitica; sia
a € A; siar € RY; sia B'(a,r) C A; sia
M =max({|f(2)[; |z —al=7});

sia n € N; allora si ha
n!M

7«71

11" (@)] <

Dimostrazione. Sia I' la circonferenza di centro a e raggio r orientata canonicamente.

Si ha
!
g = [ _fE
) 27ri/r(zfa)" :
Quindi
! ! !
(n) _n Md <1/Ld<& = |ds =
[ @)l 21 /F(zfa)” 1= F'(zfa)’”r1| 5= 0r Fr”“l 5
nl M _nl M _nlM
2yt o STt T T T

In particolare per n = 0 si ha
[f(a)] <M .
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25.7.2 Teorema di Liouville

Teorema 25.7.2.1 Sia f: C — C analitica; sia f limitata; allora f é costante.

Dimostrazione. Esiste M € R, M > 0 tale che per ogni z € C |f(z)| < M.
Sia r > 0; sia M(r) = max|,|—. | f(2)|.

Sia n € N*.

Per il teorema sopra si ha

n!M(r) _ nlM

<
,r.n - ,rTL

7™ (0)] <

Si ha quindi

M
(n) < . n! _
[ (0)f < lim =0
Quindi | £(™(0)| = 0; quindi £ (0) = 0.
Per ogni z € C si ha
> r(m)(o
1= L0 ).

n!
n—0

Quindi f & costante.

Osservazione 25.7.2.1 Dal teorema di Liouville scende immediatamente il teorema
fondamentale algebra, cioé che un polinomio complesso non costante ammette almeno
una radice.

Sia infatti p(z) un polinomio complesso non costante; supponiamo per assurdo che
p(z) non abbia radici; allora f(z) = ﬁ ¢ una funzione analitica complessa definita

su C; si ha lim,_, ﬁ = 0; da cio e dal teorema di Weierstrass segue subito che

f(2) & limitata; quindi f(z) ¢ costante; quindi p(z) & costante; cid & assurdo.

25.7.3 Principio del massimo

Teorema 25.7.3.1 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia f: A —> C; sia f
analitica; sia a € A; sia a un punto di massimo relativo per

g:A— R,z —|f(2)];;
allora f é costante.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che a sia punto di massimo relativo per g.
Esiste allora R > 0 tale che sia B(a, R) C A; e tale che per ogni z € B(a, R) |f(z)| <
|f(a)l.

Dimostriamo che per ogni z € B(a, R) si ha |f(z)| = |f(a)|.

Supponiamo per assurdo che esista w € B(a, R) tale che |f(w)| < |f(a)].

Per continuita esiste § > 0 tale che B(w,d) C B(a, R) e per ogni z € B(w,d) |f(2)| <
|f(a)l.

Sia r = |w — al; sia I la circonferenza di centro a e raggio r orientata canonicamente.
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Si ha ) f()
f(a)72m z—a
Quindi
Jiop )
@l = ge | [ 22 x| < o [1 1 1as—
1 ™ it 1 0 .
o [P e = o [ s reyan

Esiste tg €] — 7, 7] tale che a + re'® = w.

Supponiamo tg €] — 7, 7[.

Esiste € > 0 tale che B(tg,e) C] —, 7| e per ogni s € B(tg, ) si ha a+re’® € B(w, d).
Siano t1,to € R tali che tg — e < t1 < tg <ty < tg+e.

Per il teorema della media integrale esiste 7 € [¢1, t2] tale che

42 ‘ A
/ |f(a+ret)|dt = |f(a+re™)(ty —t1) .
t1
Si ha a +re'™) € W; quindi |f(a + 7e'"| < |f(a)|; quindi
t2 . .
[ U@ et < a0~ ) < @2~ 1)
t1

Si ha quindi

@) < 57 [ alr(a+ret]dr =

1M 2 1

o |f(a+7"e )\dtJr—/ (a+re )|dt+% |f(a+7"e Bl dt <
1M 1"
— dt + — dt + — ) dt = — dt = .
7 [ llaes o [Cir@lars o s / Flaldt = | (@)

Quindi si ha |f(a) < |f(a).

Cio e assurdo.

Supponiamo tg = 7; si procede nello stesso modo sostituendo negli integrali I'intervallo
[—m, 7] con [0, 27].

Per ogni z € B(a, R) si ha quindi |f(2)| =
Quindi per ogni z € B(a, R) si ha f(2)f(z) = |f(a)]?.

Siau=Rfev=€f.

Per ogni = = (5,y)B(a,R) si ha f(z) = f(z.y) = (u(z,y),v(,y) e F() =
(U(CL'7 y)a —’U(.’E, y))

Per le condizioni di monogenia la matrice jacobiana di f in (z,y) &

G rCRY) Gy —Gy)
ox 9y = = Y
(2:<x,y> g;@,y)) <§z<w7y> ‘S?Z(“/))
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La matrice jacobiana di f in (z,y) &

Gelmy)  Fewy) \_ [ (zy) -2(xy)
( 8611 gv ) - ( agv % y) )

—ﬁ(x y) —

Essendo f(2)f(z) = |f(a)|?, la matrice jacobiana di z — f(2)f(2) in (z,9) ¢ la
matrice nulla.
Si ha quindi

z L y) 7%(35’@/) . @(Ivy) —B—Z(z,y) — 00
CECY oy )-(Bw) E50)-(00)-
Si ha in particolare

(Ot (w.)? + 92 (@ u)? =0

quindi si ha 2% (z,y) = 8.£ Y (z,y) = 0; quindi la matrice jacobiana di f su B(a, R) ¢ la
matrice nulla qumdl f & costante su B(a, R).
Essendo f analitica e A connesso f € costante su A.

Una formulazione equivalente del teorema sopra e la seguente.

Teorema 25.7.3.2 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia [ : A — C; sia f
analitica; supponiamo che f non sia costante; sia

g:A— Rz — |f(2)]5;
allora g non ammette punti di massimo relativo.
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.7.3.3 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia f : A — C; sia f
analitica; supponiamo che f non sia costante; sia D C A; sia D compatto

9:D— R,z — |f(z)[;;
sia E Uinsieme dei punti di massimo di g;
1. g ammette massimo;
2. si ha E C Fr (D).
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.7.3.4 Sia A C C; sia A aperto; sia A connesso; sia A limitato; sia
f:A— C; sia [ continua; sia f|A analitica; supponiamo che f non sia costante;

9: A— Rz — [f(2)]:
sia E Uinsieme dei punti di massimo di g;
1. g ammette massimo;
2. si ha E C Fr (A).

Dimostrazione. Immediata.
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25.8 Sviluppi in serie di Laurent

25.8.1 Serie di Laurent

Nella definizione che segue estendiamo la nozione di successione.

Definizione 25.8.1.1 Sia X un insieme; sia a una funzione; si dice che a é una
successione di elementi di X se dom(a) C Z.

Definizione 25.8.1.2 Sia (an)nez una successione di RY; si chiama serie di Lau-
rent definita da (an)nez la coppia

0o 0o
E Qp, § a_np
n=0 n=1

oo
n=—oo

La serie di Laurent definita da (a,)nez si indica > G-

Definizione 25.8.1.3 Sia (an)nez una successione di RY; si dice che la serie di
o0 \ - oo o0 .
Laurent )" an é convergente, se le seriey ~~  an €y | G_p SON0 convergenti.

Definizione 25.8.1.4 Sia (a,)nez una successione di RN ; supponiamo che la serie
di Laurent >0 a, sia convergente; allora

oo o0
E a, + E a_np
n=0 n=1

st chiama somma della serie di Laurent.

oo
n=—oo

La somma della serie di Laurent si indica per abuso ancora con Q.

Definizione 25.8.1.5 Sia (an)nez una successione di RY; si dice che la serie di

o0 \ - o0 o0
Laurent )" an € assolutamente convergente, se le serie Y >~ an € > .~ a_y,
sono assolutamente convergenti.

Evidentemente una serie di Laurent assolutamente convergente € anche convergente.

Definizione 25.8.1.6 Sia A un insieme; sia (fn)ncz una successione di (RN)4; si dice che la
serie di Laurent di funzioni ZZO__OO an, € totalmente convergente, se le serie di funzionsi ZZO_O an

oo .
e Zn—l a—_n sono totalmente convergenti.

Analogamente a quanto visto per le serie ordinarie di funzioni, la convergenza totale di una serie di
Laurent permette I'inversione fra i segni di integrale e di serie.
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25.8.2 Funzione sviluppabile in serie di Laurent

Definizione 25.8.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,72 € [0, +00]; sia r1 < ro; sia

B={z€C;r <|z—a|l <ry}

supponiamo B C A; si dice che f ¢é sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale
a su B se esiste (ap)necz successione di numeri complessi tale che per ogni z € B la
serie di Laurent Y 7 an(z —a)"™ e convergente e si ha

n=—oo

oo

f(z) = Z an(z —a)" .

n=—oo

Teorema 25.8.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,72 € [0,400]; sia r1 < To; Sia

B={z€C; r <|z—al <ry}

sia (an)nez successione di numeri complessi; supponiamo che ogni z € B la serie di

Laurent Y2 an(z —a)™ e convergente e che sia
oo
fE) = 3. anlz—a)";
n=-—oo
allora

1. la serie di potenze
o0
> o
n=0

ha raggio di convergenza r tale che r > ro;

2. la serie di potenze
o0
> o
n=1

ha raggio di convergenza ' tale che v’ > .
1

Dimostrazione. Sia w € B; si ha |w—a| < ro; laserie Y~ an(w—a)™ & convergente;
. . . . fo'e) n . . .

quindi la serie di potenze )~ a,t™ ha raggio di convergenza r tale che 7 > |w — al;

per arbitrarieta di w si ha quindi r > ro.

Sia w1 € B; si ha r; < |wy — al; la serie 220:1 a,nm & convergente; quindi la
: 3 o n : 3 / / 1 .

serie di potenze )~ a_nt" ha raggio di convergenza 1’ tale che r’ > Tor=ap) Per

Parbitrarieta di wy si ha quindi v’ > %
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Teorema 25.8.2.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,72 € [0, +00]; sia r < ro; sia

B={z€C;ri<|z—al<re}

supponiamo B C A; sia (ap)necz successione di numeri complessi; supponiamo che
per ogni z € B la serie di Laurent - an(z —a)™ e convergente e che sia

n=—oo

o0

f)= ) anlz—a)";

n=—oo

sia r € R tale che ry <1 < rg; sia 'y la circonferenza di centro a e raggio v orientata
canonicamente; allora per ogni n € Z si ha

1 1,

" 2mi Jp (2 —a)ntl T
Dimostrazione. Sia v, = {z € C; |z — a| = r}.
Per ogni m € Z e per ogni z € B si ha

o0

(=0 @) = Y anlz—a)

n=—oo

o0
n=—oo

n—m—1 & totalmente

Proviamo che la serie di Laurent di funzioni )
convergente su vy,.

Cio significa che le due serie di funzioni Y .~ a,(z —a)" ™t e Y07 a_,(z —
a)~"~™~! sono totalmente convergenti su ;..

La serie di potenze > -, a,t" ha raggio di convergenza r’ tale che r’ > ro.

Quindi r appartiene al cerchio di convergenza della serie di potenze Y~ a,t™; quin-
di la serie Y07 ja,r™ & assolutamente convergente; quindi la serie Y.~ |a,|r" &
convergente.

Proviamo che la serie Y~ jan(z — a)" ™! & totalmente convergente su ;.

Si ha

an(z — a)

o0 o0 o0
Z sup |an(z —a)" "™ = Z lan|r" ™ = Zr‘m_1|an|r” .
n=0 ZE&r n=0 n=0

3 oo n 3 oo —-m—1 n| X
Essendo la serie )~ |an|1“oO convergente, anc?e la serie Y~ 7 |an|r™| & con-
vergente. Quindi la serie )~ jan(z —a)" ™ " & totalmente convergente su ;.

La serie di potenze Y . | a_,t™ ha raggio di convergenza r’ tale che r” > %
Quindi % appartiene al cerchio di convergenza della serie di potenze y -, a_,t";
quindi la serie >0, a_,,(£)" =307 | a_,r~" = ¢ assolutamente convergente; quindi

la serie _ . la_,|r~™ & convergente.
n=1
Proviamo che la serie > a_p(z —a)""" ™1 & totalmente convergente su ;.
n=1
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Si ha
o0 o0 oo
Z sup |a_n(z —a)™ """ = Z la_p|r—" ™t = Z P a,|r™ .
n=1 n=1 n=1

—1 2€7r

. oo — . (oo} —m— — N

Essendo la serie Y2 | la_,|r~™ convergente, anche la serie Y -, =™ Ha_,|[r | &
. . . o0 —_n— — \

convergente. Quindi la serie Y 07 a_,(z — a)"" "™ ! & totalmente convergente su

Yr-
Per il teorema sopra si ha

/Fr(za)mlf(z)dz—/F i an(z — )" dz =

T Nn=—00

Z / an(z —a)" "™t dz = Z an/ (z—a)" ™ tdz.
T, I

n=—oo n=—oo

Per n —m —1# —1, % & una primitiva su A della funzione (z — a)"~™" 1.

Essendo I, una traiettoria chiusa, si ha allora [ (z — a)""m Ldz = 0.
Si ha quindi

Z an/ (z—a)"fmfleZam/ (z—a)"tdz.
T, .

Si ha ‘
I, :[0,27] — C,t — a +re' .
Si ha quindi

27 ) ) 2
am/ (z—a)tdz = am/ rle triet dt = am/ 1dt = 2mia,, .
r 0 0

T

Si ha dunque
/ (z—a) ™ 1 f(2)dz = 21am, ;
Iy

quindi
1 ONy

am:% - (Z_a)m+1 .

Teorema 25.8.2.3 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,72 € [0,400]; sia r1 < To; sia

B={z€C;r <|z—al <r}

supponiamo B C A; supponiamo f sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale a
su B; allora esiste una ed una sola (ay)necz successione di numeri complessi tale che
per ogni z € B la serie di Laurent Y.~ ___a,(z —a)™ ¢é convergente e si ha

n=—oo
o0

f(z) = Z an(z —a)™.

n=—oo
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Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

Definizione 25.8.2.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,72 € [0, +00]; sia r1 < ro; sia

B={z€C;r<|z—al <ry}

supponiamo B C A; supponiamo f sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale
a su B; allora lunica successione di numeri complessi, (an)ncz, tale che per ogni
z € B la serie di Laurent > - an(z —a)" sia convergente e si abbia

[ =Y auz—a),

n=—oo

st chiama successione dei coefficienti dello sviluppo in serie di Laurent della funzione
f, di punto iniziale a, su B.

In tal caso la serie di Laurent di funzioni Y~ a,(z—a)" si chiama serie di Laurent
di f di punto iniziale a su B.

Teorema 25.8.2.4 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia a € C; siano
r1,79 € [0, +00]; sia r < ro; sia

B={:€C; 11 <|z—a| <}

supponiamo B C A; supponiamo f sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale
a su B; sia (ap)nez, la successione dei coefficienti dello sviluppo in serie di Laurent
della funzione f, di punto iniziale a, su B; sia r € R tale che ry <r < r9; sia I, la
circonferenza di centro a e raggio v orientata canonicamente; allora per ognin € Z

st ha
IO
"omi Jp, (z—a)ntt T

Dimostrazione. segue da sopra.

25.8.3 Corone circolari massimali

Definizione 25.8.3.1 Sia a € C; siano r1,72 € R; sia 0 < r; < ro; poniamo
Cla;r,r) ={2€C;r < |z—a| <ra}.

C(a;r1,7r9) si chiama corona circolare aperta di centro a e raggi rq, ro.

Teorema 25.8.3.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € C; sia R €]0,+o0]; sia

Yr =1{2 € C; |z —a| = R} ;
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sia yr C A; sia
" =sup({re R;r > R, {2 €C; R<|z—a|<r} C A});
sia
P =inf({reR;0<r <R, {z€C;r<|z—a| <R} CA});

allora si ha

1. 0<7r <R<7r" <+o0;

2. C(a;r',r") C A;

3. yr C C(a;7',r");

4. C(a;7r',r") & la massima corona circolare di cento a, contenuta in A e contenente
TR-

5. Cla;r',r") & un elemento massimale per 'insieme delle corone circolari aperte
contenute in A.

Dimostrazione. Immediata.
Definizione 25.8.3.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € C; sia R €]0,+00|; sia
yr ={2€C; |z —a| = R};
sia yr C A; sia
" =sup({re R;r >R, {z€C; R<|z—a|<r} C A});
L
P =inf({reR;0<r <R, {z€C;r<|z—a| <R} CA});

allora C'(a;r’, ") si chiama corona circolare aperta massimale di centro a, contenuta
in A e contenente Yg.

Teorema 25.8.3.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia v €]0,4+00[; sia
B'(a,r) C A; sia

w={2€C;|z—a|=r};
sia R = d(a;Cc(A)); allora la corona circolare aperta massimale di centro a, con-
tenuta in A e contenente v,.; ¢ C(a;0, R).

Dimostrazione. Immediata.

Si osservi che se B = {z € C; |z — a] < R} ¢ il massimo cerchio aperto di centro a
contenuto in A si ha C(a;0,R) = B—{a}.
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25.8.4 Sviluppabilita in serie di Laurent
Definizione 25.8.4.1 Traiettoria associata ad una circonferenza. Sia a € C;
siar € RY; sia

y={z€C;lz—a|l=r};
allora la parametrizzazione

@ :[0,21] — C,t — a + e’

si chiama parametrizzazione associata a ;.
Teorema 25.8.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € C; sia R €]0, +00[; sia

Yr ={2 € C; |z —a| = R} ;

siayr C A; sia C(a;r’,r") la corona circolare aperta massimale di centro a, contenuta
in A e contenente yg; sia f : A — C; sia f analitica; allora f é sviluppabile in serie
di Laurent di centro a su C(a;r’,7").

Dimostrazione. Proviamo che esiste (a,))nez successione di C tale che per ogni
z € C(a;r',r") la serie di Laurent » .~ an(z —a)™ & convergente e si ha

o0

fE)= 3 anz—a).

n=—oo

Sia ' la traiettoria associata a ~,.
Per ogni n € Z poniamo
1 f(=)

ap = — ———dz.
" 2w Jp, (= a)rt!

Proviamo dunque che per ogni z € C(a;r’,r") la serie di Laurent > > a,(z —a)"

& convergente e si ha

oo

Sia z € C(a;r',r"); si ha
r<lz—al<r".

Esistono Ri, Rz € R tali che
<Ry <|z—a|<Ry<r".

Si ha
{reC,Ri<|r—a| <R} CAj;.

Per la formula integrale di Cauchy applicata a C'(a; Ry, Rg) = {z € C; Ry < |z—a| <

Rg}siha
f(z):1<F Mdm— mdm) .

T —Z Tp, T =2
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F(2) fz) _ 1 fl@) _
FRQx Zd _~/1“R2H(Za)dm_‘/rsz al_ﬁdx_

er(_xlé@:Z) dz = Z/ 7({ )
Z</ (@ f(a)) dw) (= —a)".

La traiettoria I'g, & omotopa in A—{a} a I'p; quindi si ha

> </ Lo dx) =3, L) o

0 0
Si ha

Si ha

[ee) f(.’E) . .
nz_: </FR (z —a)—n+1 dff) (z—a)™".

La traiettoria I'g, & omotopa in A—{a} a I'p; quindi si ha

,i </rn (x —fg)"ﬂ d”“") (z—a)™" = nil ( /F = J C(Lf)nﬂ da:> (- —a)".
Si ha quindi
1) =
(S (L, o) o35 (] 2o -

oo Jo%e)

n_z_:oc;m (/rR € f(a))n+1 dx) (z=a)™"= > an(z—a)™".

n=—oo
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Teorema 25.8.4.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € C; sia R €]0, +00[; sia
Yr={2€C; [z —a| = R};

siaygr C A; sia C(a;r’,r") la corona circolare aperta massimale di centro a, contenuta
in A e contenente yr; sia f : A — C; sia [ analitica; allora esiste

g2:{z€C; |z—al <1} — C,
g2 analitica, esiste
g1:{2€C; |z—a|>r"} — C,

g1 analitica, tali che
(Vz € Cla;r",r") f(2) = g2(2) + g1(2) -

Dimostrazione. Per il teorema sopra f & sviluppabile in serie di Laurent di punto
iniziale a in C'(a; 7', r").

Sia (an)nez la successione dei coefficienti dello sviluppo di f in serie di Laurent.
Per ogni z € C(a;r’,r"”) si ha

—+oo

f)= ) anlz—a)".

n=—oo

La serie di potenze Y .- a,w™ ha raggio di convergenza r > r”; per ogni z € C
|z —a| < 7" poniamo

g2(z) = Zan(z —a)".

La serie di potenze > -, a_,w™ ha raggio di convergenza r > %; per ogni z € C
|z —a| > 7' poniamo

0z =Y auz—a)".

g2 e g1 sono analitiche e per ogni z € C(a;r’,r") si ha f(z) = g2(2) + g1(2).

Teorema 25.8.4.3 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia v €]0,+o0; sia
B'(a,r) C A; sia
Tr={2€GC; [z —a[=r1};

sia R = d(a;Ce(A)); identifichiamo canonicamente una serie di Laurent di funzioni
Yoo [n tale che f, =0 per ognin € Z,n < —1 con la serie di funzioni y .- o fn;

allora la serie di Laurent di punto iniziale a su C(a;0, R) si identifica con la serie di
Taylor di f di punto iniziale a.

Dimostrazione. Immediata.

Esercizio. Sia N

f:Cf{l,Z}—>C,z—>m;
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1. determinare la corona circolare massimale aperta di cento 0, contenente {z € C; |z| = %},
contenuta nel dominio di f;

2. determinare la serie di Laurent di punto iniziale 0 su tale corona circolare aperta ed esprimere
f(z) come somma della serie di Laurent.

Risoluzione.
1. La corona circolare massimale aperta di cento 0, contenente {z € C; |z| = %}, contenuta nel

dominio di f & C(0;1,2).
2. Considerando la scomposizione di Wl(z—@
dom(f) si ha

in fratti semplici, si trova che per ogni z €

1 1 1

(z—=1)(2—2) z—2 z—1"

Per ogni z € C(0;1,2) si ha
1 1 1
z—2 2-z 21-%

Siha |5] < % = 1; quindi si ha

== (5) =X
J— = —— — = _
21—z 2 2 ontl
n=0 n=0
Si ha poi
111
z—1 z1-1~
z
Siha|%|=ﬁ<l;quindisiha
— —_ - _ = = _——= z .
z1-—1 z z zntl zn
z n=0 n=0 n=1 n=1

Si ha quindi

_ _ _ n __ -_n __ _ n _ N
z—2 z—l_z ont1” ZZ —Z i1’ +Z 27"
n=0 n=1 n=0 n=1

Posto

an = _72"1“ pern >0
-1 pern <0

. . . . e . N . . oo
la serie di Laurent di f di punto iniziale 0 su C(0;1,2) & quindi Zn:_oo anz™.

Per ogni z € C(0,1,2) si ha

Esercizio. Sia L
:C-{,2} —C,z — ———F—;
f 1.2} (z=1(z—2)
1. determinare la corona circolare massimale aperta di cento 0, contenente {z € C; |z| = 3},

contenuta nel dominio di f;
2. determinare la serie di Laurent di punto iniziale 0 su tale corona circolare aperta ed esprimere
f(z) come somma della serie di Laurent.



88 CAPITOLO 25. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

Risoluzione.
1. La corona circolare massimale aperta di cento 0, contenente {z € C; |z| = 3}, contenuta nel
dominio di f & C(0;2,400).
2. Considerando la scomposizione di m in fratti semplici, si trova che per ogni z €
dom(f) si ha
1 1 1

(z—1)(z—2) 2—-2 z-1"

Per ogni z € C(0;0, +00) si ha
1 1 1

z—2 z1-2"
z

Si ha \%| = % < 1; quindi si ha

1o /2\" s 27 gn—1 -
:;Z(;) :ZZW:Z ‘ZQ" "
n=0

n=0 n=1

Si ha poi

z—l:

Si ha \é| < 1; quindi si ha

oo oS} e} e}
1 1 1 .
= - = _— = z .
1= (0) =Xl n =Y
n=1 n=1

Z n=0 n=0

\ZI

Si ha quindi

o0 o0 o0
D N
z — z—

n=1 n=1 n=1

Posto
_J 0 pern >0
=91 2="=1_1 pern<0
la serie di Laurent di f di punto iniziale 0 su C(0;2, +00) & quindi anfoo anz™.

Per ogni z € C(0,2, +00) si ha

Esercizio. Sia L

(z—1)(z-3)"
1. determinare la corona circolare massimale aperta di cento 2, contenente {z € C; |z — 2| = 2},
contenuta nel dominio di f;

f:Cc-{1,3} —C,z —

2. determinare la serie di Laurent di punto iniziale 2 su tale corona circolare aperta ed esprimere
f(2) come somma della serie di Laurent.
Risoluzione.

1. La corona circolare massimale aperta di cento 2, contenente {z € C; |z — 2| = 2}, contenuta
nel dominio di f & C'(2;1,+00).
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dom(f) si ha

1 1 1 1
(z—1)(z—=13) :§<Z—3_Z—1) ’
Per ogni z € C(2;1,+00) si ha
1 1 11 1

2—3 2-242-3 z-2-1

: 1
Si ha |m| =21 2H < 1; quindi si ha
1 1 I 1 \" 1 —
— = 9y =
z—21— -1 z—QZ(z—2> Z_QZ(Z )
z—2 n=0 n=0
oo oo
e
n=0 m=1
Si ha poi
1 1 B 1 1 11 1
z2—1 2—-242—-1 2z—-241
: 1
Si ha |ﬁ| = 2H < 1; quindi si ha
1 1 1 — 1 \" I
= - = ) (z—2)""
z-21-(—715) Z—QZ( z—2> z—QZ( (-2
z—2 n=0 n=0
oo oo
-t =Y ()i —2) T
n=0 m=1
Si ha quindi
1/ 1 1 1 [ & >
L Gt -1 DR D D e el
n=1 n=1

l\.')\»—t

00 %
2: (—1nhzm E:z—Z

La serie di Laurent di f di punto iniziale 2 su C(2;1,4+00) & quindi Z:Liioo(z
Per ogni z € C(2,1,+00) si ha

Esercizio. Sia

1

f:C-{1,3} —C,z — m;

. determinare la corona circolare massimale aperta di cento 2, contenente {z € C; |z —2| =

contenuta nel dominio di f;

89

Wl(z—@ in fratti semplici, si trova che per ogni z €

1
5}7

. determinare la serie di Laurent di punto iniziale 2 su tale corona circolare aperta ed esprimere

f(z) come somma della serie di Laurent.
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Risoluzione.
1. La corona circolare massimale aperta di cento 2, contenente {z € C; |z — 2| = %}, contenuta
nel dominio di f & C(2;0,1) = B(2,1)—-{2}.
2. Considerando la scomposizione di in fratti semplici, si trova che per ogni z €

dom(f) si ha

1
(z—=1)(2-3)

1 1 1 1
(z—1)(2—3) :5(2_3—2_1> ’
Per ogni z € C(2;1, +00) si ha
1 1 1 1

2-3 z-2+2-3 z-2-1 1-(z2-2)°

Si ha ||z — 2|| < 1; quindi si ha

Si ha poi

-1 z-2+2-1 z-2+1 1—-(—(z—2))
Siha|— (2 —2)| =]z — 2| < 1; quindi si ha

e} ')

1 - L
T—(—(z-2) Z(—(z 2" = Z(—l)% -2 = .

n=0 n=0

Si ha quindi

%(;3—;1) :% (Z_(Z_Q)n—z_:o(—l)"(z—Z)”> .

n=0
NS EGE-2T =Y -2
n=0 k=0

La serie di Laurent di f di punto iniziale 2 (coincidente con la serie di Taylor di f di punto
iniziale 2) su C'(2;0,1) & quindi ZZO:O —(z —2)2k.

Per ogni z € C(2,0,1) si ha
f@) =) —(z-2%*.
k=0

25.9 Singolarita per una funzione analitica

25.9.1 Punto singolare per un aperto

Definizione 25.9.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); si dice che a € un
punto singolare per A se

(IreRY) B(a;r)—{a} C A.

Teorema 25.9.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); allora a un punto
singolare per A se e solo se a é un punto isolato di Cc(A).
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Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.9.1.2 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; allora
(FreRy) B'(a;r)—{a} C A.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.9.1.3 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; allora AU {a} ¢ aperto.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.9.1.4 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia r € R ; sia B'(a;r)—{a} C A; sia R = d(a;Cc(AU{a}); sia

Yw={2€C; |z—a|=1};

allora la corona circolare massimale aperta di centro a. contenente ,., contenuta in
A ¢ uguale a C(a;0, R).

Dimostrazione. Immediata.

Definizione 25.9.1.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia R = d(a; Cc(AU{a}); allora C(a;0, R) si chiama corona circolare
aperta massimale associata al punto singolare a.

25.9.2 Serie di Laurent in un punto singolare

Teorema 25.9.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € C(A); sia a un punto singolare
per A; sia C(a; 0, R) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia f : A —
C; sia f analitica; allora f & sviluppabile in serie di Laurent di punto iniziale a su
C(a;0,R).

Dimostrazione. Sia r > 0 tale che B'(a;r)—{a} C A; allora C(a;0,R) ¢ la coro-
na circolare aperta massimale contenente {z € C; |z — a| = r} e contenuta in A;
I’affermazione segue allora dal teorema sopra.

Definizione 25.9.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia C(a;0,R) la corona circolare aperta massimale associata ad a;
sia f : A — C; sia f analitica; sia (an)nez la successione dei coefficienti della serie
di Laurent di punto iniziale a su C(a;0, R); allora (an)nez St chiama successione dei
coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita a.

La serie di Laurent
o0

Z an(z —a)"

n=—oo
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si chiama serie di Laurent di f in a.
Se r € R ¢ tale che B'(a,r)—{a} C A esel, ¢la circonferenza {z € C; |z —a| =r}
orientata canonicamente per quanto visto sopra, per ogni n € Z si ha

1 f(2)
an—m/;r (Z—a)n‘HdZ.

Teorema 25.9.2.2 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia C(a;0,R) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia f :
A — C; sia f analitica; sia (an)nez la successione dei coefficienti della serie di
Laurent associata alla singolaritd a; allora per ogni z € C(a;0, R) la serie di Laurent

Yoo an(z—a)™ é convergente e si ha
(o]
f2)="Y an(z—a)".
n=-—oo

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.9.2.3 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto singolare
per A; sia C(a; 0, R) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia f : A —
C; sia [ analitica; sia (an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent
associata alla singolarita a; allora

1. la serie di potenze
oo
> ot
n=0

ha raggio di convergenza v’ tale che v’ > R;

2. la serie di potenze
oo
> a
n=1

ha raggio di convergenza +0o.

Dimostrazione. Immediata.

25.9.3 Parte principale di una funzione in un punto

Definizione 25.9.3.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia C(a;0,R) la corona circolare aperta massimale associata ad a;
sia f: A — C; sia [ analitica; sia (ap)nez la successione dei coefficienti della serie
di Laurent associata alla singolarita a; allora la funzione

1

h:C—{a} — C,z — ia_n(z—a)”

n=1

st chiama parte principale di f in a.
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25.9.4 Singolarita rimovibile

Definizione 25.9.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia (ap)necz la successione dei
coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita a; si dice che a é una
singolarita per f rimovibile (o eliminabile) (o che f ¢ regolare in a) se si ha

(VneZ,n<0)a,=0.

Teorema 25.9.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia f: A — C; sia f analitica; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

1. a & una singolarita rimovibile per f;

2. f & convergente rispetto a (C,C) in a;

3. esiste g : AU {a} — C, g continua tale che g é un prolungamento di f;
4. esiste R € RY tale che B(a,R)—{a} C A e f|(B(a,R) —{a}) limitata;

&

esiste g : AU{a} — C, g analitica tale che g é un prolungamento di f.

in tal caso esiste una ed una sola g : AU {a} — C, g analitica tale che g é un
prolungamento di f; tale g é uguale al prolungamento continuo di f in a.

Dimostrazione. Sia C(a;0,r) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia
(an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita
a.
Per ogni z € C(a;0,7) si ha

o0

f)= ) anlz—a)".

n=-—oo

Proviamo 1 = 2. Supponiamo che a sia una singolarita rimovibile per f. Si ha

“+o0
f(z)= Zan(z —a)".
n=0

Si ha quindi

lim f(z) = ao .

Evidentemente 2 = 3.

Evidentemente 3 = 4.

Proviamo 4 = 1.

Supponiamo che esista r € R tale che B(a,r)—{a} C A f|(B(a,r)—{a}) limitata.
Sia (Vze€ C)0<|z—a|l <R |f(z)] <M.

Sia n € N*.

Per ogni p < R sia I', la traiettoria associata alla circonferenza {z € C; |z — a| = p}.



94 CAPITOLO 25. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

Si ha ) 1(2) )
— 72 - _ n—1
2mi Jp, (2 —a)~"H dz 27 /Fp 1)z =)™ dz.

G_p =
Si ha quindi

1 27 ) )
4l = o= \ | stack petyetnn dt\ <
T 1Jo

2w

f(a + peit)pn—le(n—l)itpieit dt‘ < Mpn )
0
Si ha quindi
la_pn] < lim Mp™ =0.
p—0

Quindi a_, = 0.
Proviamo 1 = 5. Supponiamo che a sia una singolarita rimovibile per f.
Sia
A
g:AU{a}—>C,z—>{ f(z) perze

ag per z =a
g € un prolungamento di f.
Per ogni z € B(a,r) si ha

9(z) =) an(z—a)".
n=0

Quindi g ¢ analitica in B(a;r);

g € analitica in A.

Quindi g ¢ analitica su B(a;r) UA = AU {a}.
Proviamo 5 = 1.

Infatti 5 =3 e 3 = 1.

Definizione 25.9.4.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; supponiamo che a sia una singo-
larita rimovibile per f; allora lunica g : AU {a} — C, g analitica tale che g & un
prolungamento di f si chiama prolungamento analitico di f in a.

25.9.5 Ordine degli zeri di una funzione analitica

Definizione 25.9.5.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f: A — C; sia f
analitica; si dice che a é uno zero per f se f(a) = 0.

Definizione 25.9.5.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f: A — C; sia f
analitica; sia a uno zero per f; sia m € N*; si dice che a ¢ uno zero per f di ordine
> m se esiste g : A — C analitica tale che

(Vz € A) f(2) = (2 —a)"g(2) -

Se m =1 si dice che a € uno zero almeno semplice, se m = 2 si dice che a € uno zero
almeno doppio, se m = 3 si dice che a & uno zero almeno triplo, ecc.
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Teorema 25.9.5.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f : A — C; sia f
analitica; sia a uno zero per f; sia m € N*; sia (an)nen la successione dei coeffi-
cienti della serie di Taylor di punto iniziale a; allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti

1. a & uno zero per f di ordine > m;
2. (VWn=0,1,...,m—1) a, =0;
3. (Yn=0,1,...,m—1) f*(a) =0

4. la funzione
f(z)
(z—a)m

A-{a} —C,z—C,z —
ha in a una singolarita rimouvibile;

5. f() zﬁa('zfa)m

Dimostrazione. Proviamo 1 = 2.
Supponiamo che a sia uno zero di ordine > m; esiste g : A — C analitica tale che

(V2 € A) f(z) = (= - a)"g(2)

Sia C(a;r) il cerchio massimo di centro a contenuto in a; sia (b, )nen la successione
dei coefficienti della serie di Taylor di g di punto iniziale a.

Per ogni z € C(a;r) si ha
= Z bn(z —a)”
n=0

Si ha quindi

f(z):(zfa)mz z—a)" Zb a)™tm .
n=0
Da cio segue 2
Proviamo 2 = 4.
Per ogni z € C(a;r) si ha
:Zan(z—a)" (z—a) Zb z—a)" ™.
n=m n=m
Quindi
Z bn —>zﬁa bma .
(z—a)m

Quindi vale 4.
4 = 1 ¢ immediata.
2 < 3 e 4 < 5 sono immediate.
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Definizione 25.9.5.3 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f: A — C; sia f
analitica; sia a uno zero per f; sia m € N*; si dice che a ¢ uno zero per f di ordine
m se esiste g : A — C analitica tale che g(a) # 0 e tale che

(Vz € A) f(2) = (2 —a)"g(2) -

Se m =1 si dice che a € uno zero semplice, se m = 2 si dice che a ¢ uno zero doppio,
se m = 3 si dice che a € uno zero triplo, ecc.

Teorema 25.9.5.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f : A — C; sia f
analitica; sia a uno zero per f; sia m € N*; sia (an)nen la successione dei coeffi-
cienti della serie di Taylor di punto iniziale a; allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti

1. a é uno zero per f di ordine m;
2. (Yn=0,1,....m—1) a, =0 e an #0;
3. (Vn=0,1,...,m—1) f"(a) =0 e f™(a) #0;

4. la funzione
f(z)

A _J\E)
{a} —C,z—C,z — oo

ha in a una singolarita rimovibile e, se g € il prolungamento analitico di f in
a, si ha g(a) # 0;

5. esiste b€ C* tale che f(2) ~,oqb(z —a)™.

Dimostrazione. Proviamo 1 = 2.
Supponiamo che a sia uno zero di ordine < m; esiste g : A — C analitica tale che
g(a) # 0 e tale che

(Vz € A) f(2) = (z —a)"g(2) -
Sia C(a;r) il cerchio massimo di centro a contenuto in a; sia (b, )nen la successione

dei coefficienti della serie di Taylor di ¢ di punto iniziale a.
Per ogni z € C(a;r) sihaby #0e

9(z) = balz—a)".

=0

3

Si ha quindi

F@=GE-a)" S bz —a)" =3 bu(z —a)"™
n=0 n=0

Da cio segue 2
Proviamo 2 = 4.
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Per ogni z € C(a;r) si ha

f(z) = Z an(z—a)" =(z—a)™ Z an(z —a)"™™
Quindi
f(z)

oo
— = Z bn(z —a)" ™™ — .0 Am; -

n=m

(z—a)

Quindi (Zli(z))m ha in a una singolarita rimovibile.

Sia g : AU {a} — C il prolungamento analitico di (zji(;;m.

Si ha g(a) = an, # 0.

Quindi vale 4.

Proviamo 4 = 1.

Sia g : AU {a} — C il prolungamento analitico di %

Si ha g(a) =# 0.

Per ogni z € A—{a} si ha % = ¢g(z); Essendo a uno zero di f, da cio segue che

per ogni z € A si ha f(2) = (z — a)™g(2); quindi vale 1.
Dall’espressione dei coefficienti a,, segue poi 2 < 3.
Proviamo 4 = 5.

Se e vera 4 si ha

Da cio segue 5.
L’implicazione = 4 & immediata.

25.9.6 Lo spazio Sy
Sia co un elemento non appartenente a RYV; poniamo
Sy =RY U{c0} .

In S; si pone |oo| = 4o00; in Sy si pone ||oo|| = +o0.
Sia N € N*; sia U C Sy, a € Sy; se a € R si dice che U & un intorno di a in Sy se risulta:

(3r € R})B(a,r) CU;
se a = oo si dice che U € un intorno di a in Sy se risulta:
BM e Ry ){z e Sn;llz]l > M} CU.

SN con tale sistema di intorni si chiama spazio topologico Sy o sfera N-dimensionale.
SeXerp, ACX,a€ A, f: A—> Sy si ha

f(x) =z—a 00 & (VM € R} )(IV in torno di a) (Vo € V N A) || f(z)]| > M

e anche
f(@) 2e—sa 00 & ||f(@)|| He—sa +oo,

dove la seconda convergenza ¢ rispetto agli spazi topologici (X, ﬁ)
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25.9.7 Singolarita polare

Definizione 25.9.7.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia (an)nez la successione dei
coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita a; si dice che a e una
singolarita polare (o un polo) per f se si ha

1.{n€Z;n<0a, #0} #£0;
2. {n € Z; n <0 ay, # 0} finito.

Teorema 25.9.7.1 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia f: A — C; sia f analitica; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

1. a & una singolarita polare per f;
2. f & convergente rispetto a (C,Ss2) in a e si ha im,_,, f(z) = co;

3. esiste R > 0 tale B(a; R)—{a} C A, tale che (V2 € C,0< |z—a| < R) f(z) #0
e tale che la funzione

1
B(a;R)—{a} — C,z — %

ha in a una singolarita rimovibile con prolungamento analitico g tale che g(a) =
0.

Dimostrazione. Sia C(a;0,r) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia
(an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita
a.
Per ogni z € C(a;0,r) si ha

Proviamo 1 = 2.
Sia
M={neN"; a_, #0}.
L’insieme M & non vuoto e finito.
Sia m = max(M).
Per ogni z € C(a;0,r) si ha

F@) = anz—a) "+ an(z—a)"
n=m n=0
Si ha quindi
A—m
f(Z) = ~z—a —z—a O
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Proviamo 2 = 3.
Supponiamo lim,_,, f(z) = occ.
Esiste quindi R > 0 tale che B(a; R)—{a} C A e tale che per ogni z € B(a; R) —{a}
£() # 0.
Sia 1
h:B(a;R)-{a} — C,z — ER
Si ha lim,_ ﬁ =0.
Quindi a & una singolarita rimovibile per h con prolungamento analitico tale che
g(a) =0.
Quindi vale 3.
Proviamo che 3 = 1.
Sia (by,)nen 1 coeflicienti della serie di Taylor di g di punto iniziale a; essendo g(a) = 0
si ha by = 0; essendo ¢ diversa dalla costante 0, esiste n € N* tale che b,, # 0; sia

m =min({n € N*; b, # 0}) .
Per ogni z € B(a; R), z # a, si ha

oo o0

1

] = Z bp(z—a)" =(z—a)™ Z bp(z—a)"™ ™.
Quindi
1 S nem
Gmapf) 2 b
Quindi
(2= )" f(z) —ssa 5

Quindi la funzione (z — a)™ f(z) ha in a una singolarita rimovibile.

Sia h : AU {a} — C ¢ il prolungamento analitico di (z —a)™ f(2).

Si ha h(a) = i # 0.

Sia (¢, )nen la successione dei coefficienti della serie di Taylor di ¢ di punto iniziale
a.
Si ha ¢y = h(a) # 0.

Per ogni z € C(a;0,r) si ha

Quindi

Si ha quindi a,, =0 per ogni n < —m e a_,, = ¢g # 0.
Quindi a € una singolarita polare per f.
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25.9.8 Ordine di un polo

Definizione 25.9.8.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia a un polo per f; sia m € N*; sia
(an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita
a; st dice che a € un polo per f di ordine < m se

(VYneZ, n<—-m)a,=0.

Teorema 25.9.8.1 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia f : A — C; sia [ analitica; sia a un polo per f; sia m € N*; allora le
sequenti affermazioni sono equivalenti

1. a é un polo di ordine < m per f;

2. la funzione
A—C,z— (z—a)"f(2)

ha in a una singolarita rimovibile;
1
3)' f(z) tz—)a (zfayn .
Enunciato

Definizione 25.9.8.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia [ analitica; sia a un polo per f; sia m € N*; sia
(an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita
a; si dice che a € un polo per f di ordine m se si ha

1. a_pm #0;
2. (YneZ,n<—m)a,=0.
Teorema 25.9.8.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto singolare

per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia m € N*; allora le sequenti affermazioni
sono equivalenti

1. a ¢é un polo di ordine m per f;

2. la funzione
A—C,z— (z—a)"f(2)

ha in a una singolarita rimovibile e lim,_,,(z — a)™ f(z) # 0;

3. esiste R > 0 tale B(a; R)—{a} C A, tale che (V2€ C,0<|z—a| <R f(z) #0
e tale che la funzione

1
B(a;R)—{a} — C,z — —
f(z)
ha in a una singolarita rimovibile e il prolungamento analitico g ha in a uno
zero di ordine m;
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4. esiste b € C* tale che

b
f(z) ~Nz—a m

Dimostrazione. Sia C(a;0,r) la corona circolare aperta massimale associata ad a; sia
(an)nez la successione dei coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita
a.

Proviamo 1 = 2.

Per ogni z € C(a;0,r) si ha

f(Z)ZZ (2 —a) +Zanz—a

Si ha quindi

(z—a)"f(2) Z z—am”—i—Zanz—a)m“‘.

n=m n=0

Si ha quindi lim,,,(z —a)™ f(2) = a—m # 0.

Proviamo 2 = 1.

Sia g il prolungamento analitico di (z — a)™ f(z) in a. Sia (by)nen la successione dei
coefficienti della serie di Taylor di g di punto iniziale a.

Per ogni z € C(a;0,7) si ha

(z—a)"f(2) Zb z—a)"

e bo 7é 0.
Quindi

z) = i bp(z —a)" ™.
n=0

Si ha quindi a_,, = by # 0 e a,, = 0 per ogni n < —m.
Quindi a & un polo di ordine m per f.

Proviamo 2 = 3.

Sia g : AU {a} — C, g analitica, g prolungamento di

A—C,z— (z—a)"f(2);

si ha g(a) # 0.
Esiste R > 0 tale che B(a; R)—{a} C A e tale che per ogni z € B(a; R) g(z) # 0; per
ogni z € B(a; R) —{a} si ha allora f(z) # 0.
La funzione )
B(0O,R) — C,z — 3G
¢ analitica.
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Sia (bp)nen la successione dei coefficienti della serie di Taylor di k di punto iniziale
a; per ogni z € B(a; R), z # a si ha

_ 1
con by = @ # 0.
Quindi si ha

() (z—a) Zb z—a)" Zb (z —a)"t™.

Si ha quindi lim,_,, ﬁ =0.

Quindi ﬁ ha in a una singolarita rimovibile con prolungamento analitico g avente

in a uno 0 di ordine m.

Proviamo 3 = 2.

Sia )
o €A

B(a;R) — C,z —» { 7z Per s

0 per z =a

il prolungamento analitico.

Sia (bn)nen 1 coefficienti della serie di Taylor di g di punto iniziale a; essendo a uno

0 di ordine m per g, si ha b, =0 pern=0,1,...,m—1eb,, #0.

Per ogni z € B(a; R), z # a, si ha

oo [ee]

:an(z—a) z—amanz—a -

Quindi
1 o
ooy~ 2 T e b
Quindi
(z=a)"f(2) =25 bi :

Quindi (z — a)™ f(z) ha in @ una singolarita rimovibile, con prolungamento continua
h tale che h(a) # 0.

Quindi vale 2

La 2 & 7 ¢ immediata.

Teorema 25.9.8.3 Sia A C C; sia A aperto; sia a € A; sia f: A — C; sia f
analitica; sia a uno zero per f; sia m € N*; allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti

1. a ¢ uno zero di ordine m per f;
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2. esiste R > 0 tale B(a; R)—{a} C A, tale che (Vz€ C,0< |z—a| <R f(z) #0

e tale che la funzione

1

B(a;R)—{a} — C,z — 7

e analitica e ha in a un polo di ordine m.

Dimostrazione. Proviamo 1 = 2.
Essendo gli zeri di f isolati, esiste quindi R > 0 tale che B(a; R) —{a} C A e tale che
per ogni z € B(a; R)—{a} f(z) #0

La funzione

B(a;R)—{a} — C,z — (zf—(za))m
¢ prolungabile in a in una funzione analitica g tale che g(a) # 0;
Sia ( )
z—a)™
k:B(a;R)-{a} — C,z — ————
(a: )~ {a} e

Si ha lim,_,0 k(z) = ﬁ.

Quindi k & prolungabile in a in una funzione analitica I.

Sia (b )nen la successione dei coefficienti della serie di Taylor di ! di punto iniziale a;
per ogni z € B(a; R), 2 # a si ha

Z*CL Zb

n=0

Quindi si ha

1 (&9}
f—zz (z—a)"™™,.

con by # 0.
Quindi la funzione
1
B(a;R)-{a} — C,z — ——
(0 R) - {a} &
e analitica e ha in a un polo di ordine m.
Proviamo 2 = 1.
Sia )
B(a;R) — C,z — —— .
(o0 7

Sia (by,)nen 1 coefficienti della serie di Laurent di h associata alla singolarita a; essendo
a un polo di ordine m per h, si ha b_,, # 0 e b, = 0 per ogni n < —m.
Per ogni z € B(a; R), z # a, si ha

fi Z bn(z —a)”

n=—m
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Quindi

o0

— Z bu(z —a)™™™ —, b .

n=—m

(:—a)"

f(z)

Quindi (Zf_(:))n ¢ prolungabile in una funzione analitica k sempre diversa da 0.
Quindi (zji(:;m & prolungabile nella funzione analitica %
Quindi a & uno zero di ordine m per f.

25.9.9 Singolarita essenziale

Definizione 25.9.9.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia (an)nez la successione dei
coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita a; si dice che a é una
singolarita essenziale f se {n € Z; n < 0 a,, # 0} ¢ infinito.

Teorema 25.9.9.1 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia f : A — C; sia f analitica; allora é vera una ed una sola delle sequenti
affermazioni:

1. a ¢é una singolarita rimovibile per f;
2. a é una singolarita polare per f;

3. a é una singolarita essenziale per f.
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.9.9.2 Sia A C C; sia A aperto; siaa € Cc(A); sia a un punto singolare
per A; sia f: A — C; sia f analitica; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti

1. a ¢é una singolarita essenziale per f;
2. f non é convergente rispetto a (C,Ss) in a;
3. per ogni w € C, per ogni € € RY, per ogni 6 € R esiste z € B(a;0) N A tale
che |f(z) —w| <e;
4. per ogni ¢ € RY, per ogni 6 € R esiste z € B(a; 8) N A tale che |f(2)] = c.
Enunciato

Esercizio. Studiare le singolarita delle seguenti funzioni complesse di variabile complessa definite
naturalmente

L f(z) = 522,
2. f(2) = 52
3. f(z) =e%;

4. f(2) = sin%;

5. f(Z) = sirlxz'
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Risoluzione.

1.

Si ha
dom(f) =C-{0} .

0 & I'unico punto singolare di dom(f).
Si ha

sin z z
~zs0— =1.

sinz __ 1

Quindi si ha lim; ¢

Quindi f ha in 0 una singolarita rimovibile.

Si ha
dom(f) =C-{0} .

0 & I'unico punto singolare di dom(f).
Si ha
sin z z 1

~Nz—0 —5 — .
22 22 z

Quindi f ha in 0 una singolarita polare con polo di ordine 1.
Si ha

dom(f) =C-{0} .
0 & I'unico punto singolare di dom(f).

1
z

Sihain R lim,_,0 .cRr,->0e* = +o00 e lim,_,0 .eR,2<0 €= = 0; quindi f non & convergente

rispetto a So per z — 0.
Quindi f ha in 0 una singolarita essenziale.
Si ha
dom(f) = C-{0} .
0 & I'unico punto singolare di dom(f).

Per z € R la funzione sin % non ¢ convergente per z — 0; quindi f non & convergente rispetto
a Sg per z — 0.

Quindi f ha in 0 una singolarita essenziale.

Si ha sin z = 0 se e solo se esiste k € Z tale z = km.
Si ha quindi
dom(f) = C—{km; k€ Z}.
L’insieme dei punti singolari di f & {km; k € Z}.
Sia
g:C—C,z—sinz.

Per ogni z € dom(f) si ha g(z) = f(lz>.

Per ogni z € C si ha ¢'(z) = cos 2.
Sia k € Z.
Si ha
- 1 per k pari
cos(km) = { —1 per k dispari
Quindi si ha f(kw) =0e f/(kn) # 0.
Quindi k7 € uno zero di ordine 1 per g.

Quindi k7 € un polo di ordine 1 per f.
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25.10 Teorema dei residui

25.10.1 Residuo

Definizione 25.10.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia (an)nez la successione dei
coefficienti della serie di Laurent associata alla singolarita a; allora a_y si chiama
residuo di f in a e si indica Res(f;a).

Teorema 25.10.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia R € R ; sia B'(a; R)—{a} C A;
sia T'r la traiettoria associata alla circonferenza {z € C; |z —a| = R}; allora si ha si
ha

Res(f;a)—L f(z)dz .

211 Tr

sia (an)nez la successione dei coefficienti
Dimostrazione. Segue dall’espressione dei coefficienti di Laurent.

Teorema 25.10.1.2 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; supponiamo che a sia una singolarita
rimovibile per f; allora si ha

Res(f;a) =0.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 25.10.1.3 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; supponiamo che a sia un polo per f
di ordine 1; allora la funzione (z — a)f(z) é convergente per z — a e si ha

Res(f;a) = lim(z —a) f(2) .

z—a

Dimostrazione. Sia (a,)nen la successione dei coefficienti della serie di Laurent
associata ad a; si ha

f(z) = Zaila + Z an(z—a)".
n=0
Quindi
(z—a)f(z) =a_1+ Zan(z — gL
n=0
Quindi

lim(z —a)f(z) =a_1 .

z—a
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Teorema 25.10.1.4 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f: A — C; sia f analitica; supponiamo che esista b € C* tale
che

b
f(Z)Nz—nz > _a 3
allora f ha in a un polo semplice e si ha
Res(f;a) =0.

Dimostrazione. Per il teorema sopra f ha in a un polo semplice; si ha lim, ,,(z —

a)f(z) —b.

Teorema 25.10.1.5 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A—{a} — C; sia f analitica; sia a una singolarita polare
per f; sia v € RY; sia B(a;r)—{a} C A; sia (Vz € B(a;r)—{a}) f(z) # 0; sia
g : B(a;r) — C il prolungamento analitico di
1
B(a;r)—{a} — C,z2 — ——

f(2)

in a; sia ¢'(a) # 0; allora f ha in a un polo semplice e si ha

Res(f;a) = —— .
(fia) g'(a)
Dimostrazione. g ha in a uno zero semplice; quindi f ha in @ un polo semplice.
Si ha poi
1 1 1
lim(z —a)f(z) = lim(z — a)— = lim =

z—a z—a g(z) 25a 9(z)—g(a) g’(a) ’

Teorema 25.10.1.6 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Co(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia [ analitica; supponiamo che a sia un polo per f

m—1

di ordine m; allora la funzione ﬁw((z —a)"f(z)) é convergente per z — a e
st ha
Res(f;a) = lim ;E((z —a)"f(2))
" zsa (m— 1) dzm—t '

Dimostrazione. Sia (a,)nen la successione dei coefficienti della serie di Laurent
associata ad a; si ha

Quindi
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Quindi
CimT:(z —a)"f(2) = il(n+m)(n+m —1)...(n+2an(z —a)" .
Quindi o
lim (5 — @)™ () = (m — 1)(m—2)... Ta—y = (m — Dla_s .

2—a dzm—1

Esercizio. Studiare le singolaritd e determinare i residui delle seguenti funzioni complesse di
variabile complessa definite naturalmente

L f(2) = ;&

2. f(z) = ﬁfn;

3. f(z) = ze%;

4. f(2) = &&=

5. f(z) = Siz%.
Risoluzione.

1. Siha

dom(f) = C-{0,1} .
L’insiemi dei punti singolari di f ¢ {0,1}.
Si ha
z+1 1
72(2 — 1) ~Nz—=0 T
Quindi f ha in 0 un polo di ordine 1 e si ha Res(f;0) = —1.

Si ha
z+1 2

Z(Z — 1) ~z—1
Quindi f ha in 1 un polo di ordine 1 e si ha Res(f;1) = 2.
2. Siha

z—1"

dom(f) =C-{0,1}.
L’insiemi dei punti singolari di f & {0,1}.
Si ha
z+1 1
z(z—1) TEm0 T
Quindi f ha in 0 un polo di ordine 2.

Si ha f(z2)22 = zf%, quindi

dz+1 2
dzz—1  (z—1)2°
Si ha
. 2
lm —-— = -2
z—0 (2—1)2
Quindi si ha Res(f;0) = —2.
Si ha
z+1 2
22(z —1) e

Quindi f ha in 1 un polo di ordine 1 e si ha Res(f;1) = 2.
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3. Si ha
dom(f) =C-{0} .

0 & I'unico punto singolare di dom(f).

S 1 . 1 e N
Sihain R lim, 0 :¢cR,z>02€> = +ooelim, ;0 .cR,2<0 2¢> = 0; quindi f non & convergente
rispetto a So per z — 0.

Quindi f ha in 0 una singolarita essenziale.

Per ogni z € C—{0} si ha

N1 1\ = 1 N1 =1
fz) == E — (7> =z E —z "= E —z Ml =414 E —zTntl =
n! \z n! n! n!
n=0 n=0 n=0 n=2
-1

— 1 1
1 = M4 l4z.
o +§:uw+mz E:(;m+nf it
m=1

n=—oo
Quindi la serie di Laurent di f in 0 & Z:li_oo ﬁzm +1+=z
Per m = —1, si ha quindi Res(f;0) = %
4. Sihae® —1=0 se e solo e = 1; quindi se e solo se se esiste k € Z tale z = 2ki.
Si ha quindi
dom(f) = C—{2kni; k€ Z} .
L’insieme dei punti singolari di f & {2k~ni; k € Z}.
Per ogni k € Z sia z;, = 2mki.
Per £ = 0 si ha 2o = 0; si ha
z z

~zms0— =1.
e —1 z

Quindi f ha in 0 una singolaritd rimovibile; si ha quindi Res(f;0) = 0.
Sia k€ Z, k # 0.

Sia
-1
g:C* —C,z — .
z
g ¢ analitica.
Per ogni z € dom(f), si ha g(z) = f(lz),
Si ha g(zx) =0
Per ogni z € C si ha ¢/(z) = %
Quindi
2kmi—1+4+1 1
= 40,
9(zx) —4k272 2km 7
Quindi f ha in z; un polo semplice e si ha Res(f;z25) = m = —2km.
5. Si ha

dom(f) =C-{0,1}.
0 ¢ P'unico punto singolare di f.
Si ha

sin z z 1

oAy 0T AT s
Quindi f ha in 0 un polo di ordine 3.
Per ogni z € C—{0} si ha

1 - 1 - 1
- & — 4 _yr - 2n+l _1yr___— ,2n—3 _
f(z) = asinz=2z Z( 1) (2n+1)!z Z( 1) (2n+1)!z

n=0 n=0
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1
—1)" 2n—3
A T T

+

w | =
[M]¢

| =

1
23
2
Quindi La serie di Laurent di fin0¢& —5 — 114 22022(—1)”;22”_3.

6z 2nt1)!
si ha quindi Res(f;0) = —

_- 3
Il

1
5-

Teorema 25.10.1.7 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Cc(A); sia a un punto
singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia r € RY ; sia B(a;r) —{a} C A;
allora f|B(a;r)—{a} ammette primitiva se e solo se Res(f;a) = 0.

Dimostrazione. Sia 0 < R < r; sia I'g la traiettoria associata alla circonferenza
{z € C; |z — a|] = R}; allora si ha si ha

Res(f;a) = 2%” g f(z)dz .

L’affermazione allora segue dalla condizione affinche f ammetta primitiva vista.

Osservazione 25.10.1.1 Si osservi che

= a 1 = a
_ n L n_(, _ \n+l
9(=) 7;1—n(z—a)"—1+;n+l(z @)

¢ una primitiva di f su B(a,r)—{a}.

Teorema 25.10.1.8 Sia A C C; sia A aperto; sia a € Ceo(A); sia a un punto

singolare per A; sia f : A — C; sia f analitica; sia r € RY; sia B(a;r)—{a} C

A; allora Res(f;a) ¢ quell’unico R € C tale che f(z) — &= ammette primitiva in

B(a;r)—{a}.

Dimostrazione. Segue da sopra.

25.10.2 Teorema dei residui per i cicli omologhi a 0

Teorema 25.10.2.1 Sia A C C; sia A aperto; sia S C A; sia S finito; sia f :
A-S — C; sia f analitica; sia C un ciclo in A—S; sia C di classe lipschitziana; sia
C omologo a 0 in A; allora si ha

/Cf(z) dz = QWiZj(a;C)Res(f;a) .

ses

Dimostrazione. Sia Per ogni a € S sia R, > 0 tale che B'(a; R,) —{a} C A-S.
Sia ¢, la traiettoria associata a {z € C; |z — a| = R, }.

Sia
Ci=C—- ja,C)pa.

acs

C1 € un ciclo omologo a 0 in A—S: infatti per ogni z € A—S si ha j(z;C;) = 0.



25.10. TEOREMA DEI RESIDUI 111

Si ha quindi

f(z)dz=0.
C1

Quindi

/ Jdz =3 _j(a;C) / z)dz =Y j(a;C)2riRes(f;a) =

a€esS a€sS

27riZj(a;C)Res(f; a) .

ses

25.10.3 Teorema dei residui per le traiettorie chiuse omotope
al

Teorema 25.10.3.1 Sia A C C; sia A aperto; sia S C A; sia S finito; sia f :
A-S — C; sia [ analitica; sia ¢ una traiettoria chiusa in A—S; sia ¢ di classe
lipschitziana; sia ¢ omotopa a 0 in A; allora si ha

/f dZ—QWZZ] ©)Res(f;a) .

seS

Dimostrazione. Infatti una traiettoria chiusa omotopa a 0 ¢ un ciclo omologo a 0.

25.10.4 Teorema dei residui per il bordo di un dominio

Teorema 25.10.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia S C A; sia S finito; sia f :
A-S — C; sia f analitica; sia D C A; sia D un dominio con bordo di classe
lipschitziana; sia 0D C A—S; allora si ha

f(z)dz = 2mi Z Res(f;a)

oD s€SND

Dimostrazione. Sia C catena di classe lipschitziana tale che [C] sia la classe associata
a 0D.
Per il teorema dei residui per i cicli omologhi a 0, si ha

/f Z—QWZZJCLCRebf,).

seSs

Si ha fc dZ*IBD z)dz.

Per ogni a € S si ha a ED oa€ A-D;sea EB, si ha j(a,C) =1;se a € A—D, si ha
j(a,C) =
Si ha quindi

Z] a;C)Res(f;a) Z Res(f;a) Z Res(f;a)

seS SESﬁD seSND
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Da cio segue la tesi.
Esercizio. Calcolare

1
Az(zfl) dz

1
{z€Cs Izl =5},

dove T" & la circonferenza

orientata canonicamente.

Risoluzione. Sia L

z(z—1)

1
D:{ZEC; |z\§§}

D & un dominio regolare di C e di ha 9D =T
Si ha {0,1} N D = {0}.
Si ha

f:Cc-{0,1} — C,z —
Sia

1 1

~z—=0 T

f(Z):m 2

Si ha quindi Res(f;0) = —
Si ha quindi

/f(z) dz = 2mi(—1) = =273 .
r

1
/Fz(z—l) dz

{z € C; |z| =2},

Esercizio. Calcolare

dove T' & la circonferenza

orientata canonicamente.

Risoluzione. Sia

1
f:Cc-{0,1} —- C,z — —
z(z—1)
Sia
D={z€C; |z|<2}.
D & un dominio regolare di C e di ha 9D =T
Si ha {0,1} n D = {0, 1}.
Si ha 1 1
1) = o o0 =2
Si ha quindi Res(f;0) = —1.
Si ha 1 1
f(z)= ( l)NZHIZ—l

Si ha quindi Res(f;1) = 1.
Si ha quindi

/f(z) dz=2mi(-1+1)=0.
r

Esercizio. Calcolare
z+5 d
z
r (2= (z — 5i)3(22 + 4)
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dove T" & la circonferenza
{z €C; |2| =3},
orientata canonicamente.

Risoluzione. Sia
z+5

f:C—{5¢,2i,-2i} — C,z — m
Sia
D={z€C; |z| <3}.
D & un dominio regolare di C e di ha 9D =T.
Si ha {54, 2i, —2i} N D = {23, —2i}.

Si ha

z45 %+ 5 542
1) = (z—5)3(z + 20)(z — 20) ~ 2 (=30)34i(z — 21)  27i - 4i- (2 —20)
542 1 5 1)\ 1

TTI08 22 <_ﬁ_ﬁl> Z_2i

Si ha quindi Res(f;2:) = —% — 5—142‘.

Si ha

F) = 45 —2i+5 B 5— 2 _

) ~Nz——2i (

(2 — 51)3(z + 2i)(z — 2i —70)3(—4i)(z +20)  343i-4i- (2 + 20)

5-2i 1 (5 1) 1
1372 z+2i (ﬁfﬁz) 2+ 20
Si ha quindi Res(f; —2i) = % - %i.
Si ha quindi

. 5 1 5 1 . 395 185 370 790
z)dz=2mi|——— —i+ ———t) =27 |—— — ——1 ) = ——T— ——7i.
f(z)d 2 + 2
r 108 54 1372 686 9261 9261 9261 9261

25.11 Calcolo di integrali
25.11.1 Integrale di una funzione razionale del seno e del co-
seno

Teorema 25.11.1.1 Siano A(x,y), B(x,y) polinomi complessi in due variabili; sia
B(x,y) diverso dal polinomio nullo; sia

M = {(z,y) € R*; B(z,y) # 0} ;

sia

R:M— C,(z,y) —
sia
{(z,y) eR* 2 +y* =1} C M ;

sia I' la circonferenza
{ze€Cilz| =1},

orientata canonicamente; allora si ha

o : , 1 1\ 1 1\ 1
/0 R(Cost,sumf)clt——Z/FR(2 (Z+z)’2i<z_z>>zd'z'
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Dimostrazione. Si ha infatti

27 2m it =it it _ ,—it
/ R(cost,sint) dt = / R( ¢ *e — )dt =
0 0

2 ’ 2

2 : —it it —it
/ T R( eyt +e 1t’ em‘ _ ‘€ 11‘)1'6“1‘6_“ Q=
0 2 2 1

Gl 3

Esercizio. Calcolare

2 +sint

[i—
w3
—
o~

[NE

Risoluzione. Posto t' = 7 —t si ha .
3z 1 _rz 1 -~ y_ 37 1
ffg 2-+sint dt = f%ﬂr 2-+sin t’( 1) at’ = f% 2-+sint dt.
Si ha quindi
3 x 3 x
27 1 —_ [2 1 27 1 _ 2 1
f—% 2-+sint dt = ffg 2+sint dt + f% 2+sint dt = 2‘[7% 2-+sint dt.
Quindi

s 3
2 1 _1 (27 1
jL% 2-+sint dt = 2 j;% 2+sint dt.

Si ha poi

0 1 2= 1
f_g 2+sint dt = f%,r 2+sint dt.
Quindi

3

1 (37 __1 — 12 _1
2 ffg 2+sint dt = 2 Jo 2+sint dt.
Sia I' la traiettoria associata a {z € C;|z| = 1}.
Si ha )

2 1 _ 1 1 - ;1 1 1 I 1 1 —
f—g 2+sintdt_2 0 2+sintdt— 13 fr‘ 2+i(z_%)zd'z_ 2f1" 24 221 zdz_

i 2iz 15, 1
—3 fr Trai: = fr a1 9%
Si ha 22 4+ 4iz — 1 =0 se e solo se z = —2i + v/3i.

Sia
1
fiC—{(-2-V3)i,(-2+V3)i} — C,z — 5——
2z 4+ 4iz — 1
Sia
D={zeC; |z| <1}.
D & un dominio con bordo di classe lipschitziana di C e di ha 0D =T
Si ha {(=2 — v3)i, (=2 +v3)i} N D = {(=2 + V/3)i}.
La funzione f ha un polo di ordine 1 in (—2 4 v/3)i
Il residuo di fin 0 &
1
lim z— —2+\/§i7.: lim =
H(72%/5)1( ( )15 +4diz—1 L (—2+vE)iz—(—2—V3)i

Si ha quindi

1 d o 1 T V3
- dz = 2m =—F==—"
P22 diz—1 2ivV3 V3 3
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25.11.2 Integrale su R di una funzione razionale
Teorema 25.11.2.1 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Vx € R) B(x) # 0;
sia gr(B(z)) > gr(A(z)) + 2; sia

Az)
B(z)’

R:R—C,z —

allora l'integrale improprio su un intervallo aperto
—+oo
/ R(z) dx
—00

e assolutamente convergente.

Dimostrazione. Si ha |R(2)| ~y—, oo =} quindi f0+°° R(z) dx ¢ assolutamente conver-
gente.
Analogamente si vede che f_ooo R(z) dz & assolutamente convergente.

Teorema 25.11.2.2 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Vx € R) B(z) # 0;
sia gr(B(z)) > gr(A(z)) + 2; sia

Az)

‘R
R —>C,:z:—>B(x),

sia S = {z € C; B(z) = 0}; indichiamo ancora con R la funzione razionale complessa

Alz)
B(z)

C-D—C,z—

allora si ha

/+0<> R(zx)dx = 2mi Z Res(R;a) .

-0 aceS,Fa>0

Dimostrazione. Si ha

—+oo r
/ R(z)dx = rLHfoo i R(z)dx .

— 00 T

Per ogni r > 0 sia
D,={z€C; |z| <r,Sz>0}.

D, & un dominio lipschitziano e 0D, si scompone in
{z€C; |zl =7, 32 >0}

parametrizzata da
or 1 [0,71] — C,t —> re™
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e [—r,r] parametrizzata da
Uy [-r,r] — Ct — ¢ .

Scegliamo r abbastanza grande in modo che sia {a € S;3a > 0} C D,..

Si ha allora .

R(z)dz = /OTr R(re')rie' dt + / R(t) dt .

oD, —r

Si ha allora

R(z)dz = Z Res(R;a) .

D, a€S,3a>0
Quindi
/ R(re')rie' dt + R(t)dt = Z Res(R;a) .
0

-r a€sS,Ja>0

Si ha R(2)2. 00 25; quindi esiste 7o > 0, esiste M > 0 tale che per |z| > rq si ha
|R(2)| < 3z

Quindi
" ity it " it mM
/ R(re")rie dt‘ < / |R(re**)r| dt < o o 0.
0 0
Quindi
+oo
R(z)dx =27 Z Res(R;a) .
- acesS,Fa>0

Osservazione 25.11.2.1 Considerando al posto del dominio D, il dominio
D, ={2€C; |z| <r 3z <0}

si vede che si ha anche

/+0<> R(z)dr = —2mi Z Res(R;a) .

-0 a€S,Ja<0

Esercizio. Calcolare con il metodo dei residui

o0 1 .
2+17
— 00
Risoluzione. Se z € C, si ha 22 +1 =0 se e solo se z = +i.
Sia 1
R:C—{i,-1} —C,z — —— .
{i, -1} z o
Si ha 1
2 . .
—— =z +1=(z+1)(z—1).
7 (s +0)(z )

Quindi R(lz) ha in 7 uno zero di ordine 1.
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Quindi R(z) ha in 4 un polo di ordine 1.
Si ha (%)/(z) = 2z; Quindi si ha

1
Res(R;1) = %
i

—+o0
1 1
de =27wi— =7 .
2 +1 2i
— 00
Esercizio. Calcolare con il metodo dei residui

+oo 1
——dx .
Im<ﬂ+n2x

Risoluzione. Se z € C, si ha 22 + 1 =0 se e solo se z = +i.
Sia

Quindi

. 1
chf{z,fl}—)C,sz.
Si ha

1 . .
R = D=0

Quindi R(lz) ha in ¢ uno zero di ordine 2.

Quindi R(z) ha in ¢ un polo di ordine 2.
Si ha
1 d 1 —2 1

d
Res(R;i) = lim — (2 — i)?>———— R(2) = lim — =li =5
es(R; i) lim — (z —1) 2112 (2) s (z +1)2 foiiet (z+14)3  4i

Quindi

e 1o
——dx =2 — = — .
o (@241)2 4i 2

+ 1
—————dx.
o x4 —22 41

Risoluzione. Se z € C, si ha 2% — 22 +1 = 0 se e solo se 22 =
Consideriamo ’equazione complessa
s 1 V3

2=+ —1.
2 2

Esercizio. Calcolare

14 V3,
5:‘:72

Si ha \% + §z| =1le %ﬂ' € arg(% + ?z), quindi le soluzioni dell’equazione sono
V3 o1
=4+ — —1 .
z ( 2 + 21

2,2

Consideriamo ’equazione complessa

1 V3.
- 1.
2 2

Si ha \% — §1| =1le 7%71‘ € arg(% + ?z), quindi le soluzioni dell’equazione sono
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Sia
3 1 3 1 3 1 3 1 1
PRSI S CINE VLG RN PR C RS SR C R 11 GRS N S
2 2 2 2 2 2 2 2 24 —2241
Le singolarita di dom(f) con parte immaginaria positiva sono
3 1 1
£-l—fi,—é-‘rfi .
2 2 2 2
Per?—o—%isiha
R(=) 1 1
A=A 2 = ) ) ) )
AL G (R - (R - 50— (F - 3 (4 50)
1 1 1 1
~ V3,1, - e = - = =
2= +50 (V3 44)iV3 z7(§+%i) 3i— 3 27(§+%i)
3i+3 1 V31
—-12 zf(§+%i) 12 4
Si ha quindi Res(R;@—i—%i):—l—‘/g—%i.
Per —@—i—%i si ha
R(=) 1 1
=1 2 = ) ) ) )
AL @ (R4 ) - (R - 50) - (F - 3 (- + 50)
1 1 1 1 3
=y VBiI(VB )z (1 ki 3itVE Lo (B4 L))
3i— /3 1 V3 1,
- 1,y 12 4
12 Z—(—T+§’L)

Si ha quindi Res(R; —§ + %z) = 1—‘/2§ - %
Quindi

—+o0o
1 3 01 V3 1 1
————de=2mi VA VINEE B P PNV P
L atta?41 12 4712 4 2

Per simmetria si ha
+oo 1 +o0 1 -
———dz = — ——dr = — .
o zt+22+1 2 oo zt 422 +1 2

Esercizio. Calcolare
“+o0
1
/ 1 dr .
o Tt

Risoluzione. Se z € C, si ha 26 +1 = 0 se e solo se 26 = —1.
Consideriamo l-equazione complessa

%.

—

28 =—1.
Siha|—1=1emx € arg(—1)); quindi le soluzioni dell’equazione sono
20 = "3
z1 =1

2= 7

0
@
|
|
ol
)
|
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Sia 1
R:C—-{z20,21,22,23,24,25} — C,z2 — ——— .
{20, 21, 22, 23, 24, 25 } 1
Le singolarita di dom(f) con parte immaginaria positiva sono
{20, 21,22} .
Perzgz@ﬁ—%isiha
1 1
R(z) = = ~
) 264+1  (2—20)(z—21)(z — 22)(2 — 23) (2 — z4) (2 — 25) #zo
1 1
(z0 — 21)(z0 — 22) (20 — 23) (20 — 24)(20 — 25) 2z — 20
1 1 4 1 1 1

(L~ L)VBWB+ )32 + 2i)i =0 T 4V3(V343i)i 2—20 3i-3v3i z—20
1 1 1i+V3 1 <\/§ 1i) 1

1
51'_\/5 z—z9 3 —4 z-—2z
Si ha quindi

3 1
Res(R;iJrfi):f@fii.
2 2 12 12
Per z; =i si ha
R(2) 1 1
2) = = ~yszn
2641 (z—20)(z —21)(z — 22)(z — 23) (2 — z4) (2 — 25) —E
1 1
(21 —20)(21 — 22)(21 — 23)(21 — 24)(21 — 25) 2z — 21
1 1 8 1
(L4 102 + 1y ( B+ 3i2i(=B 4+ 82— 4 (F12) i z-=
1 1 1. 1
— =—=q .
61 2z — 21 6 z—z1
]
Si ha quindi
Res(R; i) 1.
es(R;i) = — =1 .
6
Per 222773+%i si ha
R(2) 1 1
z) = = ~Nz—z
2641 (2—20)(z—21)(z — 22)(z — 23) (2 — z4) (2 — 25) o
1 1
(z2 — 20)(22 — 21)(22 — 23) (22 — 2z4) (22 — 25) 2z — 22
1 1 4 1
VB L L0i(— L+ (VB i) = VB A(-VB43i)i =z

3i4+3v3i z—2z2  3i+v3 z—2 3 —4 z—z
Si ha quindi

%
12 12

z— 22

1 1 11 1 1i-V3 1 <\/§ 1,> 1

3

1
Res(R; —73 clyvs_ 1,

1
277 12 12

+oo
1 3 01 1. V3 1 1. 2
SR SR (S E B P P 'L S S RPN G
. w0+l 3

2 120 6 12 12

“+oo 1 +oo 1 .
o 0+l xb +1
—o0

Quindi

Per simmetria si ha

N | =
w |
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25.11.3 Integrale su R di una funzione razionale assolutamente
convergente per ¢'*

Teorema 25.11.3.1 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Vx € R) B(zx) # 0;
sia gr(B(z)) > gr(A(z)) + 2; sia

A(x
R:R—C,z — (z) ;
B(z)
sia o € R; allora lintegrale improprio complesso su un intervallo aperto
+oo )
R(x)e*** dx
—0o0
e assolutamente convergente.
Dimostrazione. Si ha |R(x)e’"| = |R()| ~3— 400 7z; quindi f0+°° R(z)e*® dx &

assolutamente convergente.
. 0 ; R
Analogamente si vede che [~ R(x)e'™® dx ¢ assolutamente convergente.

Teorema 25.11.3.2 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Vx € R) B(z) # 0;
sia gr(B(z)) > gr(A(z)) + 2; sia

. Alz)
R.R‘)C7I4)%,

sia S = {z € C; B(z) = 0}; indichiamo ancora con R la funzione razionale complessa

A
C-D—C,z— (2) ;
B(z)
sia o € R ; allora si ha
+o0 ) )
R(z)e* " dx = 2mi Z Res(R(z)e*“*;a) .
> a€S,Ia>0

Dimostrazione. Si ha

/ R(z)e dx:rgrfoo i R(z)e* " dx .

— 00 T

Per ogni r > 0 sia
D, ={2z€C; |z| <r, 3z>0}.

D,. & un dominio lipschitziano e dD,. si scompone in
{z€C; |z| =7, 32 >0}

parametrizzata da ‘
or 1 [0,71] — C,t —> re™



25.11. CALCOLO DI INTEGRALI 121

e [—r,r]] parametrizzata da
U [-rr] — Cit — ¢

Scegliamo r abbastanza grande in modo che sia {a € S;Sa > 0} C D,..
Si ha quindi

T

/ R(2)e"™* dz = / R(Teit)eiare“ rie’ dt + / R(t)e™ dt .
oD, 0 —r
Si ha

R(2)e* dz = Z Res(R(2)e"*%;a) .

D, a€S,Fa>0

Quindi

/ R(Te”)em’"e“rie” dt+/ R(t)e™™ dt = Z Res(R(2)e"*%;a) .
0

-r a€S,Ja>0

Si ha R(2)2. 00 25; quindi esiste 7o > 0, esiste M > 0 tale che per |z| > rq si ha
R(2)| <

[=[*°
Per ogni ¢t € [0,7] si ha 0 < sint; quindijessendo o > 0, —rasint < 0; quindi
|e—rsint| < 1.

Quindi
Tr . . it . 7\' . . it .
/ R(re™)e're rie' dt‘ < / |R(re™)e' e rie'| dt =
0 0
/71' |R(r€it)eiar(cost+isintT| di — /7T |R(’/‘€it)€iar costefozrsintﬂ dt =
0 0
i X : M M
/ |R(rezt>e—rasmtr| dt < ﬁrﬂ- = ﬂ-T — oo 0.
0
Quindi

+oo
/ R(x)e'™® dx = 27 Z Res(R(2)e'*%;a) .

o0 a€sS,Ja>0

Osservazione 25.11.3.1 Sia a < 0; procedendo nello stesso modo sotto I'asse reale
si vede che si ha

“+ o0
R(x)e'* dx = —27i Z Res(R(2)e"**;a) .

e a€S,Fa<0

Osservazione 25.11.3.2 Supponiamo che A(z) e B(z) siano polinomi a coefficienti
reali.
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Passando alle parti reali e alle parti immaginarie, per o € R} si ha
+o0 4
R(z)cos(oz) de =R (2 Y Res(R(z)e™;a)

i a€s,Ja>0

+o0 )
/ R(z)sin(azx)dx =S | 27 Z Res(R(2)e'*?;a)
-0 acS,Sa>0
Per o <0 si ha

+oo
/ R(z) cos(ax)dr = —R | 2mi Z Res(R(2)e"**;a)

e a€S,I<>0

(§]
+o0 )
R(z)sin(ax)dr = =S | 2mi Z Res(R(z)e"**;a)
- a€S,Fa<0
Esercizio. Calcolare
T cosx
/ 71 dx .
0 e+
isoluzione. Sia z € C; si ha 22 + 1 = 0 se e solo se z2 = —1; quindi se e solo se z = +i.
Risol S C;sihaz24+1=0 1 2 1; quind 1 +
Sia )
e’LZ
f:C-{i,-1} — C,z — .
22 -1
Si ha ) ) L
e’ e e 1.1
z = ~z—i =——1 .
f()z2+1 (22 =i)(z+14) " 2(z—1) 2¢ z=1i

Si ha quindi
1
Res(f;i) = ——1.
2e

toe cosx 1 s
5 dr =R (271'@'(7—1')) =—.
oo TEAH1 2e e

Foo 1 iy
——— cos(2mix) dx = — .
/O 2 +1 (2micz) 2e

Per il teorema sopra si ha

Quindi, per simmetria, si ha

25.11.4 Integrale su R di una funzione razionale per e!“*

vergente

con-

Teorema 25.11.4.1 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Vx € R) B(z) # 0;
sia gr(B(z)) > er(A(x)) + 1; sia

Az)

B(x)

R:R—C,z—
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sia S = {z € C; B(z) = 0}; indichiamo ancora con R la funzione razionale complessa

Alz)

C-D C
—C,z — Bl

sia o € R ; allora lintegrale improprio su un intervallo aperto fj;o R(z)e*® dx ¢
convergente e si ha

+OO . .
R(z)e'** dx = 2mi Z Res(R(z)e*“*;a) .

> a€s,Ja>0

Dimostrazione. Per ogni x1,x2,y > 0 sia
Drl,mg,y = {Z S C, —I1 < %Z < T2, 0 S %Z S y} .

Dy, 4y © un dominio lipschitziano e 0D, 4, si scompone nei segmenti orientati
[y = [~z1,22], T2 = [22, 22 + 1y], I3 = [12 + iy, —21 +1y], ['4 = [—21 + iy, —71].
Scegliamo z1, x2,y abbastanza grandi in valore assoluto in modo che sia

{a € S;%a>0} C Dy gpy -
Si ha allora

/ R(2)e™** dz = 2mi Z Res(R(2)e'*;a) .
oD,

T1,T2,Y a€S,Fa>0
Quindi

/ R(2)e*dz+ | R(2)e"*dz+ | R(2)e"*dz+ | R(2)e'**dz=
Ty Iy I's Ty

2mi Z Res(R(2)e"**;a) .

a€sS,Ja>0

Quindi
/ R(2)e"* dz — 2mi Z Res(R(2)e'*%;a) =
ry

a€s,Ja>0
/ R(2)e"** dz +/ R(z)e"** dz +/ R(2)e"™* dz .
s I's Iy
Si ha quindi

R(2)e™™* dz — 2mi Z Res(R(2)e™*;a)| <

I acS,Sa>0

R(2)e™* dz

Ty

R(2)e™* dz

s

+ R(2)e™* dz

Ty

+
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Si ha R(2) >, 00 i; quindi esiste R > 0, esiste M > 0 tale che per |z|] > R si ha
IR(2)] < M.
Posto

A={z€C; |z| > R}

per ogni z € A si ha |zR(z)] < M.
Supposto x1 > R si ha

R(2)e'**dz| = / R(zo + it)ie' @2~ dt‘ < / |R(zo + it)ie’ ™2~ | dt =
Ty 0 0
Y at Y 1 at
R(xo +it)|e™ dt:/ To + 1t)R(x1 + it —e M dt <
| 1R+ ity @+ iR+ 0
Yy 1 . Y 1 . vy 1 .
M ,efadtzM/ 767th§M/ —e Ydt =
/0 w2 + it 0 a3+t 0 T2
M 1 v M M
oy IR L NS
T « 0 AT (e X i)
Si ha quindi
, M
R(2)e"*dz < — .
Ty QAT
Analogamente si vede che si ha
, M
R(z)e"*?dz < — .
Ty axy

Supposto y > R si ha

Z2 Z2

R(t + iy)elot—ov dt‘ < / |R(t + iy)e' ™t~ Y| dt =

—x1

R(2)e™* dz

I's x1

T2 T2 1
R(t 4y efaydt:efo‘y/ t+iy)R(t +iy)| —— dt <
[ ima i) e R il

xro 1 xro 1 T2 1
efo‘y/ M——m—dt = Me™* 7dt§M67°‘y/ —dt =
] o 2+ 2 —
M(xl + 332)
Y

e Y.
Si ha quindi

/ R(2)e'* dz — 2ri Z Res(R(2)e™*;a)| <
Iy a€S,Ja>0

M M M
LM Mt )

—ay
axg axy Yy
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Per y — +00 si trova

R(2)e™™* dz — 2mi Z Res(R(2)e™%;a)| <

51 acS,Sa>0
M M
T T '
Si ha v v
lim —+ —=0.

(z1,22)—(+00,+00) XT2 axy

Quindi si ha

(z1,22)—=(400,4+00)

lim / R(2)e"* dz — 2mi Z Res(R(2)e'**;a) =0,
Iy

a€S,Ja>0
cioe
zl . .
lim / R(z)e* " dx — 2mi g Res(R(z)e***;a) =0,
(@1,82) = (F00,400) J g, a€8,3a>0
cioe

1

lim R(x)e"® dz = 2mi Res(R(z eio‘z;a .
(3617922)—>(+oo,+oo)/ ( ) T Z ( ( ) )

- a€S,Ja>0

Osservazione 25.11.4.1 Sia o < 0; procedendo nello stesso modo e agendo sotto
l’asse reale, si vede che si ha l'integrale su un intervallo aperto

+o0 )
/ R(x)e*** dx

— 00
e convergente e si ha
+oo ) )
R(z)e" " do = —2mi Z Res(R(2)e"*?;a) .

-0 a€S,Fa<0

Osservazione 25.11.4.2 Supponiamo che A(z) e B(z) siano polinomi a coefficienti
reali.
Sia o € R*.
Passando alle parti reali e alle parti immaginarie si vede che gli integral;i impropri su
un intervallo aperto
—+oo “+oo
R(zx)cos(ax)dx e R(z) sin(ax) dx

— 00 — 00

sono convergenti.
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Per oo > 0 si ha

“+o0
R(z) cos(ax)de =R | 2mi Z Res(R(2)e"*;a)

> a€s,Ja>0

+o0
/ R(z)sin(ax) dz = S | 2mi Z Res(R(2)e"**; a)

- a€s,Ja>0

Per o < 0 si ha

+oo
R(z)cos(ax)dr = —R ( 2mi > Res(R(2)e"**;a)
- a€8,3<>0
e
+o00o
R(z)sin(ax) dr = =S | 271 Z Res(R(2)e'; a)

a€s,Ja<0

25.11.5 Valore principale di un integrale improprio

Definizione 25.11.5.1 f : R—{0} — C; sia f continua; si dice che l'integrale
1MProprio fj;: f(t)dt ammette valore principale in 0 se

1. lintegrale improprio f__olo f(z)dz é convergente;

2. lintegrale improprio f;roo f(x)dx é convergente;
3. la funzione

]01[—>R(5—> f d:c+/f

e convergente in C per § — 0;

/—1+hm</ fla d:z:+/f dx) / f(z) dx

st chiama valore principale dell’integrale improprio di f su R in 0 e si indica

pr.v. /+00 f(z)dx .

— 00

i tal caso

La definizione si generalizza al caso di una funzione definita su un intervallo, privato
di un numero finito di punti.
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25.11.6 Valore principale dell’integrale di una funzione razio-
nale per ¢“* in un polo semplice

Teorema 25.11.6.1 Siano A(z), B(z) polinomi complessi; sia (Yx € R*) B(z) # 0;
sia B(0) = 0; sia gr(B(z)) > gr(A(z)) + 1; sia
R:R*—C,z— Alz) ;
B(x)
supponiamo che R abbia un polo semplice in 0; sia S = {z € C; B(z) = 0};
indichiamo ancora con R la funzione razionale complessa

Alz)

-D
C —>C,z—>B(z),

sia o € R ; allora ’integrale improprio fj;o R(z)e™ dx ammette valore principale e
st ha
oo , . 1 ,
pr.v. R(z)e* " dx = 2mi Z Res(R(z)e*“*;a) + iRes(R(z)ew‘Z; 0)

> a€sS,Ja>0

Dimostrazione. Per ogni 1,22,y > 0 > 0 e tali che —x1 < = e § < x4 sia
Dy goys ={2€C; —21 <Rz <22, 032 <yt U{ze€Cslz| <6, 2 <0}.

Dy, 4s.y,6 € un dominio lipschitziano e 0Dy, 4, 4,5 si scompone nei segmenti orientati
Iy = [0,22], a2 = [w2,20 + ty], s = [w2 + iy, —x1 + iy], T4y = [—z1 + iy, —x1],
I's = [—x1,—¢] e nella semicirconferenza I's = {z € C; |z| = §, Sz < 0} di punto
iniziale —¢§ e punto finale 4.

Scegliamo x1,zo abbastanza grandi e y abbastanza piccolo in modo che sia {a €
S;8a >0} C Dy, gy oy

Si ha allora

/ R(2)e'** dz = 2mi Z Res(R(2)e'*;a) + Res(R(2)e'*;0)
aDml,zz,y,é

a€S,Fa>0

Quindi

/ R(2)e™* dz + / R(2)e"* dz + / R(2)e™*dz + [ R(2)e"**dz+
Ty Ty I's Ty

/ R(z)e"*dz+ | R(2)e'**dz =
I's Ts

2mi Z Res(R(2)e'*; a) + Res(R(2)e'™*;0)
a€eS,Fa>0
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Esiste ¢ analitica in un intorno di 0 tale che

Res(R(z2)e'**;0)

R 1z —
(2)e -

+g(2).

Per 0 abbastanza piccolo si ha quindi

/FG R(2)e"** dz = /FG (Res(R(zz)emZ;O) +g(z)) dz =

Res(R(2)e**;0)
I's z
Quindi

dz —|—/F g(2) dz = miRes(R(z)e'**;0) +/1‘ g9(2)) dz .

/ R(2)e™* dz + / R(z)e**dz+ | R(2)e"*dz+ | R(2)e"** dz+
Ty Ty I's Ty

/ R(2)e"* dz + miRes(R(2)e'**;0) + / 9(2))dz =
s

I's

27Ti< Z Res(R(z)eiaz;a)—&—ReS(R(z)eio‘z;O)) .

a€S,Ja>0

Quindi

/ R(2)e"* dz + / R(2)e"*dz+ | R(2)e**dz+ | R(2)e'“*dz+
Ty Ty I's Ty

/r5 R(z)ei* dz+/ 9(2)) dz =

Ts

27ri( Z ReS(R(z)emz;a)+;RGS(R(Z)eiaz;O)> |

a€s,Ja>0

Quindi
/ R(2)e**dz+ [ R(2)e'** dz—
Ts I
2mi ( Z Res(R(2)e"**;a) + ;Res(R(z)emZ;O)> =
a€S,Ja>0
—/ R(2)e"* dz —/ R(2)e"* dz —/ R(2)e"** dz —/ g(z)dz .
Fg F3 F4 FG

Quindi

R(2)e™* dz + / R(z)e"** dz—

INY

T's
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2mi | ) Res(R(2)e"**1a) + Res )€l 0)

a€S,Ja>0

R ZQZ dZ
T4

R(2)e"* dz| + R(2)e"* dz| +

/

FQ I‘3

Procedendo come nella dimostrazione del teorema sopra si trova

R(2)e"*dz+ [ R(2)e'** dz—
s ry

2mi [ ) Res(R(2)e"*%;a) + Reb(R 0) || <

a€S,Fa>0
M M M
L2 Me—ay + / 9(2) dz
axy [eH5)) Yy Ts
Si vede facilmente che
li dz| =0;.
530 /1“6 9(z) dz '

Quindi, passando al limite per y — 0o e per § — 0 si ha

/ R(2)e"* dz +/ R(2)e"* dz—
F5 Fl

2mi Z Res(R(z)e"*;a) + Res(R( el 0) || <

a€sS,Ja>0

M M

axy ax9g

Poi si procede come nel teorema sopra.

Osservazione 25.11.6.1 Sia o < 0; procedendo nello stesso modo e sotto l'asse
reale, st vede che si ha

“+o0
pr.v. R(z)e"" dx = —2mi Z Res(R(2)e"*;a) + Reb(R( )e'*%: 0)

- a€eS,Fa<0

Osservazione 25.11.6.2 Supponiamo che A(z) e B(z) siano polinomi a coefficienti
reali.

Sia a € R*.

Passando alle parti reali e alle parti immaginarie si vede che gli integrali impropri su
un intervallo aperto

+oo +oo
R(z) cos(ax)dx e R(z) sin(ax) dx

— 00 — 00
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ammettono parte principale.
Per a > 0 si ha

pr.v. /+O<> R(z) cos(ax) dx =

— 00

; 1 )
R | 27 Z Res(R(z)ew‘z;a)+§Res(R(z)ew‘z;0)

a€S,Ja>0

pr.v. /+OO R(z)sin(ax) dz =

— 00

) 1 )
Slomi Y Res(R(2)e'**; a) + 5 Res(R(2)e™*; 0)

a€S,Ja>0

Per o« < 0 si ha
+o00

pr.v. R(z) cos(ax) dx =

—0o0

“R|2mi Y ReS(R(Z)em;a)+%Res(R(z)eiaz;o)

a€s,I<>0

pr.v. /+°0 R(z)sin(ax) dz =

— 00

; 1 .
=3 | 2m Z Res(R(z)ew‘Z;a)—i—iRes(R(z)emZ;O)

a€eS,Fa<0

Il teorema si generalizza al caso di funzioni razionali aventi un numero finito di poli
sull’asse x tutti semplici.

Teorema 25.11.6.2 L’integrale improprio fj:oo % dx ammette valore principale e

st ha
+oo eiw
pr.v./ —dxr =i .

o T
Dimostrazione. Infatti la funzione % ha un polo semplice in 0 e si ha Res(%, 0)=1.

Teorema 25.11.6.3 L’integrale improprio fOJrOO % dx & convergente e si ha

+0oo o
S x ™
de = — .
0 X 2
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e

— 00 x

Dimostrazione. Per il teorema sopra dx ammette valore principale uguale a

im.
Quindi la parte immaginaria [~ #22Z dz ammette valore principale uguale a 7.
—0o0 x

e s .. .0 +00 & .
Quindi gli integrali impropri fioo tdr e fo S2-L dx sono convergente e si ha

O sing T ginx

dxr + der=m.
O ginx T ging

dr = dr
o T 0 z

+00
sin x
2/ de=m.
0

xT

Per simmetria si ha

Da sopra si ricava dunque

Da cio la tesi.

Esercizio. Siano a,r > 0; dire se

400 .
X sin ax
-5 dx
0 xre —7r

ammette valore principale e in caso affermativo determinarlo.
Risoluzione. Sia

Zezaz

f:CAr,—1} —C,z — ——— .
22 —r

Sia R(z) la funzione razionale complessa

Si ha gr(z? — r2) = 2 e gr(z) = 1; quindi gr(z2 — r2) = gr(z) + 1.
Si ha
1 22—r2  z2—-r)(z+7)

Re) = 2
1

quindi 136 ha in £7 uno zero di ordine 1; quindi R(z) ha in %7 un polo di ordine 1.

too relar
— dx
22 — a?
— 00

Quindi per il teorema sopra

ammette valore principale e si ha

too iax 1 1
pr.v. 2 de =2 (7Res(f; r) + =Res(f; —7’)) .
22 — a2 2 2
— 00
Si ha
zetaz zelaz retar 1 .
R 5 =1 - =1 - —— =1 = — Zetor —
es(fim) z1—>mr(z nf(z) zinr(z ") (z=r)(z+7) ooz +r 2r 2°
1
E(cos(ar) + isin(ar))
e
iaz iaz _re—tar 1 .
Res(f;—r) = lim (z+47r)f(z) = lim (z+7r) LT AL g
Z——r z——r (z=7)(z+7T) z2o-rz—T —2r 2



132 CAPITOLO 25. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

1
i(cos(ar) — ¢sin(ar)) .
Si ha quindi

too iax
pr.v. / re dr = 2mi (i(cos(ar) + isin(ar)) + i(cos(ar) - isin(ar))) = wcos(ar)i .

22 — a2
“+oo . .
z sin(iax)
——dz
22 — a2
— 00
ammette valore principale e si ha

Ty sin(az)
pr.v./ ——— dx = cos(ar)i .

22 — g2

e}

Passando alla parte immaginaria

oo

0 e g +oo ..
z sin(iax) z sin(iax)
———-dxe ———=dx
z2 —a? x2 —a?
—o0 0

ammettono parti principali; per simmetria si ha
0 . oS} .
z sin(ax) oy sin(ax)
pr.v. % dx = pr.v. % dx .
T4 —a T4 —a
—o00 0
+oo . +oo .
z sin(ax) zsin(ax)
pr.v. ————dx =2 pr.v. ——Fdx
22 — g2 22 — g2
— o0 0

400 . “+ o0 .
z sin(ax) d 1 z sin(ax) d T (ar)
V. ——Fdz= = | prv. ———tdz | = = cos(ar) .
P 0 z2 — a? 2\P o ¥2—a? 2

25.11.7 Lemma di Jordan
Teorema 25.11.7.1 Sia z € [0, 5]; allora si ha

Quindi

Quindi

Quindi

. 2z
sinx > — .
T

Dimostrazione. Infatti la restrizione del seno a [0, %] & convessa; quindi per ogni
t €[0,1] si ha sin(t5)get; posto x = t7, si ha sinz > =,

Nel teorema che segue si utilizza il fatto che una funzione continua a tratti su un
intervallo compatto & limitata e che una funzione continua strettamente positiva su
un intervallo compatto ammette minimo, strettamente positivo.

Teorema 25.11.7.2 Lemma di Jordan. Sia A C C; sia f : A — C; sia f
continua; sia R € RY ; sia o € RY ; sia p : [0,71] — R; sia p di classe C' a tratti;
sia (Yt € [0,7]) p(t) > 0; sia

¢r : [0,7] — C,t — Rp(t)e" ;
sia pr([0,7]) C A; sia
D = {t € [0,2n]; p derivabile in t} ;
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sia M' € R ; sia

(Vt € D) %p(t)eit < M’;
L
m = tg[ggr] p(t);
allora st ha ,
[ et < T s (1)
er

QM zep([0,7])
Dimostrazione. Sia

Mg = sup |f(z)].
=€p([0,))

Tenendo conto del teorema sopra,si ha
/ e f(2)dz
PR

r

eiaRp(t) cost

T i : d ;
/ ezaRp(t)e tf(Rpelt)pr(t)elt dz

<

| N wod
ezaRp(t)(cos t41isin t)f(Rpelt)R7p(t)€lt

7 dz <

p(t)e'| dz <

r

MRM/R/ efaRp(t) sint dz < MRM/R/ efaRmsint dz =
0 0

3 . u .
MRM/R (/ e—aRmsmt dz +/ e—aRmsmtdZ> _
0 3

™

El ) Bl )
2MrM'R / e-ofmsint g, < DMrM'R / e OBmIt gy =
0 0

. ‘e—aRp(t) sint

" d
ApCpe| |8 [

2MpM'R |~ e Rt T oM ar
rMR 204Rme 0 R R2aRm

M/
IMpM'R—— = ™% ppy
2aRm am

7T (1 _ eaRm) <

Teorema 25.11.7.3 Sia A C C; sia f : A — C; sia f continua; sia R € R ; sia
a € RY; siap:[0,7] — R; sia p di classe C' a tratti; sia (V¢ € [0,7]) p(t) > 0; per
ogni R € R* sia

¢r : [0,7] — C,t — Rp(t)e" ;
per ogni R € R* sia pr([0,7]) C A; sia f convergente per z — oo e sialim, o f(z) =
0; allora la funzione

R? — R,R — e f(2) dz
PR
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e convergente per z — o0 e si ha

lim e f(2)dz=0.

Z—r00
Dimostrazione. Si ha infatti limp—ec SUP.cy (0,7 |f(2)] = 0.

Osservazione 25.11.7.1 Il teorema sopra si estende al caso in cui esista B C R%
non limitato superiormente tale che per ogni R € B sia ([0, 7]) C A4;

Teorema 25.11.7.4 Sia A C C; sia f: A — C; sia f continua; sia R € R ; sia
a € Ry p:[0,m1] — R; sia p di classe C' a tratti; sia (Vt € [0,7]) p(t) > 0; per
ognt R € R* sia

¢r:[0,71] — C,t — Rp(t)e' ;

per ogni R € R* sia pr([0,7]) C A; sia f convergente per z — 0 e sia lim, o f(2) =
0; allora la funzione

R —R,R— | €**f(2)dz
PR
e convergente per z — 0 e si ha

lim / e f(2)dz=0.
PR

Z—00
Dimostrazione. Si ha infatti limp—,0 SUp.c, (0,7 [f(2)] = 0.

Osservazione 25.11.7.2 Il teorema sopra si estende al caso in cui esista B C R%
tale che 0 € B e tale che per ogni R € B sia ([0, 7]) C A4;

Osservazione 25.11.7.3 Sia a < 0. Quanto visto sopra vale anche per la traiettoria

op: [-m,0] — R,t — Rp(t)e"

/g;R e f(2)dz .

Osservazione 25.11.7.4 Sia o > 0. Quanto visto sopra vale anche per la traiettoria
T 3

¥R [57 571—} — th — Rp(t)eit

/W % f(2) dx .

Osservazione 25.11.7.5 Sia a < 0. Quanto visto sopra vale anche per la traiettoria

per l'integrale

per l'integrale

[—g, g — R,t — Rp(t)e™

/m % f(2) dx .

PR

per l'integrale
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25.11.8 Limite dell’integrale su un arco in un polo semplice

Teorema 25.11.8.1 Sia A un aperto di C; sia a € A; sia f: A—{a} — C; sia f
analitica; supponiamo che f abbia in a un polo semplice; sia R € R*; sia B(a, R) C A;
siano a, f € R; sia o < B; per ogni r €]0, R[ sia

gpr:[a,b’]—>C,t—>a+Te“;

allora la funzione

10, Rl— C,r —>/ £(2) dz

r

e convergente per r — 0 e si ha
limo f(z)dz = (B — a)iRes(f,a) .

Dimostrazione. Esiste g : B(0, R) — C analitica tale che per ogni z € B(a; R)

fz) = BBy

zZ—aQ

Per ogni r €]0, R[ si ha quindi

[ 1= /o (Res(f;“) +g(z)> dz =

[ Rt |

r r

B
g(2) dz:Res(f;a)/ #ire“dt—i—/ g9(z))dz = .
Res(f:a)i(5 ) + [ g(a))ds

T

La funzione g ¢ limita su B'(a, R); esiste M € R tale che per ogni z € B'(a, R) si ha

lg(2)] < M.
Si ha
/ g(z)dz

B . B .
/ gla+ret)ridt| < / lg(a +re™)|rdt <
« «

B
/ Mrdt=Mr(8—a) —-00.

Si ha quindi

%gr(l)/ g(z)dz=0;.

r

Si ha quindi
lim/ f(z)dz = (8 — a)iRes(f,a) .
or

r—0
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. 12
25.11.9 L’integrale [;™° 52~ dy
Teorema 25.11.9.1 La funzione

sin®

f:[0,+oo[—>R,x—>{ 1w2

perx >0
perxz =0

é assolutamente integrabile su [0, +oo] e si ha

+o0 T
/0 f(a:)dx:§.

Dimostrazione. La funzione f & continua e per ogni > 0 si ha

sin? x sin2m< 1
2 | = 2 = 2"

x x x
Quindi f e assolutamente integrabile.
Analogamente si vede che la funzione
sin’ @ per z <0
f1:]—00,00 —m R,z — z?
1 perz =0

¢ assolutamente integrabile su | — oo, 0][.

Per simmetria si ha N 0
/ f(m)dx:/ fz)dx .
0 —00

sin? z
fo:rR— R,z — 3 22 per z 7# 0
1 per x =0

Quindi la funzione

& assolutamente integrabile su R e si ha

/Jroon(x)dx:/_Omfl(m)d$+/0+oof(x)dx:2/0+00f(x)dx_

— 00

Quindi si ha

Per ogni z € R* si ha

sin®z  1—cos(2z) 1§R 1— g2
r2 222 ) z? '
Sia .

1— 627,:6

g:R*"— C,z — 5
x
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Per ogni z € R* si ha

1
fa(z) = 22 = 5%(9(95)) .
Proviamo che l'integrale fjoos g(z) de ammette valore principale in 0.
Siar € R7.
Si ha per |z| > r

1_e2ix 1+|_62im|_2

Quindi gli integrali impropri f__oro g(z)dx e fjoo g(x) dx sono assolutamente conver-
genti e quindi convergenti.

Quindi [ _+:Oo g(x) dz ammette valore principale se e solo se la funzione

10,r[— R,e — h g(z)dx + /T g(x)dz

-

e convergente per € — 0 e in tal caso si ha

pr.v /J:og(x) dx = /O:g(x) dx+ali_r>% (/;g(x) dx + /ETg(:c) d;z:> +/T+<>° g(x)dz .

Per ogni e € R%, € <, sia
D,.={2€C; e<|z|<r,Sz>0}.

D, . ¢ un dominio con bordo di classe lipschitziana e 0Dy, 4,4, Si scompone nel
segmento orientato I'y = [e, r], nella semicirconferenza orientata I's = {z € C; |z| =
r, $z < 0} di origine r e punto finale —r, nel segmento orientato I's = [—r, —¢], nella
semicirconferenza orientata I'y = {z € C; |z| = ¢, Sz < 0} di punto iniziale —¢ e
punto finale €.

Indichiamo ancora con ¢ la funzione

1— eQiz

C"—C,z —
22

Siha D, C C*.
Si ha quindi

/ g(z)dz=0.
oD,
Si ha quindi

Aﬂ@ﬁ+£ﬂ@ﬁ+£ﬂ@ﬁ+ﬁﬁ@ﬁu

/F1 g(z)dz = /:g(m)dxdx,

Si ha
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Aﬁ@w=[¢wm,

[ ari=-[ g,
F4 7F4
Si ha quindi

/Erg(CB) d:rder/Erg(:c) dr = /mg(z) dz/rzg(z) d- |

) R L L —2iz
lim zg(z) = lim = lim
z—0 z—0 z z—0 z

Si ha

=-2.

Quindi ¢ ha in 0 un polo di ordine 1 con residuo —2:.
Una parametrizzazione di —I'y €

@ :[0,7] — C,t — e’ .

Per il teorema sopra si ha

lim g9(2)dz = wi(—2i) = 27 .

e—0 T,

gii% </Erg(3:)d1:dx+/ig(as)dx) =27T—/FQg(z)dz.

Quindi fj—;o g(x) dz ammette valore principale in 0 e si ha

pr.v/:og(x)dx—/:g(x)d:v+27r/Fzg(z)der/rJroog(x)dx.

Essendo fjloo g(x) dz convergente, si ha

im [ g(z)dr= lim (/_1g(x)dx—/_rg(x)dx>:

r—+oo J_ r—+00

Si ha quindi

0o — 00 -1
-1 -1
/ g(z)dx — / g(x)dr =0
Analogamente si ha
“+oo
[ oo

Si ha
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Una parametrizzazione di I'y ¢ la funzione

Y :[0,71] — C,t — re’t .

™ ™
1 o 1
/ 5 2.tme”dt g/ T
o T°et o |T

Si ha quindi

1
I,

Si ha quindi

25 i| dt = fracmr —, 15 0.

lim idzz().

r—+00 Iy 2;2

Si ha lim, o Z% = 0; quindi per il lemma di Jordan si ha

lim 5
r—-+o00 Ty z

Si ha quindi
lim g(z)dz = 0.

r—+00 s

Da sopra passando al limite per r — +00, si trova

+oo
pr.v/ g(x)de =27 .

—00

Si ha quindi

+oo +oo +oo
/ fa(z)dx = pr.v/ fa(zx) d:rpr.v/ —Rg(x)dx =

— 00 — 00

lgcg /+oo (z)d _12 —
¥t | pr-v 7oogx T|=32m=m.

+oo +o00
[ pwa=g [ pwa=3.

Si ha quindi

Esercizio. Siaa € R*;

o calcolare

™ .
rsinz
2—dx,
o 14+ a® —2acosx

dove, per a = 1 la funzione da integrare ¢ il prolungamento continuo di =~22Z

2—cosx

, con z €]0, 7], in 0.

Risoluzione. Per ogni z € C, si ha

se e solo se
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quindi se e solo se esiste k € Z tale che

—iz = loga + 2kmi .
ciot se e solo se esiste k' € Z tale che

z=iloga+2k'm .

Sia
f:C—{2kz+iloga; k€eZ} —C,z — —— .
a—e '*
Per ogni h € R, h > loga sia
Dy, = [—m, 7] x [0,h] .
y

Dy,

L’insieme Dy, & un dominio lipschitziano di C,
Sia I'1 il segmento [—m, 7], orientato da —m a m; sia I'g il segmento |7, 7w+ ¢h], orientato da 7 a 7+ th;
sia I's il segmento [ + th, —m + ih], orientato da 7 + ith a —7 + ih; sia I'y il segmento [—m + ih, —7],
orientato da —m + th a —m.
Si ha

ODp =T1+To+T3+T4.

/ f(z)dz:/ f(z)dz+/ f(z)dz+/ f(z)der/ f(z)dz.
aDy, Ty Ty T3 Ty

Una parametrizzazione di I'; &

Si ha quindi

z=xx € [—mpi .

f(z)dz = — % = ;dﬂﬁ
ry o a—e o a—cosx +isinx

Una parametrizzazione di I'y &

Si ha quindi

z=m+iyy € [0,h].
Si ha quindi

h . h . h .
T+ iy . . T+ iy . T+ 1y
z)dz = ————idy =1 ——dy =1 d
ﬂ 1@ /0 a— e—itntiy) Y /0 a— e—irty Y /0 a —eY(cosm — isinm) v
2

hﬂ+i h 1 h
7 ydy:iﬂ' dy — Y dy .
o ateY o atey o atey

Una parametrizzazione di —I's &

z=a+iha € [—m,pi] .
Si ha quindi

i z +ih T z +ih
/rsf(z)dz_/raf(z)dz_/waemwdm‘/,raemmdl"—
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T x +ih
- — dx
__a—ehl(cosz+isinz)

™

Una parametrizzazione di —I"4 &
z=—-m+iyy € [0,h].
Si ha quindi

h . h ,
[ rea= [ i [ iy [
r, _r, 0 a—e o a—¢

" —r i M r g "o "
—1 y' - dy = —1i 7ydy:i7r dy + Y dy .
o @—eY(cosm+isinm) o oatev g atey o, atey

Si ha quindi

f(z)dz =

oDy,

T = h 1 h
/ —”d:c-&-iﬂ’/ dy—/ Y dy+
a— Ccosx +1sinT a+eY a+ ey
- 0 0
T h h
ih 1
— ha:—l—z — dz + im —dy + Y dy = .

_,a—el(cosz +isinz) g ate¥ g atey

T x " 7 x +ih
—————dz + 2i7 dy — — dx
_,a—cosztising g atev _ . a—eh(cosz +isinx)

Nell’integrale th ﬁ

y = h, si ha t = e. Si ha quindi

h
by e ST L
, atey v= . ttat

11 A JrB
t+at t4+a t

dy poniamo e¥ = t; si ha y = logt; quindi % = %; per y=0, si ha t = 1; per

Esistono A, B € R tali che

Per ogni t € R si ha

1=At+B(t+a).
Per t = 0 si ha 1 = Ba; quindi B = %; per t = —a si ha 1 == Aa; quindi A = f%;
Si ha quindi

1 1 11 1 1

a+t2:5¥ ;t—l-a-

Si ha quindi

oh oh
1 1 11 1 4 1 1 t ¢
—dt = (7777 ! )dtzf[logtflog(tJra)]ih:f{log ]
1 t+at 1 at at+a a a t4+alq
L el ) 1
— | log ——— —log —— | .
a geh—l—a gl—l—a
Si ha quindi

, P 1 eh 1 1 1 log(l+a
lim dy= lim —|log—— —log— |=——log——= ———.
h—too [ a+eV h—too a eh +a 1+a a 1+a a

Calcoliamo

U .
. x + ih
lim — dx .
h—+oo | a—eh(cosz —isinz)
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Per ogni z € [—m, 7] e per ogni h > loga, si ha

x +th < || + |ih| < T+h _7:1+h

a—el(cosz —isinz)| = ||ef(cosx —isinz)| —|a] | ~ |eh —a]  er—a’

Si ha limj,_y 4 oo 2% = 0; quindi esiste ho €]loga, 40| tale che per ogni h € R, h > hg si ha

er—a

mth <,

eh—a =
Per ogni o € [—,pi] si ha & <} 100 th, si ha @ <100 €(cosz — i~ 2); si ha h <100 el; per
il teorema della convergenza dominata, si ha quindi

™ . s .
i x +ih . x + ih
lim — dx = lim — dr =
h—too | a—el(cosz —isinz) L h—+oc a—el(cosx —isinz)

" ih " h i "
lim ——————————dzx = lim ————————dr = 0dr=0.
_ h—+oo el(cosz — isinz) _ h—+oo el cosz —isinz 3

™

Si ha quindi

K
log(1
lim f(z)dz = %dz’—i—%ﬁlw .
h—+o00 oD, _x @—COST +isinT a

Supponiamo 0 < a < 1.
Si ha loga < 0; quindi ¢loga & Dy,; da cid segue subito che Dy C dom(f). Per il teorema di Cauchy

per ogni h €]0, +o0o[ si ha quindi
/ f(z)dz=0.
8Dy,

Si ha quindi
T x log(l+a
——— dx + 2mi =0.
_p @—cosxtisiny a
Quindi
T
log(1
L S G
_p @—cosT+isinz a
Si ha

e ™ ..
x z(a — cosz — isinz)
———dx = — —— dr =
, a—cosz+isina , (@—cosz +isinz)(a—cosz —ising

™ . .
/ z(a — cosz) — iz sinz) de —

(a — cosx)2 + sin? z

-

s .
(a — cosz) ) zsinz
2 2 PG Y 3 —3 dr =
_. \a®+cos?x —2acosx +sin”x a® + cos® x — 2a cosx + sin“ x

T z(a—cosx) T rsinz
—————dx —1 ———dx .
_.1+a?—2acosw _.1+a?—2acosx

Quindi da sopra, uguagliando le parti immaginarie, si ha

T
i log(1
_ zsinz de = —9m og(l+a) .
_. 1+a®>—2acosw a
Quindi
7 zsinz dz = 2 log(1+ a) .
_ . 1+a%—2acosz a

La funzione da integrare & pari; si ha quindi

™ . ™ .
zsinz 1 zsinz log(1+ a)
——————dr = — —_— —dr=7"———~ .
0 14+ a2 —2acoszx 2 ﬂ1+a2—2acosx a
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Supponiamo a > 1.

Si ha log a > 0; quindi ¢loga € Dj; da cid segue subito che Dy —{iloga} C dom(f).
Determiniamo Res(f;iloga).

Per ogni z € dom(f) si ha

z z z z

f(z) = =

a — e~ 1% a — e—i(2—iloga+iloga) - a — e—i(z—iloga)+loga - a — ge—(z—iloga)

1 z _ 1 iloga 1 loga
ae—iz—iloga)—1 ~Filesa ™ —i(z —iloga) a(z—iloga)

Si ha quindi

1
Res(f;iloga) = oea
a

Per il teorema dei residui per ogni h €]0, +oo[ si ha quindi

It
f(z)dz = omi 282
8Dy, a
Si ha quindi
T T log(1+a loga
—dz + 2 ————— = 2w —— .
_ﬂa—cosx—i—zsmm a a

Quindi

T T 1 1+a
—— X dx = —27i—log .
_p @—COST tisinzT a a

Quindi, uguagliando come sopra le parti immaginarie, si ha

T rsinx 1 l14+a
7/ ——————dx = —27—log .
a

_.1+4+a®—2acosz a
Quindi
" Tsinx 1 1+a
————dz = 27— log—— .
_ . 1+a*>—2acosz a a

La funzione da integrare & pari; si ha quindi

v . v .
rsinT 1 xsinx ™ 1+a
——dzx = - ————dzx = — log .
o 1+ a2 —2acoszx 2 ﬂ1+a272acosx a a

Supponiamo a = 1.
Per ogni z € [—m, 7] si ha

rsinz _ zsinz 1 zsinx
1+a2—2acosx 2—2cosz  21—cosz
Si ha
1 xsinx o1 22
lim — lim -—— =1
z=021—cosz 202 5x2
Posto
L o
g:[-m— R,z — 3i-coss Pore#0 ,
1 per z =0
occorre calcolare fow g(z) dz, indicato con foﬂ %.fiscigszz dx.
Calcoliamo fjﬂ g(z) dz, indicato con fjﬁ %% dx
Per ogni z € dom(f), si ha f(2) = —2=.
Si ha 0 ¢ dom(f) e
1
lim f(2) = lim ———— = lim ——— = ~ = —i .

2—0 z—=0 e —1 20 —iz %

143
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Quindi f ha in 0 una singolarita rimovibile; sostituendo f con il suo prolungamento analitico in 0,
si procede come nel caso 0 < a < 1.

Si trova
s .
1 zsinz
———dx =27mlog?2.
- 21—cosz

La funzione da integrare & pari; si ha quindi

"1 zsinz
/ ———dr=m7log2.
0

21— cosx



Capitolo 26

Trasformata di Fourier

26.1 Spazi topologici

26.1.1 Spazi topologici

Diamo una definizione astratta di spazio topologico; particolari spazi topologici saranno poi RV, R,
Ry eRen. o
Sistema di intorni. Sia X un insieme; sia

U: X —7P(PX));
si dice che U/ € un sistema di intorni in X se si ha
1. (Vz € X)(z € Uz);
2. Ve e X)(UelU,, UCV CX)=>V ElUy);
3. Mz e X)(U,V ey =UNV €Uy);
4. (Vz € X)(VU € Uz)(BV € Uz)(Vy € V(U € Uy).

Spazio topologico La coppia (X,U) si chiama spazio topologico di sostegno X e di sistema di
intorni U.

Per abuso scriveremo spazio topologico X al posto di spazio topologico (X,U).

Le coppie (RN,Z/{RN), (R, L{ﬁ), (Sn,Usy ), (R,Uy), (R,U_y) sono spazi topologici.

Sistema fondamentale di intorni. Sia X uno spazio topologico; sia € X; sia U, 'insieme degli
intorni di z; sia V, C Uz; si dice che V; & un sistema fondamentale di intorni di x se

(VU eUy)(AV €Vy) V CU .

L’assegnazione per ogni z € X di un sistema fondamentale di intorni di « determina univocamente
il sistema di intorni.

Insiemi aperti, insiemi chiusi, interno, chiusura frontiera, punti isolati, funzioni contin-
ue, omeomorfismi. Come in R per ogni spazi topologico di danno le nozioni di insieme aperto,
di insieme chiuso, di interno, chiusura, frontiera di un insieme, di punti isolati di un insieme, di
funzione continua, di omeomorfismo.

Si dice che due spazi topologici X e Y sono omeomorfi se esiste un omeomorfismo f’X — Y.

Sy & omeomorfo a {x € RV, ||z|| = 1}; per questo motivo Sy si chiama sfera N-dimensionale.
Topologia. La topologia di uno spazio topologico & I'insieme degli aperti dello spazio. La topologia
determina univocamente il sistema di intorni.

Insiemi densi. Sia X uno spazio topologico; sia A C X; si dice che A & denso se A = X.

Ad esempio Q ¢ denso in R.
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146 CAPITOLO 26. TRASFORMATA DI FOURIER

Spazio topologico indotto. Sia X uno spazio topologico; sia Y C X sia b € Y; scegliendo come
intorni di b in Y gli intorni di b in X intersecati con Y, resta definito un sistema di intorni in Y7 il
corrispondente spazio topologico si dice spazio topologico indotto su Y dallo spazio topologico X.
Considereremo Y canonicamente dotato di tale sistema di intorni.

Spazio topologico prodotto. Siano X e Y due spazi topologici; sia (a,b) € X X Y; scegliendo
come intorni di (a,b) in X x Y gli insiemi contenenti U, X V3, con U, intorno di a in X e V}, intorno
di b in Y resta definito un sistema di intorni in X X Y7; il corrispondente spazio topologico si dice
spazio topologico prodotto dello spazio topologico X e dello spazio topologico Y.

Spazio topologico di Hausdorff. Si dice che uno spazio topologico X & uno spazio topologico di
Hausdorff se per ogni z,y € X, x # y, esiste U in torno di z, esiste V intorno di y tali che UNV = (.
Convergenza e limiti. Siano X,Y due spazi topologici; sia A C X; sia a € A; sial € Y la nozione
di convergenza f —, [ vista da anche nel caso generale. Se Y ¢ uno spazio di Hausdorff e se f ¢
convergente in a, allora esiste uno ed un solo [ tale che f —, I; dunque quando Y & uno spazio di
Hausdorff si da la nozione di limite.

Convergenza per una successione. Sia X uno spazio topologico, (an)nen €l € X; si da in
particolare la nozione di an, —n—o0o | € per X spazio di Hausdorff di limy,— 00 an-

Confronto asintotico Sia X uno spazio topologico; sia A C X; sia a € A; analogamente a quanto
visto, si danno le nozioni di confronto asintotico per funzioni f : A — RN per z — a.

Topologia della convergenza semplice Sia X uno spazio topologico e sia A un insieme; Per ogni
f € XA e per ogni F C A, F finito e per ogni (Ua)qer famiglia di sottoinsiemi di X tale che per
ogni a € F, U, sia un intorno di f(a), poniamo

U(f,F,(Ua)aeF) = {g € XA; (va’ € F)g(a) € Ua} )

come intorni di f scegliamo i sottoinsiemi di X4 contenti almeno un insieme del tipo
U(f, F,(Us)acr). Resta cosi definito un sistema di intorni in X#; la corrispondente topologia si
chiama topologia della convergenza semplice (o puntuale).

Sia (fn)nen una successione di X4; sia f € XA, allora f, — f rispetto alla topologia della
convergenza semplice se e solo

(Vz € A) fn(®) —noco f(2) .

In tal caso si dice che f;, —n—s00 f semplicemente o puntualmente.

26.1.2 Spazi metrici
Per z,y € RV si & posto d(z,y) = ||z — y||. Si pud cosi definire un’applicazione
d:RY xRNV — RN,(x,y) — d(z,y) .

Le proprieta di questa applicazione suggeriscono la seguente definizione.
Pseudometrica. Sia X un insieme; sia p : X X X — R; si dice che f & una pseudo metrica se si
ha

1. (Vz € X) p(z,z) = 0;
2. (Vo,y € X) p(z,y) > 0;
3. (Vz,y € X) p(z,y) = p(y, ) (simmetria);

4. (Vz,y,z € X) p(z,y) < p(z, 2) + p(z,y) (disuguaglianza triangolare).

Metrica. Sia X un insieme; sia p : X X X — R; sia p una pseudometrica finita; si dice che p &
una metrica (o una distanza) se

(Ve,y € X) p(z,y) =0=>a=y.

Spazio pseudometrico e spazio metrico. Sia X un insieme; sia p : X X X — R, sia f una
pseudometrica; allora (X, p) si chiama spazio pseudometrico di sostegno X e di pseudometrica p. Se
p & una metrica, si dice che (X, p) & uno spazio metrico.

Per abuso di notazione, spesso lo spazio pseudometrico (X,p) & indicato con X. Gli elementi
dell’insieme di uno spazio metrico sono anche detti punti.
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Metrica euclidea di RY. Ricordiamo che per z,y € R si & posto

Z(yi —x)%.

i=1

d(z,y) = lly — |l =

Sia

d:RY xRN — R, (z,y) — d(z,y)
allora d & una metrica Lo spazio metrico corrispondente si chiama spazio metrico R™.
Palle. Sia (X, d) uno spazio pseudometrico; sia a € X, sia r € R’ ; si pone

B(a,r) ={z € X; d(z,a) <r}.

B(a,r) si chiama palla di centro a e raggio r.
Spazio topologico generato da uno spazio metrico. Sia (X, d) uno spazio pseudometrico; sia
a € X; analogamente a quanto fatto in RY | un intorno di a & un insieme contenente una palla di
centro a. Resta definito un sistema di intorni su X e quindi uno spazio topologico, che si chiama
generato dalla pseudometrica d. Lo spazio topologico generato da una pseudometrica d & uno spazio
di Hausdorff se e solo se d € una metrica.
Pseudometrica indotta. Sia (X,d) uno spazio pseudometrico; sia Y C X; allora d|(Y X Y) &
una pseudometrica su Y; tale pseudometrica si dice indotta su Y da d; Y con tale pseudometrica si
chiama spazio pseudometrico indotto.
Spazio metrico associato ad uno spazio pseudometrico Sia (X, d) uno spazio pseudometrico;
sia

R ={(z,y) € X x X; d(z,y) = 0} ;
allora R & un’equivalenza su X.
Posto per ogni [z], [y] € X/R,

di([z], [y]) = inf({d(z’, ") 2" € [z], ¥ € [y]})

resta definita una metrica d; su X/R; lo spazio metrico (X/R, d1) si chiama spazio metrico associato
allo spazio pseudometrico (X, d)

Successione di Cauchy. Sia (X,d) uno spazio pseudometrico; sia (an)nen una successione di
elementi di X; si dice che (an)nen € una successione di Cauchy se

(Ve e R} )(3p € N)(Vn,m € N,n,m > p) d(an,am) <€ .

Se (an)nenN una successione & una successione convergente, allora (an)nen € una successione di
Cauchy. In generale non vale il viceversa.

Spazi pseudometrici completi. Sia (X, d) uno spazio pseudometrico; Si dice che (zn)pen € uno
spazio pseudometrico completo se ogni successione di Cauchy di (X, d) & convergente.

Lo spazio metrico R & completo.

Topologia della convergenza uniforme Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A un insieme; Per
ogni f € X4 e per ogni e € Ri poniamo

U(f.e) = {g € X (Vo € X)d(f(2), g(x)) <<} 5

come intorni di f scegliamo i sottoinsiemi di X4 contenti almeno un insieme del tipo U(f,e). Resta
cosi definito un sistema di intorni in X“; la corrispondente topologia si chiama topologia della
convergenza uniforme.

Sia (fn)nen una successione di XA sia f € XA, allora f, — f rispetto alla topologia della
convergenza uniforme se e solo

(Ve e R})(3n € N)(Vx € X)d(fn(x), f(x)) <e.

In tal caso si dice che f;, —n—s00 f uniformemente.

Se fn —n—oo f uniformemente, allora f, —n— 0o f semplicemente.

L’importanza della convergenza uniforme rispetto alla convergenza semplice sta nel fatto che la
convergenza uniforme conserva la continuita e permette 'inversione dei passaggi al limite.
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Conservazione della continuita. Sia (fn)ncn una successione di X4, con A spazio topologico;
sia f € X4; sia f, — f uniformemente; sia a € A; per ogni n € N sia f,, continua in a; allora f &
continua in a.

Inversione dei passaggi al limite. Sia (fn)pen una successione di X4, con A C Y e Y spazio
topologico; sia f € X4 sia fn — f uniformemente; sia a € A; lo spazio metrico X sia completo; per
ogni n € N sia f, convergente per x — a; allora f & convergente per © — a, la successione dei limiti
(limg—a fn(2))nen € convergente e si ha

limz—aof(z) = lim (lim fn(:r:)> .
n—oo Tr—ra

Inversione fra limite e derivata. L’inversione fra limite e derivata & permessa dalla convergen-
za uniforme della successione delle derivate. Per la successione (fy)nen ¢ sufficiente supporre la
convergenza in un punto.

Sia I un intervallo non degenere di R; sia (fn)nen una successione di (RM)!; sia a € I; sia
(fn(a))nen convergente rispetto a R; per ogni n € N sia f, derivabile; la successione (f},)nen sia
uniformemente convergente; allora si ha

1. la successione (fn)nen converge uniformemente;
2. la funzione lim;,_, oo frn & derivabile;

s ! 5 /
3. (limn—soo fn) = limp—soo fl.
Inversione fra limite e integrale. Da sopra segue subito un risultato di inversione fra limite e
integrale.
Sia I un intervallo non degenere di R; sia (fn)nen una successione di R!; per ogni n € N sia fy,
continua; siano z,y € I; la successione (fn)nen sia uniformemente convergente; allora la successione

Yy s .
(f fn) & convergente e si ha
x neN
y y
lim fn = lim fp .
n— oo s z n—oo

26.1.3 Spazi vettoriali topologici

Sia K il campo reale o complesso; sia (F, +, -) uno spazio vettoriale su K sia U un sistema di intorni
di E; si dice che E, dotato della struttura vettoriale e del sistema di intorni U & uno spazio vettoriale
topologico se le funzioni

+:EXE—E,(z,y) —xz+y

K xFE— E,(a,z) — ax

sono continue.
Siano E e F spazi vettoriali topologici; sia f : E — F'; si dice che f & un isomorfismo di spazi
vettoriali topologici se f & un isomorfismo di spazi vettoriali e un omeomorfismo di spazi topologici.
Si chiama duale topologico di uno spazio vettoriale topologico E I'insieme E’ delle forme lineari
continue T': £ — K.
SeT € E' ese xz € E, T(x) spesso si indica (T, z).
E’ & un sottospazio vettoriale di K¥; quindi E’ & canonicamente dotato di una struttura di spazio
vettoriale.
Si chiama topologia debole di E’ la topologia indotta su E’ dalla topologia della convergenza semplice
di EX. Rispetto a tale sistema di intorni E’ risulta uno spazio vettoriale topologico.
Sia (Th)nen una successione di E’; sia T € E’, allora T,, — T rispetto alla topologia debole di E’
se e solo

(Vz € E) Tn(z) —n—oo T'(x) .
Serie in uno spazio vettoriale topologico. Sia E uno spazio vettoriale topologico su K di
Hausdorff; sia (an)nen una successione di E; come si & visto in RN si definisce la serie Z:O:O an;
per ogni n € N sia s, = ZZ:O an; si dice che la serie ZZOZO an € convergente se la successione
(sn)nen & convergente in F; in tal caso la somma della serie € limy— o0 Sn.
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Analogamente a quanto visto in R¥ si definiscono le serie di Laurent Ezozioo an, la convergenza
per una serie di Laurent e la somma di una serie di Laurent.

Serie di funzioni. Sia E uno spazio vettoriale topologico su K di Hausdorff; sia A un insieme;
consideriamo lo spazio vettoriale su K, E4; consideriamo E“ dotato di un sistema di intorni in modo
che E4 sia uno spazio vettoriale topologico (ad esempio la topologia della convergenza semplice); le
serie dello spazio vettoriale topologico E4 si chiama serie di funzioni da A ad E.

26.1.4 Spazi normati

Sez € RV siha ||z = /3.~ a2

=1 "1

Si puo quindi definire la funzione
N
I-II:RY — R,z — ||| .

Le proprieta di questa funzione suggeriscono la seguente definizione.
Seminorma. Sia K il campo reale o complesso; sia (E,+,+) uno spazio vettoriale su K; sia p :
E — R,; si dice che p & una seminorma se si ha

1. (Vz € E)p(z) >0,
2. (Ya € K)(Vz € E)p(azx) = |a|p(z),

3. (Vz,y € E) p(z +y) < p(z) + p(y).
Da cid segue p(0) — 0.
Norma. Sia K il campo reale o complesso; sia (E, +, ) uno spazio vettoriale su K; siap: E — R;
sia p una seminorma; si dice che p ¢ una norma se si ha

p(z) =0=>x=0.

Se p & una norma su E e se © € E, p(z) si indica con ||z||; la norma p si indica con || - ||.
Spazio seminormato e spazio normato. Sia K il campo reale o complesso; sia (E,+,-) uno
spazio vettoriale su K; sia p : E — R; sia p una seminorma; allora la quadrupla (E,+,-,p) si
chiama spazio seminormato di spazio vettoriale (F,+,-) e di norma p. Se p & una norma (E, +, -, p)
si chiama spazio normato.
Per abuso di notazione, spesso lo spazio normato (E,+,-,p) ¢ indicato con E.
Lo spazio normato RN. Sia ||- || : RY — R,  — ||z|; allora lo spazio normato (RN, +,-, || - ||)
si chiama spazio normato RN .
Una seminorma su E genera una pseudometrica su £
Pseudometrica di uno spazio seminormato. Sia E uno spazio seminormato; sia p la seminorma
di E; sia

d:ExE—R,(z,y) — plx—y)|;
allora d € una pseudometrica. Si dice che d ¢ pseudometrica generata dalla seminorma p. Consider-
eremo F canonicamente dotato di dale pseudometrica.
d genera un sistema di intorni su E; E dotato di tale sistema di intorni e della struttura di spazio
vettoriale risulta uno spazio vettoriale topologico.
Metrica di uno spazio normato. Sia E uno spazio normato; la pseudometrica d associata alla
norma di E & allora una metrica; lo spazio topologico associato a d & allora uno spazio di Hausdorff.
Spazio normato associato ad uno spazio seminormato. Sia K il campo reale o complesso; sia
(E,+,-,p) uno spazio seminormato; sia

R={(z,y) € X x X; p(x —y) =0} ;

allora R e l’equivalenza su E generata dalla pseudometrica d generata da p.
Posto per ogni [z],[y] € E/R,ea € K

[z] + [y] = [z + y]

alz] = [az]
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restano definite definite un’operazione interna + e un’operazione esterna con scalari in K, su F/R;
dotato di tali operazione E/R & uno spazio vettoriale su K.

Posto per ogni [z] € E/R,
p1([2])) = inf({p(2")) 2" € [2]})
resta definita una norma p; su E/R; lo spazio normato (E/R,+,-,p1) si chiama spazio normato
associato allo spazio seminormato (E,+,-,p)
Spazio di Banach. Uno spazio normato E completo si chiama spazio di Banach.
Funzioni lineari continue fra spazi normati. Siano F e F' due spazi seminormati; indichiamo
con || - || le seminorme di entrambi gli spazi; sia f : E — F'; allora f & continua se e solo se esiste
M € R tale che per ogni
(Vz € E) [|f(=)|| < M]|=]| .
Serie di funzioni uniformemente convergenti. Sia E uno spazio normato su K; sia A un
insieme; su E4 possiamo considerare la topologia della convergenza semplice e la topologia della
convergenza uniforme. Per le serie di funzioni Z:;O fn possiamo quindi considerare la convergenza
semplice e la convergenza uniforme. La serie di funzioni E:LO fn converge semplicemente ad una
funzione f se la successione delle somme parziali converge semplicemente a f; la serie di funzioni
ZZO:O fn converge uniformemente ad una funzione f se la successione delle somme parziali converge
uniformemente a f.
Conservazione della continuita. Sia (fn)nen una successione di EA, con A spazio topologico;
sia f € E4; sia ZZO:O fn = f uniformemente; sia a € A; per ogni n € N sia f, continua in a; allora
f & continua in a.
Passaggio al limite sotto il segno di serie. Sia (fn)ncn una successione di E4, con A C X e
X spazio topologico; sia f € E4; sia ZZOZO fn = f uniformemente; sia a € A; E sia uno spazio di
Banach; per ogni n € N sia f, convergente per x — a; allora f & convergente per x — a, la serie dei
limiti ZZO:O limg_sq fn(x) & convergente e si ha
oo
limz—af(z) = Z (lim fn(a:)) .
Tr—ra
n=0
Inversione fra serie e derivata. Sia I un intervallo non degenere di R; sia (fn)ne N una successione
di RM); sia a € I; la serie EZO:O fn(a) sia convergente; per ogni n € N sia f,, derivabile; la serie

20:0 f}, sia uniformemente convergente; allora si ha
1. la serie ZZOIO fn converge uniformemente;
2. la funzione ZZO:() fn & derivabile;
!
3. ( ZO:O f") = ZO:O f

Inversione fra serie e integrale. Sia I un intervallo non degenere di R; sia (fn)nen una suc-
. . . . . . . . . . oo .
cessione di R'; per ogni n € N sia f, continua; siano z,y € I; la serie di funzioni Zn—O fn sia

. . S Yoo .
uniformemente convergente; allora la serie Eni o fz fn € convergente e si ha

S [ [0
n=0""%" T n=0
Serie di Laurent di funzioni. Si considerano analogamente le serie di Laurent di funzioni in uno

spazio normato.

26.1.5 Serie in uno spazio di Banach

Condizione di Cauchy. Sia E uno spazio di Banach; sia (an)nen una successione di F; applicando
la definizione di successione di Cauchy alla successione delle somme parziali, si trova che la serie
ZZO:O an € convergente se e solo se
n+p
(Ve e R} )(Fn € N)(Vn € N,n > n)(Vp € N) || g anl| < €.
k=n+1
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. . . . . oo N
Serie assolutamente convergenti. Si dice che la serie En*(} an, € assolutamente convergente

. oo N
se la serie ano [lan|| & convergente.
. . . o0 . .. . . oo
Si vede subito che se la serie Zn_o |lan|| soddisfa la condizione di Cauchy, anche la serie Zn_o an

soddisfa la condizione di Cauchy. Quindi si ha

oo oo
E an assolutamente convergente = E lan|| convergente .
n=0 n=0

per ogni n € N sia s, = EZ:O an;
Analogamente si procede per le serie di Laurent Z:’:ﬂx} an.
Sia I in insieme numerabile; sia (a;));c1 una famiglia di elementi di I'; analogamente a quanto fatto in
RY, considerando una funzione biettiva o : N — I, si d& la nozione di famiglia (a;);c; sommabile
e, in tal caso, di somma Zie[ a; della famiglia (a;);cr-
Si osservi che la serie di Laurent ZZO:_OO an € assolutamente convergente se e solo se la famiglia
(an)nez € sommabile e che, in tal caso, si ha Z;’ozioo an = Znez an.
Condizione di Cauchy per le serie di funzioni uniformemente convergenti. Sia A un
insieme qualunque; per ogni n € N sia f, : A — E; allora la serie di funzioni ZZOZO fn €
uniformemente convergente se e solo se
n+p
(Ve e R} )(Fn € N)(Vn € N,n > n)(Vp € N)(Vz € A) || E fa(@)] <e.
k=n+1
Serie di funzioni totalmente convergenti. Sia A un insieme qualunque; per ogni n € N sia
fn : A — E; si dice che la serie di funzioni EZO:O fn € totalmente convergente se esiste (¢p)nen
successione di R4 tale che la serie ZZO:O cn, sia convergente e per ogni n € N e per ogni x € A sia

(@) < en- _
Serie di potenze Sia (an)nen; sia B il cerchio di convergenza della serie di potenze ano anz™;

sia K compatto; sia K C B; allora la serie di potenze ZZO:() converge totalmente su K.
Se una serie di funzioni ¢ totalmente convergente allora per ogni z € A la serie ZZOZO fn(z) &
assolutamente convergente; inoltre la serie di funzioni ZZOZO fn € uniformemente convergente.
Analogamente si procede per le serie di Laurent Z;L.ozfoo fn di funzioni.
Sia (an)nez; sia a € C; siano r1,r2 € [0, 400]; sia r1 < ra; sia

B={z€C;r <|z—a| <r2}
supponiamo che ogni z € B la serie di Laurent Zzozioo an(z —a)™ e convergente; sia K compatto;

. . . oo .
sia K C B; allora la serie di potenze ano converge uniformemente su K.

26.1.6 Gli spazi di Banach L?(4;C)
Sia A C RY; sia A misurabile; sia p € R; p > 1.
Per p € R si pone
LP(A;R) ={f: A— R; f misurabile |f|P integrabile} .
Per p = 400 si pone
L¥(A;R) ={f: A— R, f misurabile (3M € R} )|f(z)| < M per quasi ogni = € A} .

LP(A;R) risulta un sottospazio vettoriale di R4; quindi £P(A;R) & canonicamente dotato di una
struttura di spazio vettoriale.
Sia f € LP(A;R); per p € [1,4o00[ si pone

11l = (/ Ifl”dk)p .
A
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Per p = 400 si pone
[flloc = inf({M € M € R%; |f(z)] < M per quasi ogni = € A}) .

Resta cosi definita nello spazio vettoriale £LP(A;R) una seminorma; lo spazio vettoriale £P(A;R)
con tale seminorma uno spazio seminormato.

Siano f,g € LP(A;R); si ha ||f — g|lp = 0 se e solo se f(x) = g(z) per quasi ogni x € A. In altri
termini equivalenza in £P(A; R) definita dalla seminorma |- ||, & Pequivalenza data dall’'uguaglianza
quasi dappertutto. Sia R tale equivalenza. Si pone

LP(A;R) = LP(A;R)/R .

Indichiamo con [f], o, semplicemente con [f] le classi di equivalenza di LP(A;C).
Se [f] € LP(A;R) la norma di [f] in LP(A; R) & uguale a

A3l = 11f1lp -

Lo spazio vettoriale L?(A; R) con tale norma risulta uno spazio di Banach.
Sostituendo R con C si considerano analogamente gli spazi seminormati £P(A; C) e gli spazi di
Banach LP(A4; C)
Sia p € [1,400]; sia f € L®(A;C), sia g € LP(A;C); allora si ha f-g € LP(A;C) e ||fgllp <
I fllso - lgllp-
Possiamo quindi definire

1 L7(A;C) x LP(A;C) — LP(A;C), ([floo; [9]p) — [fdlp

cioé porre
[floo - [9lp = [fglp -
Disuguaglianza di Hélder. Siano p,q € [1,+o0]; sia % + % =1 (dove +%.o & posto uguale a 0);
sia f € LP(A;C), sia g € LI(A; C); allorasi ha f-g € L1(A;C) e || fgllr < Ifllp - lgllq-
Possiamo quindi definire
-1 LP(A;C) x LY(A; C) — LY(A;C), ([fps lgla) — [fal1
cioe porre
[f1p - l9lg = [falr -

Sia A di misura finita; siano p, ¢ € [1, +oo[; allora si ha

p<qg= LI(A;C) C LP(AC).

26.1.7 Gli spazi di Banach [,(Z;C)

Sia p € [1,+00]; se p # +oo poniamo
oo
I5(Z; C) = {c € C%; laserie di Laurent Z [len||P convergente} ;
n=—oo
se p = 400 poniamo
1p(Z; C) = {c € C%; ¢ limitata} ;
l4+00(Z; C) si scrive 1o (Z; C).
1p(Z; C) & un sottospazio vettoriale di CZ. I,(Z; C) & quindi canonicamente dotato di una struttura

di spazio vettoriale.
Per ogni ¢ € l,(Z; C), se p # 400 poniamo

S

(oo}

lellp = { Y leal”]

n=-—oo

se p = 400 poniamo

llellp = sup len] ;
nez
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Resta definita una norma su l(Z; C).

lle|l+00 st scrive ||¢]|oo-

Dotato di tale norma [,(Z; C) risulta uno spazio di Banach.

Siap € [1, +00]; sia (an)nez € loo(Z; C), sia (bn)nez € lp(Z; C); allora si ha (anbn)necz € LP(A;C)
e [[(anbn)nezllp < l(an)nezlloo - [[(bn)nezllp-

Disuguaglianza di Hélder. Siano p,q € [1, +o0]; sia %—&-é =1 (dove +%.O & posto uguale a 0); sia
(an)nez € lp(Z; C), sia (bn)nez € lq(Z; C); allora si ha (anbn)nez € L1(4;C) e [[(anbn)nezllt <
l(@n)nezllp - [I(bn)nezllq-

Siano p, g € [1,+o0]; sia p < g¢; allora si ha

1p(%;C) C14(Z;C)

e per ogni ¢ € I,(Z; C) si ha
llellg < llellp -

26.1.8 Spazio vettoriale topologico localmente convesso

Sia K il campo reale o il campo complesso; sia E uno spazio vettoriale su K; sia (p;);e; una famiglia
di seminorme su E; per ogni F' C I, F finito e per ogni r € Rj_ poniamo

U(F,r)={x € E; (Vi € F)pi(z) <r}.

Come intorni di 0 prendiamo gli insiemi che contengono almeno un insieme del tipo U(F;r).

Come intorni di un x € F qualunque prendiamo i traslati x + U degli intorni di 0.

Resta cosi definito un sistema di intorni in F; E dotato di tale sistema di intorni e della struttura di
spazio vettoriale risulta uno spazio vettoriale topologico.

Consideriamo E canonicamente dotato di tale sistema di intorni.

Si dice che tale spazio vettoriale topologico ¢ definito dalla famiglia di seminorme (p;);e;-

Si dice che uno spazio vettoriale topologico & localmente convesso se puo essere definito da una
famiglia di seminorme.

Gli spazi seminormati sono particolari spazi vettoriali topologici localmente convessi.

Funzioni lineari continue fra spazi localmente convessi. Siano E e F' due spazi vettoriali; sia
(pi)ier una famiglia di seminorme di E; sia (g;);cs una famiglia di seminorme di F’; sia f : E — F;
allora f & continua se e solo per ogni j € F' esiste I C I, F finito, esiste M € R tale che per ogni

(Vz € E) q;(f(z)) < M supp;(z) .
i€l

Il duale di uno spazio vettoriale topologico, con la topologia debole € uno spazio localmente convesso.

26.1.9 Spazio di Fréchet

Sia K il campo reale o il campo complesso; sia E uno spazio vettoriale topologico su K si dice che
E & uno spazio di Fréchet se

1. esiste (pn)nesr famiglia al pitt numerabile di seminorme su E tale che E il sistema di intorni
di FE ¢ definito da (pn)ner;

2. esiste d metrica su E invariante per traslazioni (cio¢ tale per ogni z,y,a € E e per ogni sia
d(z,y) = d(a+ z,a + y)) tale che E il sistema di intorni di E & definito da d e tale che E sia
completo rispetto alla metrica d.

Si osservi che se vale (1) esiste sempre d pseudometrica su F invariante per traslazioni tale che E il
sistema di intorni di E & definito da d; in piu si richiede che d sia una metrica e che sia completo
rispetto a d.

Essendo d una metrica uno spazio di Fréchet ¢ uno spazio di Hausdorff.

Uno spazio di Banach ¢ in particolare uno spazio di Fréchet.

Funzioni lineari e continue su un sottospazio denso. Sia K il campo reale o il campo comp-
lesso; siano F, F' spazi vettoriale topologici su K sia F' uno spazio di Fréchet; sia V' C Ej; sia V un
sottospazio vettoriale; sia V' denso in X; sia T': V — F' lineare e continua; allora esiste una ed una
sola S : E — F lineare e continua tale che S|V =T.
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26.2 Trasformata di Fourier in £!'(R";C)

26.2.1 Trasformata di Fourier in £L!'(R";C)
Teorema 26.2.1.1 Sia u € L}(RYN;C); sia ¢ € RV; sia

v:RN — C,z — e 2Ry () ;
allora si ha v € LRY;C).

Dimostrazione. Per ogni x € R si ha infatti

o(2)] = e > u(z)| = |u(z)] .
Definizione 26.2.1.1 Sia u € L'(RY;C); sia &£ € RN ; poniamo

a(§) :/ e 2y (z) da .
RN
Si indica anche Fu(§).

Osservazione 26.2.1.1 Sia u € L(RY;C); sia £ € RV; se si pone

Fru(€) :/ e~ C1My () d
RN
allora si ha
L F(u)(§) = F1(u)(2mE);
2. Fi(u)(€) = Flu)(z:6);
Osservazione 26.2.1.2 Sia u € L(R";C); sia £ € RV; se si pone
1

allora si ha
L F(u)() = (2m) % Fa(u)(27E);
2. Fou)(§) = —2

Definizione 26.2.1.2 Sia u € L(RYN;C); la funzione
0: RN — C, & — a(€)
st chiama trasformata di Fourier di u.
Si indica anche Fu.
Definizione 26.2.1.3 La funzione
F:L'RY;C) — CF f — Flu)

si chiama trasformata di Fourier in L'(RY;C).
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26.2.2 Trasformata di Fourier di una funzione reale

Teorema 26.2.2.1 Sia u € L' (R;C); per ogni x € R sia u(x) € R; sia £ € RY;
allora st ha

+00 +oo
(&) = / cos(2m&x)u(x) dx — z/ sin(2réx)u(x) dz .

—00 —00

Dimostrazione. Segue dalle formule di Eulero.

26.2.3 Trasformata di Fourier di una funzione reale pari

Teorema 26.2.3.1 Sia u € L1 (R;C); per ogni z € R sia u(x) € R; sia u una
funzione pari; sia £ € RN ; allora si ha

+o0 +oo
w(§) = /_ cos(2méx)u(x) dx = 2/0 cos(2méx)u(z) dx .

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

26.2.4 Trasformata di Fourier di una funzione reale dispari

Teorema 26.2.4.1 Sia u € L}(R;C); per ogni x € R sia u(x) € R; sia u una
funzione dispari; sia € € RN ; allora si ha

+o0 +oo
(&) = fi/ sin(2wéx)u(x) de = 721'/0 sin(2néx)u(x) dx .

— 00

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

26.2.5 Alcune trasformate di Fourier

Teorema 26.2.5.1 Sia

) 1 perze[-1,1]
Pl-1,1] R—>C,$—> { 0 p@?”.’)ﬁg[—l,l] ;
sia € € RN ; allora risulta
1 sin(27§)
= er 0
Flor 1]><£>—{5 e pres
per § =

Dimostrazione. ¢[_1 ;) ¢ una funzione reale pari; si ha quindi
1

+oo
Flo—1.1)(&) = 2/0 @r-1,1)(x) cos(2méx) dx = 2/ cos(2méx) dx .

0

Per £ = 0 si ha F(p_11))(§) = 2f02 dr = 2.
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Per € # 0 si ha

1

1 1
Fleo—1,)(§) =2 [2775 Sin(%ff)h = e sin(27¢) .
Teorema 26.2.5.2 Indichiamo con lez la funzione
1
R—Cuzox— ——;
14 a2

sia € € R; allora risulta

r(a)o-me

Dimostrazione. I%_H ¢ una funzione reale pari; si ha quindi

1 e
]:(m)(g) = Lm o) cos(2néx) dx .
Sia £ > 0; per i teoremi sugli integrali calcolati con il metodo dei residui, si ha

o o 2™ gy — QWRes(il PR i)
241 22 +1 T

— 00

Si ha

1, 1 . R |
Tz, ;) li o 2milz _ li 2mifz _ —27E .
RGS(22+16 ’Z) zl—>Inz(Z Z)Z2+16 zl—>IniZ—|—7;e 2i6

Quindi

Quindi, passando alla parte reale

“+oo 1 ame
2milx) de = me™ ™S .
/_DO o cos(2milx) dx = e

Analogamente si vede che per £ < 0 si ha

—+oo
/Oo o cos(2mifx) dx = me?™ .

Da cio la tesi.
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Teorema 26.2.5.3 Si ha

o0 5
/ e dr =+7.

— 00

Dimostrazione. Si ha infatti

/ e~ @4y’ dxdy = / e~ eV’ dxdy =
RXR RxR

+oo 5 +o0 R +oo 5 2
(/ e ” d:r) (/ e VY dy) dy = (/ e ” dx) .

D’altra parte, passando a coordinate polari, si ha

) ) R —+oo 5 27
/ e~ @Y dady :/ pe”? dpdf = </ pe””’ dP) (/ d9> =
RXR [0,+00 x[0,27] 0 0

¢ t
1

27 limt — —|—oo/ pe_”2 dp =2mlimt — +o0 [—26_92} =

0 0

mlimt — +oo (1 fe*t) =.

+oo 5 2
(/ e " dx) =T7.

Da cio segue subito 'affermazione.

Si ha quindi

x

Teorema 26.2.5.4 Indichiamo con e=*" la funzione

R—C,z— e~ ;
sia € € R; allora risulta
Fe) @) = vre™e

Dimostrazione. Si ha

2 +oo : 2 +oo : 2
Fle ™)) 2/ T :/ e BTy dy —

— 00 oo

+oo 242 242 ;0 2 2_2 Foo g 2
/ em (M mmEAImIREATT) 1 — o ET / e~ @O gy =

— 00 —0o0
2_2 R - 2 2_2 R+l7r€ 2
e ¢ lim e~ P gy — =€ lim eV dy.
R—+o0 J_p R—4o0 —R+ime

Sia I' il segmento orientato di punto iniziale — R+ iw€ e punto finale R+ i7&; sia 'y il
segmento orientato di punto iniziale —R + i7€ e punto finale —R; sia I's il segmento
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orientato di punto iniziale —R e punto finale R; sia I's il segmento orientato di punto
iniziale R e punto finale R + im. ,
Supponiamo £ > 0; essendo la funzione e™#" analitica su C, per il teorema di Cauchy

si ha
R+im§

2 2 . 2 .2
e ¢ lim eydy:/edeZ
R—=+oo J_Ryine r

/ e~ dz +/ e~ dz —|—/ e dy =
Ty Iy I's

5 SN\ 2 R 2 E -\ 2
—/ e~ (ZFA+it) dt—|—/ et dt+/ e~ (B+it)” g —
0 -R 0

3 . .
| */ e CRHDT g < sup [em(FH e < sup e e = o e p L 0.
0 te[0,¢] t€[0,¢]

Si ha

Si ha quindi

3 )
lim —/ e~ (CR+? gy 0.
R—+o00 0

Analogamente si vede che si ha
§ SN2
lim e BH gr — 0
R—+o00 0
Si ha quindi
2_2 . Reimg 2 2_2 . R 2 2_2
e ¢ lim e dy=e¢" lim e tdt=e" r.
R—+o0 —Rtimé R—+o0 R

Analogamente si procede per & < 0.
Teorema 26.2.5.5 Indichiamo con e~III* Iq funzione

12
RY — C,z — e lIol7

sia £ € RV ; allora risulta

N

F (efnw) (€) = n¥e Nl
Dimostrazione. Si ha

;(e—uxnz)@:/ e—2m‘(x|s>e—||zu2dx:/ D DM DA
RN RN

N N N
/ H 6—271'1'&0151' H e—mf dr = / He—Zﬂiziﬁie—m? dr =
RN G i=1 RN Gy
N

+oo . 2 N 2.2 N 2NN 2 N 206012
H/ e 2T oI (y — Hﬁe_” i=grze " 2= rze ™ IEIT

=17~ i=1
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26.2.6 Linearita della trasformata di Fourier in £}(RY;C)
Teorema 26.2.6.1 La trasformata di Fourier in L'(RY;C),

F:LYRY;C) — CFY, f — F(u)
e uga funzione lineare (rispetto alla struttura di spazio vettoriale di L*(RYN;C) e di
CE” ).

Dimostrazione. Immediata.

26.2.7 Estensione del teorema della convergenza dominata

Sia X uno spazio topologico; sia B C X; sia b € B; sia A C R ; sia A misurabile; sia f: B x A —»
R supponiamo che per ogni z € B la funzione f(z,-) : A — R, y — f(z,y) sia integrabile;
supponiamo che esista g : A — R, g integrabile, tale che per ogni € B e per ogni y € A sia
|f(z,y)| < g(y); supponiamo che esista V insieme numerabile di intorni di a tale che ogni intorno
di a contenga almeno un intorno di V; sia h : A — R; supponiamo che per quasi ogni y € A sia
f(z,y) —>z—a h(z); allora h & integrabile, la funzione B — fA f(z,y) dy & convergente per z — a

e si ha
lim/f(w,y)dy=/h(y)dy~
Tr—a A A

Analogamente si procede per f: Bx A— Ceper h: A— C.

26.2.8 Continuita della trasformata di Fourier di «

Teorema 26.2.8.1 Sia u € L'(RY;C); allora @ ¢ continua.

Dimostrazione. Sia & € RY.
Per ogni £,z € RV, si ha |e 2710y (2)| = Ju(z)].
Per il teorema della convergenza dominata, si ha

lim 4(¢) = lim e 2" ClD)y () dx = / lim e~ 2"E12) gy (2) da =
§—&o §—& JRN RN §—¢0

/ e~ 2ol (z) da = (&)
RN

Si ha dunque

F(LYRYN;C)) c C(RYN;0).
26.2.9 Limite 0 per £ — oo della trasformata di Fourier di u
Teorema 26.2.9.1 Sia u € L*(RY; C); allora si ha

FEnunciato

In particolare si ha
F(L'RN;C)) c L2RY;C).
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26.2.10 Continuita della trasformazione di Fourier da £! a £
Teorema 26.2.10.1 Sia u € L'(RY;C); allora si ha
[dllee < flullx -

Dimostrazione. Per ogni ¢ € RY si ha

/ e~ 27y () d g/ ‘6‘2”(5‘1)u(:c)‘ dazz/ lu(z)| dx = [|ul]y .
RN RN RN

Da cio segue subito la tesi.

a(§)] =

In particolare la funzione
F:L'RYN;C) — L®RYN;C),u — F(u)

¢ lineare e continua.

26.2.11 Trasformata di Fourier e traslazioni

Teorema 26.2.11.1 Sia u € L}(RY;C); sia a € RY; indichiamo con u(z — a) la
funzione
RY — C,z — u(z —a);

sia £ € RN ; allora si ha

F(ulw = a)) (€) = e * IV F(u)(€)
Dimostrazione. Per ogni ¢ € RY si ha
F(u(r—a)) (&) = / e~ U ED) y (2 — a) da .
RN
Sia
o:RY RN 2 — ' +a.
Per ogni z € RY si ha |det ¢/(x)| = 1. Si ha quindi

/ e—2ﬂi(§,z)u(x _ CL) dr = / 6—271-1‘(5@’4_@)”(1‘/) dr' =
RN RN

/ e—27ri(§7m’)e-27r(£|a)u($/) do' = e—27r(£|a)/ e—27ri(g7w’)u(x/) dz' =
RN RN

e 2D F(w)(€)

Teorema 26.2.11.2 Sia v € L'(RY;C); sia a € RY; indichiamo con e>™(*9)y(x)
la funzione ‘
RY — C,z — 2™ @)y () ;

sia £ € RN allora si ha

F(eelu()) () = Fu)(€ - a) .
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Dimostrazione. Per ogni & € RY si ha

F (eQﬂi(Ma)u(x)) (€) = / o= 2miE) 2mi(zla) y () —
RN

/ 672”(5’1)62”(“‘1)11(@ dr = / 6727@(57(1,@)“(:6) de = F(u)(§ —a) .
RN

RN

26.2.12 Trasformata di Fourier e coniugato
Teorema 26.2.12.1 Sia u € LY(RY; C); indichiamo con u(x) la funzione
RY — C,z — u(z) ;

sia £ € RN ; allora si ha

F (@) () = Fw)(=8) -

Dimostrazione. Per ogni & € R” si ha

F (u@) (€)= /R e dr = /R () dr =

/ e=2mi(=&2)y(z) do = F(u)(—£) .
RN

26.2.13 Trasformata di Fourier di funzioni pari e di funzioni
dispari
Teorema 26.2.13.1 Sia u € LY(RY;C); allora si ha
1. uw pari = U pari;
2. u dispari = u dispari;
3. u reale pari = u reale pari;
4. u reale dispart = 4 tmmaginaria dispari.
Dimostrazione. Proviamo (1).
Sia ¢ € RV, Si ha
Fu(=¢) :/ e~ =80y (z) da :/ 2 €y (z) da .
RN RN
Sia
¢: RN — RN 2/ — o' .

Per ogni z € R si ha |det ¢/(x)| = 1. Si ha quindi

/ 210y (z) da = / 2=y (—a') da z/ e 2 El )y (1) dx = Fu(€) .
RN RN RN

La (2) si prova analogamente.
La (3) e la (4) seguono dalle espressioni trovate sopra.
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26.2.14 Trasformata di Fourier e matrici invertibili

Teorema 26.2.14.1 Sia u € LY(RY;C); sia A € My(RYN); sia A invertibile;
indichiamo con u(A=1z) la funzione

RN — C,z — u(Ax) ;

sia € € RN ; allora si ha

1

= m}—(u)(tfrlf) .

F (u(Az)) (§)
Dimostrazione. Per ogni & € RY si ha

F (u(Az)) (€) = / e~ 2mi(E) Az da
RN
Sia
o: RN — RN 2/ — A1

Per ogni z € RY si ha |det ¢/(z)| = |det A7} = ﬁ. Si ha quindi

) ) 1 1
—27i(&|x) Ax) dr = / —2mi(¢|A7 ") / do' =
/RNe u(Ax) dx RNe u(x>\detA\ x
Lt e_QWi(tAflglm,)u(x’) dz’ = _t Flu)(tATLeE) .
|det A| Jpn | det A|

26.2.15 Trasformata di Fourier e omotetie

Teorema 26.2.15.1 Sia v € LY(RY;C); sia A € R; sia A\ # 0; indichiamo con
u(Azx) la funzione
RY — C,z — u()\z) ;

sia £ € RN ; allora si ha
1
Flua)(©) = 70 (5 -

Dimostrazione. Sia A = A\T; si ha A invertibile e A™1 = %I; essendo A\ > 0 si ha

|det A| = [AN] = |A|V; si ha tA = A. Per ogni ¢ € R si ha quindi

1
| det A

F) (A7) = g P~ = e r (§)

Flu(Az)(€) =
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26.2.16 Trasformata di Fourier e matrici ortogonali

Teorema 26.2.16.1 Sia u € LYRN;C); sia A € My(RY); sia A ortogonale;
indichiamo con u(Azx) la funzione

RY — C,z — u(Ax) ;

sia € € R ; allora si ha

F (u(Az)) () = F(u)(E) -

Dimostrazione. Essendo A ortogonale si ha |det A| =1e'A™! = A.

26.2.17 Trasformata di Fourier di funzioni radiali

Definizione 26.2.17.1 Sia f : RN — C; si dice che f ¢ radiale se

(Va,y € RY, ||z]| = [ly]) = f(z) = f(y) -

Teorema 26.2.17.1 Sia f : RN — C; allora f ¢ radiale se e solo se per ogni
A e My(RY), A ortogonale e per ogni * € RN si ha u(Az) = u(x).

Dimostrazione. Immediata.
Teorema 26.2.17.2 Sia u € LY(RY; C); allora si ha
u radiale = U radiale .
Dimostrazione. Sia u radiale. Sia A € My (R"), A ortogonale; sia £ € R". Si ha

Fu(Ag) = F(u(Az)(§) = F(u)(E) -

26.2.18 Formula del prodotto
Teorema 26.2.18.1 Siano u,v € LY(RY; C); allora si ha

/RN(fu)vdxz/RN u(Fv)dx .

FEnunciato

26.2.19 Trasformata di Fourier su L'(RY;C)
Definizione 26.2.19.1 Sia [f] € L'(RY;C); si pone

F(=(Ff)-

Possiamo quindi considerare la trasformata di Fourier definita su L!(R"; C).
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26.3 Trasformata di Fourier in £!'(R";C) e derivata

26.3.1 Trasformata di Fourier della derivata

Teorema 26.3.1.1 Siau € LY(RY;C)NCHRY;C); siak =1,2,...,N; sia Dyu €

LY(RN;C); sia u(r) =400 0; sia £ € RN, allora si ha
F (Dru) (§) = 2mi&pF (u)(§) -

Dimostrazione. Si ha

F((Dyu) (€) = / ¢=27El) Dy () d

RN
Per ogni z € R poniamo ¢(z) = (z1, %2, ..., Tk—1,Tkt1, TN)-
Consideriamo le formule di riduzione rispetto agli indici (1,2,...,k—1,k+1,...
e (k). Si ha

/ e 2mE®) Dy w(x) do =
RN

+oo )
/ (/ 6727”(5‘1)Dku(x) dxk) dridzs ... drg_1dagy ... dey .
RN-1 —o0o

Per ogni (21,72, ..., Zx_1,Tki1,.-.,2n) € RV si ha
+m . y .
/ 6_2’”(5"%)Dku(x) drp = lim / 6_2’”(5"%)Dku(x) dxy, .
—0o y—+00,y>0 —y
Si ha
O -2milele) _ _opg, o-2milele)
Gazk

Per ogni y € R si ha quindi

Y )
/ e 2™ Dy () day, =
—y

Tp=Y Y )
[eiZﬂ(E‘z)u(m)] —/ —27i&e 2T ED y (2) day, =
Tp=—Y —y
—2mi L1,T2,..,Th—1,Y,T yeeo
€ milEl(@1,z2 k=LY Tkt N)U($1,$27...,$k,1,y,$k+1,-..,I‘N)—
2mi L2, Th—1,— Y, Ll 1,
efrz(.f\(zl T2y s Th—1,—Y,Th41 IN)U(x171'2,~-~,$k—1,*y,xk+17~-~,$N)+

y .
2m'§k/ e 2 €y (2) day, .
~y

Essendo u(x) =300 0, si ha u(x1,22,. .., Te—1,Y, Thi1,- -, EN) —Fy—too 0.

Si ha quindi

|€727”‘(£|(5”17$2,~~7wk—1;y>$k+1y~~~$N)u(xl’ za,

~~~7$k717y,$k+17~~,$1\7)| =

7N)
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lu(x1, T2, o, k=15 Y, Tht1s- - TN)| —y—t00 0 -

Quindi si ha

—27i L1,y ey Th—1,Y,T e
e (o102, Th—2,,5012 N)u(zlax%"'7xk—layaxk+la"'733N) —y—to0 0.
Analogamente si ha
—2mi(€|(z1,22, k-1, Y, Tht1,---TN) ( _ ) N 0
€ UL, X2y« s Th—1, Y, Th41y---» TN y——oo Y -

Essendo u € £'(RY; C) la funzione
R — R,z — e 2mE@)y (1)

¢ integrabile; si ha quindi

—00

y , Heo ;
/ e—27rz(§|x)u($) dl‘k —>y—>+oo / e—2w1(§|x)u(m) dxk .
-y
Si ha quindi

Y . +oo )
lim e 2™ Dy u(z) doy, = —27Ti§k/ e 2™y (2) day, .

y—+oo —y — s

Si ha quindi
+oo ) 400 )
/ e 2™ Dy w(z) day, = 27T§k/ e 2Ty () day, .

Si ha quindi

+o0 )
/ </ 672”1(5|I)Dku(a:) dxk> dridxs . .. deg_1dxgey ... dey =
RN-1 —00
+00 )
/ 2mi&y, </ e‘2m(5l$)u(x) d:vk> dridzrs ... dxg_1drKyy ... dey =
RN-1 —o0
27Ti€k/ e 2 E) () do = 27E, F(u)(€) .
RN
Teorema 26.3.1.2 Sia u € LY(RY;C) N CYHRY;C); sia e € RY; sia |le]| = 1; sia

Deu € LY(RY;C); sia u(r) =400 0; sia £ € RN, allora si ha

F (Deu) (§) = 2mi(§le) F(u)(§) -



166 CAPITOLO 26. TRASFORMATA DI FOURIER

Dimostrazione. Identifichiamo le matrici con le corrispondenti trasformazioni lineari.
Sia A una matrice ortogonale tale Ae = e;.

Sia v =uo A~!. Sihav e L}RY;C)nCHRY;C).

Per ogni z € RY si ha

w(A7 (Ax) +tA Y (A(e))) — u(A71(Ax))

Deu(x) = }Hr(l) w — thr% ; —
— —

lim uw(A71(Ax) +tA ter)) —u(A71(Ax)) — lim uw(A7 (Ax + te)) — u(A~1(Ax)) _

t—0 t t—0 t

lim v(Ax + tey) — v(x)
t—0 t

= Div(Az) = (Dvo A)(x) .

Si ha quindi D;v € L(RY;C).
Sia € € RN. Per il teorema sopra si ha

F(Deu)(€) = F((Drv) 0 A)(§) = F((Drv)(AE) = 2mi(A)1 F(v)(AE) =

2mi( AL F (u 0 A1) (AE) = 2mi( A F (u) (AT (AE)) = 2mi( A1 F (u)(€)) -
Si ha poi
(A&)1 = (Atler) = (£]A7"er) = (Ele) -
Da cid la tesi.

Teorema 26.3.1.3 Sia v € L}(R;C) N CY(R;C); sia v € LYRN;C); sia
u(x) —r 200 0; sia € € R; allora si ha

F (u') (§) = 2mit F (u)(€) -

Dimostrazione. Segue da sopra.

26.3.2 Derivata sotto il segno di integrale

Sia B un intervallo non degenere di R; sia A C R ; sia A misurabile; sia f : Bx A — R supponiamo
che per ogni z € B la funzione f(z,-) : A — R, y — f(z,y) sia integrabile; supponiamo che per
ogni y € A la funzione f(-,y) : A — R, * — f(x,y) sia derivabile su I; supponiamo che esista
g: A — R, g integrabile, tale che per ogni & € B e per ogni y € A sia | D1 f(x,y)| < g(y); allora
per ogni z € B la funzione D1 f(z,:) : A — R, y — D1 f(z,y) ¢ integrabile, per ogni € B la
funzione B — fA f(z,y) dy & derivabile in z e si ha

= / S y)dy = / D1 f(,v) dy.
¢Ja A

Analogamente si procede per B C RM | B aperto, con le derivate parziali.
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26.3.3 Derivata della trasformata di Fourier

Teorema 26.3.3.1 Sia u € L*(RY;C); sia k = 1,2,...,N; indichiamo con zpu(x)
la funzione
RY — C,z — zpu(z) ;

sia zru(z) € LY(RY;C); allora Fu ¢ derivabile parzialmente rispetto all’indice k,
DpFu é continua e si ha

Dy(Fu)(§) = —2miF (xru(z))(E) -

Dimostrazione. Per ogni ¢ € RY si ha

) 1 ;
e 2™ E) g u(a) dae :/ 0 (—ezm(“)u(x)> dz .

v &6\ 2mi

Flova)(e) = [

RN

Si ha
—27i(¢|x)

le zpu(z)| = [rru()]

con zpu(z) € L(RY; C); si ha quindi

é L —27i(&|x) _ ﬁ/ i —2mi(&|z) _
/RN §k< omi u(z) ) dz = & Jow i u(z) dz =

19 —2mi(¢|x) __ 19
S Er e u(z)de = F(u)(€) .

Si ha quindi
Dy (Fu)(§) = —2miF (zru())(§) -

Essendo Dy, (Fu, —2mi moltiplicato per una trasformata di Fourier, Dy (Fu € continua.

Teorema 26.3.3.2 Sia u € L*(RY;C); sia e € RY; sia |le|| = 1; indichiamo con
(z|e)u(x) la funzione
RY — C,z — (z]e)u(z) ;

sia (z|e)u(r) € LYRN;C); allora Fu ¢ di classe derivabile secondo la direzione e,
D.Fu é continua e si ha

De(Fu)(§) = =2miF ((x]e)u()) (€) -
Dimostrazione. Segue dal teorema sopra utilizzando le trasformazioni ortogonali.
Teorema 26.3.3.3 Sia u € L}(R; C); indichiamo con zu(z) la funzione
R — C,z — zu(x) ;
sia zu(z) € LY(R; C); allora Fu ¢ di classe C* e per ogni € € R si ha
(Fu)' () = —2miF (zu(a)) (€) -

Dimostrazione. Segue da sopra.
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26.4 Regolarita e comportamento all’infinito per la
trasformata di Fourier

26.4.1 Regolarita di u e trascurabilta all’infinito della trasfor-
mata di Fourier

Teorema 26.4.1.1 Sia u € LY(R;C) N CYR;C); sia v € LYR;C); sia
u(r) — 200 05 allora si ha

1

GR

§) = 2mifF (u)(§) si ha EF (u)(§) —¢—oe 0; quindi
) <w—so0 g

Fu(€) <00

Dimostrazione. Essendo F (u')

(
57}-(";(5) —¢00 05 quindi Fu (€

Pit in generale:

Teorema 26.4.1.2 Sia v € L'(RY;C)NCYRN;C); per ogni k = 1,2,..., N sia
Dru € LY(R; C); sia u(z) —rz 00 0; allora si ha
Fu(€) <amoe T3
u o0 T -
el

Dimostrazione. Per ogni k = 1,2,...,N si ha F (Dyu) (§) = 2mi&pF (u)(€); si ha
quindi & F(u)(€) —remoo 0; essendo [|€]] < Yp_;|&k| si ha anche si ha quindi
1€]|F (w) (§) —re—o0 0; quindi Z(E) — 00 0; quindi Fu(€) oo ﬁ

&

Teorema 26.4.1.3 Sia n € N; sia u € LY{RY;C) N C*(RY;C); per ogni v € NV,
lv| < n sia sia DYu € LY(R;C); per ogni v € NV, || < n sia D'u(z) — 400 0;

allora si ha )

]: T—>00 1 F1m *
&) Koo [y

Dimostrazione. Segue da sopra procedendo per induzione.

26.4.2 Comportamento all’infinito di u e regolarita della tra-
sformata di Fourier

Teorema 26.4.2.1 Sia u € L} (R;C); la funzione
R — C,z — |z|u(x)
sia integrabile; allora Fu ¢ di classe C'.

Dimostrazione. Segue da sopra.

Pit in generale:
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Teorema 26.4.2.2 Sia u € L'(RY;C); la funzione
RN — C,z — ||z|ju(z)
sia integrabile; allora Fu ¢ di classe C'.

Dimostrazione. Per ogni k = 1,2,..., N si ha ||zpu(x)| < ||z| - |u(x)]; quindi Dyu &
di classe C1,

Teorema 26.4.2.3 Sia n € N*; sia u € LY(RY;C); la funzione
RY — C,z — ||z]|"u(z)
sia integrabile; allora Fu & di classe C™.

Dimostrazione. Segue da sopra procedendo per induzione.

26.5 Antitrasformata di Fourier

26.5.1 Antitrasformata di Fourier di una funzione di £'(R";C)

Definizione 26.5.1.1 Sia u € L'(RY;C); sia x € RY; poniamo
Fu)w) = [ (e ag
RN

Osservazione 26.5.1.1 Sia u € L(R"; C);
Se si pone per £ € RV,

Fru(€) = /RN e @)y () dx

allora per € R" si pone

Filu)(e) = 2m) Y [ eu(e)ag
RN

Osservazione 26.5.1.2 Sia u € L(R"; C);

Se si pone per £ € RV,

1

Fau(§) = W /RN e E@) () d

allora per € R" si pone
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Definizione 26.5.1.2 Sia v € L(RY;C); la funzione
F(u): RN — C,& — Fu(§)
si chiama antitrasformata (o cotrasformata) di Fourier di u.
Definizione 26.5.1.3 La funzione
F:L'RY;C) — C* f — Flu)

si chiama antitrasformata (o cotrasformata) di Fourier in LY(RY;C).

26.5.2 Antitrasformata della trasformata

Teorema 26.5.2.1 Sia u € LY(RY;C); sia u continua; sia u limitata; sia F(u) €
LY(RYN;C); allora si ha o

F(Fu)=u.

Enunciato
Per ogni € R si ha quindi

u(@) = /R LETIIFREde= [ e ( /R e () dt) dg .

Tale formula si chiama formula di inversione, con trasformata integrabile

26.6 Distribuzioni

26.6.1 Lo spazio vettoriale topologico D(A; C)
Supporto di una funzione. Sia A un aperto di RY; sia f : A — C; poniamo

Supp(f) ={z € 4; f(z) Z0}NA.

Supp(f) si chiama supporto di f in A.
Si dice che f & a supporto compatto se Supp(f) & un compatto.
Poniamo
D(A;C) = {f € C*°(A4;C); f asupporto compatto} .
Scriviamo anche D(A) al posto di D(A; C).
Esempio. Sia
per x <0

0
v:R— Cjz — { 1
ez perxz>0
Si verifica facilmente che v & di classe C*°. Sia
¢:R— C,z — v(l—2?%).

Si ha allora v € D(R; C).

D(A; C) & un sottospazio di C#; quindi D(A; C) & canonicamente dotato di una struttura di spazio
vettoriale complesso.

Sia K C A; sia K compatto; poniamo

D(AK;C) = {f € C°(R™;C); f a supporto compatto, Supp(f) C K} .
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D(A, K; C) & un sottospazio di C4; quindi D(A, K; C) & canonicamente dotato di una struttura di
spazio vettoriale complesso.
Per ogni v € NV e per per ogni f € D(A,K;C) sia

pv(f) = sup |[D" f(z)| .
TEA

Resta definita una famiglia di seminorme (p,),cyn~. Considerando il sistema di intorni defini-
to da tale famiglia di seminorme resta definito lo spazio vettoriale topologico localmente convesso
D(A,K;C).

Esiste uno ed un solo sistema di intorni su D(A; C) che definiscono uno spazio vettoriale topologico
complesso localmente convesso D(A; C) tale che per ogni spazio vettoriale topologico complesso F
localmente convesso e per ogni f : D(A; C) —» F lineare, f & continua se e e solo se per ogni K C A,
K compatto f|D(A; K;C) & continua.

Considereremo D(A; C) canonicamente dotato di tale sistema di intorni.

26.6.2 Distribuzioni

Sia A un aperto di RY; si chiama distribuzione su A una funzione T : D(A;C) — C lineare e
continua.
Sia A un aperto di RY; sia T : D(A; C) — C lineare; allora le seguenti affermazioni sono equivalenti

1. T & una distribuzione;
2. per ogni K C A T|D(A, K; C) continua;

3. perogni K C A per ogni (¢n)nen successione di D(A, K; C) tale che ¢, — 0in D(A, K; C),
si ha T'(¢n) — 0 in C;

4.
(VK C A, K compatto)(IM € R%)(3n € N)(Vf € D(4, K;C))
T(f)I <M  sup <Sup D”f@)) :
vENN |v|<n \z€A
Poniamo

D'(A;C) = {T € CP(A;C); T distribuzione} .

D’(A; C) & quindi il duale topologico di D(A; C), con D(A; C) dotato della topologia limite induttivo.
D’(A; C) & quindi canonicamente dotato di una struttura di spazio vettoriale.
Considereremo D’(A; C) canonicamente dotato della topologia debole. Se (T )nen & una successione
di distribuzioni e se T' ¢ una distribuzione, allora si ha Ty, —n—o00 T in D’(A; C) se e solo se per
ogni ¢ € D(A; C) si ha T (¢) —n—00 T(¢) in C.
Sia (Th)nen una successione di D’(A; C); per ogni ¢ € D(A;C) la successione (Tn(p))nen sia
convergente in C; sia

T:D(A;C) — C,p — lim Ty(p);

n—00

allora si ha T' € D’(A; C).

26.6.3 Funzioni localmente integrabili
Funzioni localmente integrabili. Sia A C RN, A misurabile; sia f : A — R; si dice che f &
localmente integrabile se si ha

1. f misurabile;

2. (VK C A, K compatto ) f|K € L(A;R).
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Indichiamo con L,c(A4;R) o anche con Llloc(A;ﬁ) I'insieme delle funzioni localmente integrabili da
AaR.
Analogamente si definiscono le funzioni localmente integrabili a valori in R e a valori in C in C. 1
loro insiemi si indicano rispettivamente con Lioc(A4;R) e L(A;C).
Poniamo

K(A;C)={f € c4; f continua, f a supporto compatto} .

La misura di Radon-Lebesgue & la funzione
A K(4;C) —>C,<p—>/ pdX.
A
Sia f € L1oc(A; C); la misura di Radon associata ad f ¢ la funzione
f-A:K(A;C) —>C,<p*>/ fpdi.
A

Supposto A aperto, restringendo f - A a D(A; C) si ottiene una distribuzione, indicata ancora con
-
La distribuzione f -\ Sia ora A un aperto di R; sia f € Lj,.(A; C); poniamo

f-)\:D(A;C)—>C,go—>/fapd>\.
A

f - A & una distribuzione che si dice associata ad f.
Passando alle distribuzioni associate, le funzioni localmente integrabili sono viste come particolari
distribuzioni.

Si ha C(A;C) C Lioc(A;C); quindi la definizione sopra si applica alle funzioni continue. In
particolare per f = 1, A & una distribuzione.

Per ogni p € [1, 400 si ha LP(A; C) C L1oc(A; C); quindi la definizione sopra si applica alle funzioni
di £P(A; C).

Sia p € [1, +o0; sia [f] € LP(A; C); allora la distribuzione associata ad f si dice associata a [f].

Se f,g: A — C sono continue, si ha f- A = g- X se e solo se f = g; possiamo quindi identificare
una funzione continua f con la distribuzione f - .

26.6.4 La distribuzione 4,
Sia A un aperto di RYV; sia a € A; sia
b0 : D(A;C) — C, 0 — p(a) ;

allora &, & una distribuzione.

26.6.5 Prodotto di una funzione di classe C*®° e di una dis-
tribuzione

Sia A un aperto di RY; sia f € C>(4;C); sia T € D'(4; C); allora
[-T:DA;C) — C,p — T(fy);

¢ una distribuzione.
Indichiamo con f - T tale distribuzione.
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26.6.6 Distribuzione indotta

Sia A € RY; sia A aperto; sia B C A; sia B aperto; sia ¢ € D(B; C); poniamo

0. p(z) perzeB
@.A—>C,x—>{0 perx € A-B

Si ha % € D(4; C).
Sia T € D'(A; C); sia

Tg : D(B;C) — C, — T(¢°)
allora Tp € D/(B; C). Ty si chiama distribuzione indotta su B da T'.

26.6.7 Supporto di una distribuzione
Sia A C RY; sia A aperto; sia T' € D’/ (A; C); sia
A={ACX; A aperto, [4 =0} ;

allora (A, C) ammette massimo.
Sia ©Q = max(.A); allora Cx (Q2) si chiama supporto di T'.
11 supporto di I si indica Supp(T).

26.6.8 Distribuzioni a supporto compatto

Sia A C RY; sia A aperto; sia T € D’(A; C); si dice che T & una distribuzione a supporto compatto
se Supp(T') & compatto.
Poniamo
E(A;C) =C(4;0).
E(A;C) & un sottospazio vettoriale di C4; quindi £(A;C) & canonicamente dotato di una
struttura di spazio vettoriale co,plesso.
Per ogni YNV, per ogni K C A, K compatto, per ogni f € £(4; C) sia

pr,v(f) = sup |[D¥ f(x)|;
zeK

restano in tal modo definite su £(A; C) una famiglia di seminorme; consideriamo £(A; C) del sistema
di intorni associato a tale famiglia di seminorme; si ottiene in tal modo lo spazio vettoriale topologico
£(4;C).

£(A; C) risulta uno spazio di Fréechet. Si ha D(A; C) denso in £(A; C); in generale non & vero che
una distribuzione sia continua rispetto alla topologia indotta su D(A; C) dalla topologia di £(A; C);
le distribuzioni a supporto compatto sono le distribuzioni continue rispetto alla topologia indotta su
D(A; C) dalla topologia di £(A;C).

Quindi una distribuzione a supporto compatto F' si prolunga in modo unico in una funzione lineare
continua S su £(A4; C); viceversa una funzione lineare e continua S su £(A; C) ha per per restrizione
a D(A; C) una distribuzione a supporto compatto; Si identifica S con S|D(A;C). in altri termini
una distribuzione a supporto compatto T pud essere vista come una funzione T : £(A4;C) — C
lineare e continua. Per questo motivo I'insieme dele distribuzioni a supporto compatto si indica con

£'(4;C).

26.6.9 Derivata di una distribuzione

Sia A C RY; sia A aperto; sia T € D’ (A; C); sia k = 1,2, ..., N; poniamo
DT :D(A;C) — C,p — —T(Dyp) .

Si ha DT € D/(A;C).
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La definizione ¢ giustificata dal fatto che se f € L1oc(A; C) & continua, derivabile rispetto a k, con
derivata Dy f continua, allora si ha

Dy(f-A) = Dy f - lambda .
Per ogni ¢ € D(A; C) si ha infatti

Di(f-A) = =(f - N(Dryp) = */ Dy dA.

A
Applicale formule di riduzione, posto per ogni (z1,22,...,Tk—1,Tk+1,.--,ZN) € Dp(A), A = {z, €
R;(z1,22,...,Tk—1,Tk, Tkt1,---,ZN) € A si viene a considerare fA fDypdxy; applicando a tale
k

integrale delle integrazioni per parti e tenendo conto che ¢ & a supporto compatto (quindi nulla
negli ’estremi‘) si ha f ) fDipder = — f A Dy, f dxy; applicando di nuovo le formule di riduzione
k k
si ottiene il risultato.
Sia e € R¥; sia ||e|]| = 1; poniamo
D.T:D(A;C) — C,p — —T(Dep) -

Si ha D.T € D'(A;C).
Sia f: A — C; sia f continua; sia f derivabile su A lungo la direzione e; sia D, f continua; allora
si ha

De(f-Aa) =DefAa .
Sia v € NV ; poniamo

DT : D(A;C) — C,p — (—=1)"IT(D" ) .

Si ha DT € D'(A; C).
Sia f : A — C; sia m € N; sia f di classe C™; sia v € N¥; sia |v| < m; allora si ha

D¥(f-Aa)=D"fAx.
Siano v, u € NV, si ha

DH(D¥T) = D*TVT .
Sia f € C°°(A;C); allora si ha

D(f-T)=f  -T+f-DT.

Sia (Tn)nen una successione di D’(A4;C); sia T € D(A;C); sia Ty, —n—ooo I in D'(A; C); sia
v € NN allora si ha sia D¥T}), —n 00 D¥T in D'(4;C).

26.6.10 Alcune derivate distribuzionali

Sia I un intervallo aperto non degenere di R; sia f : I — C; sia g € I; sia f continua; sia
FI(IN] = 00, z0]) di classe C*; sia f|(I N [zo,+oo]) di classe C!; sia

d= 1imx—>mg+, >z0 fl(il?) + hm:c—)aco—, <z f/(x)
2

sia

fl(z) perze€l,z<uzg

g: I — Cyx — d per x = xg ;

f'(z) perz€l,z>uxg

g € localmente integrabile. e si ha
D(f-N=g-X.

11 risultato, non dipende dal particolare valore assegnato a g in xg.
Ad esempio f:R— C,z — |z| eseg: R — C, z —> sgnz, siha D(f-\) =g A\
Sia I un intervallo aperto non degenere di R; sia f : I — C; sia zg € I; sia f|(IN] — oo, o)
convergente per z — xo—; sia f|(IN]xo, +oo[) convergente per x — xo+; sia

f(z) perz € I,z < x9

: IN] — oo, — C,z — .
f1 ] — o0, z0] z {hmz_»zo—,z<z0f(x) per T = xg
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sia
f(x) perx €I,z > xg
: IN] — oo, — C,z — .
f2 ] [e%e) -1’0] z { hmz—>zo+, z>x( f(x) per r = To
sia f1 di classe C su IN] — oo, zo]; sia f2 di classe C1 su I N [zo, +oo[; sia

d = limI%I(rh r>x(0 f/(x) + limzﬁzof, z<zQ f/(x)
2 .

sia
f'(z) perzel,z<zo
g: I —C,x — d per z = xg ;
f'(z) perz€el,xz>xo

allora si ha

D(f-))= ( lim flz) — lim f(m)) Ozg +9-X.
x—xo+, T>T( T—xo—, c<T(

Il risultato, non dipende dal particolare valore assegnato a g in xg.

Ad esempio f: R — C, x —> sgnz si ha D(f - ) = 2d¢.

Il teorema si generalizza sostituendo zg con un numero finito di punti di 1.

26.6.11 Equazioni differenziali lineari distribuzionali

Definizione 26.6.11.1 Sian € N; sia (a;)i=1,2,...,n una successione di C; sia I un intervallo aper-
to di R non degenere; sia T € D/(I;C); sia U € D'(I; C); st dice che U & soluzione distribuzionale
di
y ™ tay™ Y 4 tany =T
se
DU+ a1D" WWH...+a U=T.

Osservazione 26.6.11.1 Se (a;)i=1,2,...,n ¢ una successione di R; sia f € L(I;R) allora si consid-
erano soluzioni reali di
Y™ tary" Y 4 tany = f .

26.6.12 Valore principale di un integrale come distribuzione

Sia f : R* — R; sia f localmente integrabile; supponiamo che per ogni ¢ € D(A; C) f-¢ ammetta

valore principale; sia
—+oo

T:D(A;C)HC,cp—)pr,v/ fedX;

— 00

allora si ha T € D’(4; C).

La distribuzione T' si chiama ancora valore principale in 0 di f j;: f e, per abuso, si indica f - .
Analogamente si procede con altri tipi di valore principale.

26.6.13 Lo spazio di Sobolev W.(4;C)

Lo spazio di Sobolev W (A;C). Sia A C RN sia A aperto; sia m € N; poniamo

WILL(A;C) = {f € L1oc(A; C); (Vo € N o] < m)(Tga € Lioc(A;C)) D*(f - A) = ga - A}

W (A; C) si chiama spazio di Sobolev delle funzioni localmente integrabili con derivate distribuzion-
ali fino all’ordine m funzioni localmente integrabili.

Se D*(f - X\) = ga - A si dice che g ¢ una derivata distribuzionale di f.

Ad esempiose f: R— C,z —> |z| esese g: R — C, z —> sgnx allora si ha f € 1/\1110C
una derivata distribuzionale di f ¢ g.

(R;C) e
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Due derivate distribuzionali di f sono uguali quasi dappertutto.
Evidentemente se f € W[ (A;C) e se h : A — C & uguale quasi dappertutto a f, allora h €
WP (A;C) e f e h hanno le stesse derivate distribuzionali ga, per |af < m.

Identificando una funzione continua f con la distribuzione f - A si ha canonicamente
C™(A;C) Cc W (A;C) .

Per u € C"™(A; C) la derivata ordinaria di u coincide canonicamente con una derivata distribuzionale
di u.
Sia a € R; allora di ha

Dé, : D(R;C) — C,p — —¢'(a) .

26.6.14 Lo spazio di Sobolev W! (I;C)

Lo spazio di Sobolev Wlloc(l; C) Sia I un intervallo aperto non degenere di R; se f € Wlloc(l; C)
allora esiste una ed una sola g € C(I;C) g continua tale che g = f quasi dappertutto. Quando
scriviamo f € Wlloc(l; C) supporremo f continua. Si ha quindi canonicamente

Wi (I;C) C C(I;C) .

Integrale della derivata. Sia f € W}

loc(I; C); siano @,y € I; sia f’ una derivata distribuzionale di
f; allora si ha

y
/ frax=f(y) — f(z).
x

Prodotto di due funzioni di W[ _(I;C). Siano f,g € WL (I;C); sia f una derivata dis-
tribuzionale di f; sia g’ una derivata distribuzionale di g; allora si ha fg € WILC(I; C) e una derivata
distribuzionale di fg & f'g + fg’.

Integrazione per parti. Siano f,g € WIIOC(I;C); sia f’ una derivata distribuzionale di f; sia g’
una derivata distribuzionale di g; siano x,y € I; allora si ha

Y Y
/ f'g=1f9l¥ —/ Iq -

26.6.15 Lo spazio di Sobolev WL _(4;C)

Lo spazio di Sobolev W (I;C) Analogamente se f € W (I; C) allora esiste una ed una sola

g € C"~1(I; C) tale che g & uguale a quasi dappertutto.

Quando scriviamo f € W[ _(I; C) supporremo f € cn—H(I; C).
Si ha quindi canonicamente

WE(I;C) c C"HI; C) .

26.6.16 Equazioni differenziali lineari in W _(I; C)

Equazioni differenziali lineari in W?

sia I un intervallo aperto di R non degenere; sia f € Lj,.(I; C); sia u € W{Z)C(I; C); sia u(™ una
deriva parziale distribuzionale n-esima di wu; allora u - A & soluzione distribuzionale di

(I;C). Sian € N; sia (ai)i=1,2,...,n una successione di C;

y W a4 tany =
se e solo se di
w(™ 4 alu("_l) +...tapu=7f

quasi dappertutto.
Problema di Cauchy per un’equazione differenziale lineare in W _(I; C).
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Definizione 26.6.16.1 Sia n € N; sia I un intervallo aperto di R non degenere; sia (a;)i=1,2,....n
una successione di C; sia (b;)i=0,1,... n—1 una successione di C; sia f € Lioc(I; C); sia xo € I; sia
u € CL; si dice che u ¢ soluzione in W (I; C) del problema di Cauchy

v +ary™ D+ tany = f
y(x0) = bo, y'(z0) = b1 ...,y "V (xg) = b1
se
1. u soluzione dell’equazione differenziale su
y™ +ary" T+ tany =
2. per ogni k=0,1,...,n—1 u® (xq) = by

Il problema di Cauchy in W2 _(I; C)

y™ +ary® D+ tany=f

y(zo) = bo, y'(z0) = b1 ...,y "V (o) = b1
ammette una ed una sola soluzione.
Se i coefficienti dell’equazione differenziale e le condizioni sono reali, si considerano problemi di
Cauchy reali.

26.6.17 Equazioni differenziali lineari in W/ _([a, b[; C)

Equazione differenziale lineare in W[ ([a,b[;C) Sia n € N; sia a € R; sia b € R; sia a < b;
sia (a;)i=1,2,...,n una successione di C; sia f € Ljoc([a,b[; C); sia u € Lioc([a, b; C); si dice che u &
soluzione in W/* ([a, b[; C) dell’equazione differenziale

loc
Yy +ary™ Y+ any = f
se
1. ulla,ble W

Ioc(la,0[; C)
2. w continua in 0;
3. perognik =1,2...,n—1ul]a,b[(¥)(t) convergente per t — a (quindi per ogni k = 1,2...,n—1
u & derivabile k volte in a e u(¥) (a) = limy a4 te]a,b| u®)(¢); dunque per ogni k = 0,1...,n—1
si ha u € C¥([a,b[,C))’
4. wul]a, b[-\ soluzione dell’equazione differenziale su ]a, b[
v + a1y + .+ any = flla, b ;
Analogamente si considera una equazione differenziale in W}? (]a, b][; C)
Problema di Cauchy per un’equazione differenziale lineare in W[? _([a, b[; C) Sia n € N; sia
a € R;sia b € R; sia a < b; sia (a;)i=1,2,...,n una successione di C; sia (b;)i=0,1,...,n—1 Una succes-
sione di C; sia f € Lioc([a,b]; C); sia u € Lioe([a,b[; R); si dice che u & soluzione in W} _([a, b[; C)
del problema di Cauchy
y™ +ay D 4+ tany = f
y(a) = bo, y'(a) = b1 ...,y V(a) = by
se

1. u é soluzione in Wﬁ)c

([a, b[; C) dell’equazione differenziale
y™ +aiy™ TV 4+ tany=f;
per ogni k=0,1,...,n—1 uF)(a) = by,

Il problema di Cauchy in W} ([a, b[; C)

v +ary™ D 4 dany=f
y(ag) = bo, ¥'(a) =b1 ...,y V(a) =byp_1
ammette una ed una sola soluzione.
Analogamente si considera un problema di Cauchy in W[t _(]a, b][; C)
Se i coefficienti dell’equazione differenziale e le condizioni sono reali, si considerano problemi di
Cauchy reali.
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26.7 Distribuzioni temperate

26.7.1 Lo spazio di Fréchet S(RY;R)

Poniamo

S(RY;C) = {f € C®°(RY;C); (Vm € N)(Vv € NV) D” f(z) <z—00 L} .

l[]|™

Gli elementi di S(R™; C) si chiamano funzioni declinanti.

N
S(RYM;C) & un sottospazio vettoriale di C® ; quindi S(RY;R) & canonicamente dotato di una
struttura di spazio vettoriale.

Sia m € N; sia v € NV; sia f € S(RY; C); poniamo

qv,m(f) = sup (L+|[lz[))™|D" f(z)] .
z€RN

Resta cosi definita su S(RN; C) una famiglia numerabile di seminorme. Consideriamo S(RY;R)
canonicamente dotato del sistema di intorni generato da tale famiglia di seminorme. Si ottiene lo
spazio vettoriale topologico S(RY; C);
S(RY;C) & uno spazio di Fréchet,
Si ha

DRY;C) c S(RY;C)
e la funzione

DRYN;C) — SRN;C), f — f

& continua.
Da cid segue che una T : S(RM;C) — C lineare e continua, ristretta a D(R™;C) da una
distribuzione.
L’insieme D(RY; C) & denso nello spazio vettoriale topologico S(RY; C) (rispetto alla topologia di
S(RN; Q).
Cio non implica che sia possibile estendere una distribuzione T : D(RY; C) — C in una funzione
S : S(RN; C) — C lineare e continua, in quanto non ¢ detto che T sia continua rispetto alla
topologia indotta su D(RY; C) dalla topologia di S(RY;C).

26.7.2 Lo spazio vettoriale topologico delle distribuzioni tem-
perate

Sia T € D’(RN;C); si dice che T' ¢ una distribuzione temperata se 7" & continua rispetto alla
topologia indotta su D(RY; C) dalla topologia di S(R™;R).
Dunque una distribuzione temperata & una T : D(RY; C) — C) lineare tale che

(3m,n € N)(3c € R})(Vf € DRY;C) IT(f)| < c sup sup |z[|™D" f(z)] .
|v|<n zeRN

Sia T € D'(RYM;C); allora T & una distribuzione temperata se e solo se esiste una ed una sola
S :S(RM;R) — C continua tale che T = S|D(RY;C).

Infatti D(RY; C) & denso in S(RY; C).

Identifichiamo T con S; l'insieme delle distribuzioni temperata si identifica allora con il duale
S'(RY;C) di S(RY;C).

Indichiamo con S’(RY; C) anche I'insieme delle distribuzioni temperate. Se T € S’(R~;C), pos-
siamo considerare dunque T : D(RY;C) — C lineare e continua o T': S(RY; C) — C lineare e
continua.

Considereremo S’(A; C) canonicamente dotato della topologia debole considerato come spazio di
funzioni da S(RY; C).

Se (Th)nen & una successione di distribuzioni temperate e se T' & una distribuzione temperata, allora
si ha T, —n—oo T in 8'(A; C) se e solo se per ogni ¢ € S(A; C) si ha Th(p) —rn—o0 T(p) in C.
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Sia (Thn)nen una successione di 8'(A;C); per ogni ¢ € S(A;C) la successione (Th(¥))nen sia
convergente in C; sia
T:S8(A;C) — C,o — lim Th(yp);

n—o0o

allora si ha T' € S§'(4; C).
Si ha
S'(RM;C) c D'(RN;C)
e la funzione
S'RY;C) - D'RN;C), T — T
& continua.

26.7.3 Distribuzioni a supporto compatto come distribuzioni
temperate

Distribuzioni a supporto compatto come distribuzioni temperate Sia T € D/(RN; R); sia
T a supporto compatto; allora T' & una distribuzione temperata.
Si ha dunque
E'RN;C)Cc S'(E;C).

Misure 6, come distribuzioni temperate Sia a € R"; allora

da : DRY;R) — C, f — f(a)
¢ una distribuzione temperata.
Infatti d, € una distribuzione a supporto compatto.

26.7.4 Distribuzioni f - A che sono distribuzioni temperate

In generale non & detto che se f € Li,.(RY; C) allora f - ) sia una distribuzione temperata; in linea
di massima f - A & una distribuzione temperata se f(z) non cresce molto per x — co.

Sia f € L1oc(RY;R); supponiamo che esista ogni m € N tale che la funzione

|f ()]

=)™

sia integrabile; allora f - A ¢ una distribuzione temperata.

Funzioni a crescenza lenta. Sia f : RN — C; si dice che f & una funzione a crescenza lenta se

(Fm e N) f(z) Zpmyoo 1™ -

RN—>R,x—>

Funzioni a crescenza lenta come distribuzioni temperate. Sia f € Lj,.(RY;R); sia f a
crescenza lenta; allora f - A €& una distribuzione temperata.

In particolare A € una distribuzione temperata.

Funzioni di £P?(RY;C) come distribuzioni temperate Sia p € [1,+oo]; sia f € LP(RY;R);
allora f -\ & una distribuzione temperata.

26.7.5 Derivata di una distribuzione temperata
sia T € S'(RV;R); sia v € NV; allora si ha D¥T € S'(RV;R).

26.7.6 Prodotto di una funzione temperata e di una distribu-
zione tempera-ta

Sia f € C°(R"; C); si dice che f ¢ una funzione temperata se
(Vv € N) D" f funzione a crescenza lenta .

Sia g € C*°(RN;C); sia g una funzione temperata; sia ' € S’(R";R); allora si ha
g-T € S'(RV;R).
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26.8 Trasformata di Fourier in S'(RY;C)

26.8.1 Trasformata di Fourier in S(R";C)
Teorema 26.8.1.1 L’insieme S(R™;C) ¢ un sottospazio di L'(RY;C).
Dimostrazione. Immediata.

Possiamo quindi applicare F a u € S(RY; C).

Teorema 26.8.1.2 Sia u € S(RY;C); allora si ha Fu € S(RV;R) e Fu €
S(RY;R).

Dimostrazione. Segue dai teoremi sul rapporto fra regorarita e comportamento all’in-
finito di u e della trasformata di Fourier di u visti.

Teorema 26.8.1.3 La funzione

SRY;C) — S(RY;C),u — Fu
e un isomorfismo di spazi vettoriali topologici;
l’isomorfismo inverso é

SRY;C) — SRY;C),u — Fu.

FEnunciato
Indichiamo ancora con F la funzione

S(RY;C) — S(RY;C),u — Fu.
Indichiamo ancora con F la funzione

SRY;C) — SRY;C),u — Fu.

26.8.2 Trasformata di Fourier della derivata in S(R";C)

Teorema 26.8.2.1 Sia u € S(RY;C); sia e € RN, sia |e|| = 1; sia ¢ € RV, allora
st ha

F(Deu)(§) = 2mi(E]e) Fu(s) -

Dimostrazione. Segue dal teorema visto sulla trasformata di Fourier della derivata.

26.8.3 Derivata della trasformata di Fourier in S(R"; C)

Teorema 26.8.3.1 Sia u € S(RY;C); sia e € RY; sia |e|| = 1; indichiamo con
(z|e)u(z) la funzione
RN — C,z — (z|e)u(x) .

sia € € RN ; allora si ha
De(Fu)(§) = —2miF((x]e)u(z))(§) -

Dimostrazione. Segue dal teorema visto sulla derivata della trasformata di Fourier.



26.8. TRASFORMATA DI FOURIER IN S§'(R"Y;C) 181

26.8.4 Trasformata di Fourier in S'(R";C)

Definizione 26.8.4.1 Sia T € S'(RY;C); poniamo
FT:SRY;C) — C,u — T(Fu) .
Teorema 26.8.4.1 Sia T € S'(R™; C); allora si ha FT € S'(RY;C).
Enunciato
Definizione 26.8.4.2 La funzione
S'RYN;C) —C,T — FT
si chiama trasformata di Fourier in S8'(RY;C).
Indichiamo ancora con F la funzione
SRYN;C) —C,T — FT
Si ha dunque
(VT € S'(RY; C)(Vu € S(RY; C) (FT,u) = (T, Fu) .
26.8.5 Cotrasformata di Fourier in S'(R";C)
Definizione 26.8.5.1 Sia T € S'(R";C); poniamo
FT:SRY;C) — C,u — T(Fu) .
Teorema 26.8.5.1 Sia T € S'(RY;C); allora si ha FT € S'(RV;C).
Enunciato
Definizione 26.8.5.2 La funzione
S'(RY;C) — C, T — FT
si chiama cotrasformata di Fourier in S'(RY;C).

Indichiamo ancora con F la funzione

S'(RMN:C) — C, T — FT
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26.8.6 Trasformata e cotrasformata di una distribuzione tem-
perata

Definizione 26.8.6.1 Sia f: RN — C; poniamo
f:RY — C,z — f(—2).
La funzione f si chiama immagine opposta di f.
Teorema 26.8.6.1 Sia f € D(RY;C); allora si ha f € DRY;C).
Dimostrazione. Immediata.
Definizione 26.8.6.2 Sia T € D'(RY; C); poniamo
T:DRN;C) — C,f —T(f).

La distribuzione 7' si chiama immagine opposta di 7.
Teorema 26.8.6.2 Sia T € D'(RY;C); allora si ha T € D'(RY;C).
Dimostrazione. Immediata.
Teorema 26.8.6.3 Sia T € S'(RN;C); allora si ha T € S'(RV;C).
Dimostrazione. Immediata.
Teorema 26.8.6.4 Sia T € S'(RY;C); allora si ha

1. FT = FT = (FT);

2. FT = FT.

Dimostrazione. *

26.8.7 Trasformata di Fourier in §'(R”") come isomorfismo
Teorema 26.8.7.1 La funzione
F:SRY) — S'RN), T — FT
e un isomorfismo di spazi vettoriali topologici;
l’isomorfismo inverso é
F:SRY) — SR, T — FT.

Dimostrazione. *
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26.8.8 Trasformata di Fourier e traslazione
Definizione 26.8.8.1 Sia f : RY — C; sia a € R ; poniamo

y(a)f :RY — C,z — f(a+z) .
La funzione ~(a)f si chiama traslata di f di a.
Teorema 26.8.8.1 Sia f € D(RY;C); sia a € RN ; allora si ha v(a)f € D(RY;C).
Dimostrazione. Immediata.
Definizione 26.8.8.2 Sia T € D'(RY;C); sia a € RN ; poniamo

AT : DRY; C),— C, f — T(1(a)f .

La distribuzione v(a)T si chiama traslata di T.

Teorema 26.8.8.2 Sia T € D'(RM;C); sia a € RY; allora si ha v(a)T €
D'(RY;C).
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 26.8.8.3 Sia f € L1,.(R"Y;C); sia a € RY; allora si ha

Wa)(f-A) = (v(=a)f) - A
Dimostrazione. Per ogni ¢ € D(R™;R) si ha

Ya)(f - M) = (f - N (v(a)p) = . f(@)pla+z)de =

(z —a)o(z) de = ((v(=a)f) - N)(¥) .

RN
Teorema 26.8.8.4 Sia T € S'(RY;C); sia a € RY; allora si ha v(a)T €
S'(RN;C).
Dimostrazione. Immediata.
Teorema 26.8.8.5 Sia a € RY; sia T € S'(RY;C); indichiamo con e=27(@l®) [q

funzione
RY — C, ¢ — ¢ 2male)

allora si ha ‘
F(y(a)T) = e 2O FT
Enunciato
Teorema 26.8.8.6 Sia a € RN; sia T € S'(RN;C); indichiamo con e*7(@*) [q

funzione
RN C’g 627rz(a|m) :

allora si ha 4
F(2™ @) ) = 5(a) FT .

FEnunciato
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26.8.9 Trasformata di Fourier e derivazione

Teorema 26.8.9.1 Sia e € RY; sia |le| = 1; sia T € S'(RN;C); indichiamo con
(&le) la funzione
RY — C,& — (¢le);

allora si ha
F(D.T) =2mi(E|le)FT .

Enunciato
Teorema 26.8.9.2 Sia T € §'(R; C); indichiamo con £ la funzione
R—C¢t—¢;

allora si ha
F(T") = 2mie FT .

Dimostrazione. Segue da sopra.
Teorema 26.8.9.3 Sia T € §'(R; C); sia n € N; indichiamo con & la funzione
R — C,f — 6 )

allora si ha
F(T™) = (21ié)"FT .

Dimostrazione. Segue da sopra.

Teorema 26.8.9.4 Sia e € RY; sia |le|] = 1; sia T € S'(RY;C); indichiamo con
(&le) la funzione

allora si ha - -
F(D.T) = —2mi(§le)FT .

Enunciato
Teorema 26.8.9.5 Sia T € §'(R; C); indichiamo con £ la funzione
R—C¢{—¢&;

allora si ha

F(T') = —2mie FT .

Dimostrazione. Segue da sopra.

Teorema 26.8.9.6 Sia T € §'(R; C); sia n € N; indichiamo con & la funzione
R—C¢—¢,;

allora si ha -
F(T™) = (—2mi&)"FT .
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Dimostrazione. Segue da sopra.

Teorema 26.8.9.7 Sia e € RY; sia |le| = 1; sia T € S'(RN;C); indichiamo con
(z|e) la funzione
RY — C,z — (zle) ;

allora si ha
D (FT) = —2miF ((x|e)T) .

FEnunciato

Teorema 26.8.9.8 Sia e € RY; sia |le| = 1; sia T € S'(RY;C); indichiamo con
(z|e) la funzione
RY — C,z — (zle) ;

allora si ha - -
D (FT) = 2miF((x|e)T) .

FEnunciato

26.8.10 Trasformata di Fourier di u(T)

Definizione 26.8.10.1 Sia v : RN — RY isomorfismo lineare; sia T €
D'(RY; C); poniamo

uw(T) : DRYN) — C,f — fou.

Teorema 26.8.10.1 Sia u : RY — RY isomorfismo lineare; sia T € S'(RN;C);
allora si ha u(T) € S'(RY).

FEnunciato

Teorema 26.8.10.2 Sia u : RN — RN isomorfismo lineare; sia T € S'(RV;C);
allora si ha
F(u(T)) = |detu|H(u*) P FT.

FEnunciato

26.8.11 Trasformata di Fourier di w(7)
Teorema 26.8.11.1 Sia t € R*; sia

uw:RY — RN, 2 — ta;
sia T € S'(RN;C); allora si ha

F(u(T)) = ﬁ(u%]—"T .

Dimostrazione. Segue da sopra.
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26.8.12 La trasformata di Fourier F e F; in S'(RY;C)

Sia u € S(RY; C); sia £ € RY; se si pone
Fuu©) = [ e ) da,
RN

e se si procede come sopra, si ottiene la trasformata di Fourier F; su S'(RY; R).
Per ogni t € R sia
uw:RYN — RNt — tz.

Per ogni 7' € S'(RY; R) si ha allora

1. FT = Wui}'lT);

2. AT = (21)Nugy FT.

Infatti per ogni ¢t € R sia
w:RYN — RNt — tz .

Per ogni ¢ € S(RY;R) si ha

F(T)(p) = T(F(v)) = T(Filp)(2mE)) = uax(T)(F1(p)) =

(Fruar(T))(4) = i FiT)-

Per la dimostrazione di (2) si procede analogamente.

26.9 Trasformata di Fourier di una distribuzione di
LYRN; C)

26.9.1 Restrizione della trasformazione di Fourier su §'(R"; C)
a L*(RYN;C)

Se f € LYRYN; C) allora Ff & una funzione continua, dunque localmente integrabile;
possiamo quindi considerare (Ff) - \.

Teorema 26.9.1.1 Sia [f] € LY(R";C); allora si ha
F(f-N=(Ff-A,

dove F(f - A) ¢ la trasformata di Fourier della distribuzione temperata f -\, Ff ¢
trasformata di Fourier della funzione integrabile f.
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Dimostrazione. *

Essendo Ff continua, (Ff) - A si identifica canonicamente con Ff, dunque con la
funzione

Ff:RN —C, ¢ — [ &¥ER f(a)da.

RN

Possiamo quindi dire con il senso del teorema sopra, che la trasformata di Fourier
di S'(RY;C) ristretta a L}(R™;C) (identificando [f] con f - \) & la trasformata di
Fourier di £!(R";C).
Si ha un analogo risultato per la cotrasformata di Fourier.
Esercizio. Sia
per x >0
perz =0
per x < 0

H:R— R,z —

Ol=

(funzione di Heaviside);

1. risolvere in S(R; C) l'equazione differenziale di incognita y,
y' 4y 4y = (H(z)e %z) - \;
2. risolvere in C2(R; C) I'equazione differenziale di incognita v,

y' +4y +4y = H(zx)e ®z .

Risoluzione.
1. Siha

—x

—z,. _ e *r perx>0
H(z)e jU_{O per z <0

Quindi la funzione H(z)e™*z & integrabile; quindi (H(z)e *z) - A € S'(R; C).
Sia y € S’'(R; C).
Si ha
y' +4y +4y = (H(zx)e *z) - A
se e solo se
Fy" +4y' +4y) = F(H(z)e "z) - A) ;
Si ha
F'" + 4y +4y) = (2mi)*(Fy) + 4(27€) (Fy) + 4(Fy) =
(=2mi€)? +4(2m€) +4) - (Fy) = 2mig +2)* - (Fy) -
Essendo H(x)e™*z integrabile, F((H (x)e™*z) - \) coincide canonicamente con la funzione

400

F(H(z)e™"z)(§) = /

—o0

y
lim / ze~ (@mért)T o —
0

Yy—r+oo

. 1 —@rig+)a | Y ! L —(2mig+1)a
lim ——e | — ——e dr | =
y—4o00 2mi€ 4+ 1 0 o 2mi€ 4+ 1

Yy
lim |:_ ‘1 e—(27ri§+1)mx:|y + '1 6—(27ri§+1)z de ) =
y—+oo 2mi€ + 1 o 2mig+1 o

lim [_;((wsﬂ)% _
yortoo | 2mi€ +1 (2mig +1)2

+oo
e 2T (p)e T da = / ze 2T gy —
0

67(27ri§+1)a:i| Y

0
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lim (— v ___ 1 ) emCmigtyy 1
y—otoo \ 2mi€+1  (2mi& +1)2 (2mi€ + 1)2
Si ha , ‘
ye(T2miEF Y o —2mil o~y ~ystoo e Y —y s ioo=0
e

e(—2mig+l)y _ y672m§6*y ~ystoo€ Y —y s t0o=0.

Si ha quindi

; Y 1 —(2mig+1) 1 1
1 - - v = .
Yoo ( omie + 1 (2mif + 1)2) c t omie v 12 T @riet1)2

Si ha quindi
1

(2mig +1)2

y € quindi soluzione dell’equazione differenziale se e solo se

F(H(z)e ") (§) =

‘ 2 S
(2mig +2)° - (Fy) = ((2ﬂ5+1)2) ’

La funzione 5 ¢ definita su R, ¢ di classe C*° ed ¢ temperata; 1'uguaglianza sopra

1
(27mig+2)
equivale all’'uguaglianza in &’ (R; C),

1
Ty = ((2me+ 1)2(2m'5+2)2) A
Quindi a

y=F (((m‘f + 1)21(2m'€ + 2)2> | A> '

La funzione W ¢ integrabile su R.

Si ha quindi

g (((mg T 1>21<2m's T 2)2> )= f((@m‘s n 1)21(2m‘§ T 2>2> A

Si ha
—+o0
— 1 1
F ( - - ) )= - - e27E de
(2mi€ 4 1)2(2mi€ + 2)2 (@) [m (2mi€ + 1)2(2mi& + 2)2 ¢
Sia 1
— 2Tz
I&) = Grnr2mia 1028
f(z) ha punti singolari fﬁ = %Z e f% = %i; iz e %7, sono zeri del secondo ordine di
ﬁ; quindi poli del secondo ordine di f(z).
Il residuo di f(z) in iz &
d 1 \? d 1 \? 1
lim — (z - —i) f(z)) = lim — (z - —i) . . ez | =
2ok dz 21 2ok dz 2T (2miz + 1)2(2miz + 2)2

. d 1 2 1 2wz
lim — z+ — - B} - 2 ¢ =
2ok dz 2mwi)  (2mwiz + 1)2(2wiz + 2)

. d 2miz + 1 . 2 1 omaz . 1 d e2mTz
lim  — — 1 - - e = lim ————w«—— =
Z%%i dz 271 (27TZZ —+ 1)2(27'(‘13 + 2)2 z—)%i Ar2 dz (27”2, + 2)2
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1 e2™i®22mig(2miz + 2)2 — 2(2miz + 2)2mie?™iw?

lim —— —
PRNE IS (2rzz + 2)4
I 1 2722 (2mix(2miz + 2) — 4mi) i 1 e2™®2(—An2xz + 4mix — 4mi)
m ——- = m ——-—= =
sk 472 (2mzz + 2)3 zo ki 472 (2rxz + 2)3
i 1 €273 (—qaz 4 iz — i) 1 e % (—gmi+ iz — i)
im —— =_= —
PR (2mzz + 2)3 ™ (—142)3

1,1 1
——e =z —1)i=——e" "z —2)i.
™ (2 ) 2 ( )

1l residuo di f(2) in %z e

. d 1\?2 . d 1\? 1 —
lim — z——i) f(z) ] = lim — z— —1 - - e =
smlidz ™ sl dz ™ (2miz + 1)2(2miz + 2)2

d 1\? 1
lim — (Z + 7) eQ‘rrzz —
smlidz mi/) (2wiz +1)2(2miz + 2)2
1)\2 1 1 d 2naz
lim — (7’[’7,Z + ’L) - - 627mcz — lim — a 6} _
ztidz i (2miz 4 1)24(miz + 1)2 sty 4m? dz (2miz +1)2

1 e2™i@2omig(2miz + 2)2 — 2(2miz + 1)2mie?™ o>

lim —— —
ki 42 (2mzz + 1)4
i 1 €272 (2mix(2miz + 1) — 4mi) i 1 e2™ @2 (—4n2xz + 2mix — 4mi)
im —— = lim —— =
o (2mzz +1)° sl Am? (2rxz 4+ 1)3
i - €22 (_2rxy 4 ix — 24) _ 1 e 2% (—2xi + iz — 2i) _ 7i672$(7m oy
PRI 2w (2mzz +1)3 2 (—2+1)3 o

Sia x > 0; si ha

+oo
1 2mwé i ( 1 : L oo )
TS dE =2 - -2 - —x—2 =
/_oo om0 amiE rope | KT mgpe M@ ik —one (e - )

—e % (x—2)—e 2 (z+2).
271 =
2

ez —2)+e T (x+2).

Sia x < 0; si ha

+oo
! 2z _
[m (2mi€ + 1)2(2mi€ 1+ 2)° d¢=0.

[ e (x—-2)+e (2 +2) perz>0
<p(m)—{0 per z <0

Sia

Si ha quindi
y=(x) A.
y si identifica quindi con ¢(z).
Quindi esiste una ed una sola y € S’ (R) verificante I’equazione differenziale; tale y si identifica
con la funzione ¢.
2. Essendo ¢ antitrasformata di Fourier di una funzione integrabile ¢ ¢ continua.
Per > 0 si ha
p(r) = ze™® — 27T 4 272 4 2727,
@' (z) =3 —2e™® — 3e72% — 2727,
@' (x) = —4e™® + xe™® 4 4e 2% 4 4xe— 2,
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Si ha quindi limgz 04+ ¢'(z) =3 -3 =0e limz 04 ¢'(z) = —4—-4=0.

Quindi ¢ & derivabile 2 volte in 0, si ha ¢’(0) = 0 e ¢''(0) = 0; inoltre ¢ & di classe C2.
Quindi ¢ & soluzione ordinaria dell’equazione differenziale.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata &

AN 4+4ar+4=0,
cioe
A+2)2=0.
L’equazione ha un’unica soluzione, data da —2, doppia

Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale so quindi date da

y(x) = cre %% 4 compe 2% 4+ p(z), c1,c2 €R.

26.9.2 Trasformata di Fourier di una funzione localmente in-
tegrabile come limite

Teorema 26.9.2.1 Siau € Li,.(RY; C); supponiamo che esistav € L'(RY;C), che
esista g € C®°(RN;C), g temperata tali che u = vg; per ognir > 0 sia

fr RN — C,¢ — b e 2 €y (2) da
"(0.r)

allora si ha
1. u- A€ S'(RY;C);

2. la funzione
]07 +OO[_> SI(RN; C)7T — fr A

¢ convergente per r — +oo in S'(RY;R);

Flu-N) = lim (f-)).

400

Dimostrazione. Essendo v integrabile, la distribuzione v - A & temperata; per un
teorema sopra lo & anche g- (v-\) =u- A.
Per ogni r > 0, sia

<
o :RY — C,z — L per fjzf| <7
0 per |z|| >r

la funzione caratteristica di B'(0, 7).

Proviamo che in 8’'(RY; C) si ha up, - A — u - \.

Sia p € S(RY;C); la funzione pg ¢ limitata; esiste quindi M > 0 tale che
[p(x)g(x)| < M per ogni = € RY; si ha quindi u(z)¢, (x)p(z) = v(z)g(x)e, (2)p(z)| <

Per ogni z € RY si ha u(z)p, () — 100 u(x).
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Per il teorema della convergenza dominata si ha quindi
/ up,pdr — updx .
RN RN
Quindi up, - A — u - A.
Essendo F continua in &’'(R”Y; C) la funzione
10, +00[— S"(RM;R),r — F(p,u-\)

& convergente per r — +o00 in S'(RY; C) e ha per limite F(u - \).
Per ogni r > 0 up, e integrabile.
Per ogni r > 0 e per ogni ¢ € R si ha

O = [ @ @ulo).

si ha quindi F(e,u) = fr - A
Da cio segue la tesi.

Teorema 26.9.2.2 Sia u € Li,.(RY;C); sia u a crescenza lenta; per ogni v > 0 sia

RN —C, 6 — 5 e_zﬂi(f‘m)u(x) dx ;
"(0,r)

allora si ha
1. la funzione
10, +00[— S'(RN; C), 7 — f, - A

¢ convergente per r — +oo in S'(RV;R);

Flu-A)= lm (fr-A).

r—-+00

Dimostrazione. Segue da sopra in quanto possiamo scrivere u(z) = P(z)v(z) con
P(z) funzione polinomiale e v € L(R; C).

Osservazione 26.9.2.1 Si hanno analoghi risultati per la cotrasformata di Fourier.

Osservazione 26.9.2.2 Supponiamo che per ogni £ € R esista lim,_, f.(x); ad
esempio, per N = 1 che per ogni £ € R che l'integrale improprio su un intervallo

+oo  _ ; . .
aperto | N 2migzy () do sia convergente; sia

fiR—C.6 — lim f,(6)

il teorema sopra non implica che f -\ € S'(R; C) e che, anche se f -\ € §'(R; C) sia
lim, oo (fr(€) - A) = f - Xin S'(R; C).
In cio che segue un caso in cui cid avviene, per la cotrasformata di Fourier.
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26.9.3 Valore principale dell’integrale di una funzione su | —
00, +00[

Definizione 26.9.3.1 Sia u € Li,.(R; C); sia

5:)0,4o00[— R,r — u(z) dx ;

—r

si dice che lintegrale su | — 0o, +00], fj;o u(x) dz ammette valore principale se la
funzione s(r) é convergente per r — 4o00; in tal caso si pone

“+o0 r
pr.v/ u(x) de = rlir-ﬁ{loo 3 u(zx) de ;

—0o0 T

pr.v fjoooo u(z)dx si chiama valore principale dell'integrale su | — oo, 4o00],

26.9.4 Formula di inversione come valore principale

Teorema 26.9.4.1 Sia f € LY(R;C); sia f continua; supponiamo che per ogni x €
R esista 6 € R tale che la funzione

flz+y) = f(x)

pwz[_675]7{0}—>cvy—> y

sia wntegrabile; allora per ogni x € R l'integrale fj;o e?™EF (&) dé ammette valore
principale e si ha

“+o0
f(z)= pr.v/ XIS F(€) dE .

— 00

FEnunciato

Osservazione 26.9.4.1 Posto g = Ff e posto

+oo
fi:R— C,z —> pr.v/ e g(&) dé

siha F(g-A) = f1-\

Osservazione 26.9.4.2 In particolare vale la tesi del teorema se f € L1(R;C) ¢
continua e se per ogni = € R esiste 6 € R tale che f|[z —d,2] e f|[x,x + J] sono di
classe C*.

Pill in particolare se f € L}(R;C) & di classe C*.

Teorema 26.9.4.2 Sia f € LY(R;C); sia x9 € R; siano flzg, +oo| e f|] — 0o, x|
continue; sia f|xg, +oo[ convergente per x — xo+; sia f|] — 0o, xo| convergente per
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T — To+; sia f(x0+) = limx—mo-i-,x;éwo f(x)z sia f(ﬂfo—) = limx—mo—,x#xo f(.%‘),
supponiamo che per ogni x € R, x # x¢ esista 0 € R tale che la funzione

flx+y) - fz)
Y

e [—0,6]-{0} — C,y —

sia integrabile; supponiamo che esista 61 € R tale che la funzione

f(zo +y) — f(xot)
Yy

p1:0,61] — C,y —

sia integrabile; supponiamo che esista 93 € R tale che la funzione

[z —y) = fzo-)
Y

D2 :]0u52] — va —

sta integrabile; allora per ogni x € R l'integrale fjoo; 2™ F £(€)dE ammette valore
principale e si ha

oo f(z per x # x
Pf~V/ T F(€) dE = { f((wo)+)+f(wo—) o
2

oo per x = xq

si ha

Flg-N)=/fi-X.
FEnunciato

Osservazione 26.9.4.3 In particolare vale la tesi del teorema se f € L1(R;C) &
continua e se per ogni x € R, x # x¢ esiste 6 € R tale che f|[x —d,z] e f|[z,z + ]
sono di classe O, se esiste d; tale che f|]xg, o + d1 & di classe C! e prolungabile su
[0, 7o + 1] in una funzione di classe C! e se esiste dy tale che f|[xg — d2,70[ ¢ di
classe C! e prolungabile su [z — d2, o] in una funzione di classe C*.

Pilt in particolare se f € L}(R;C) e f|] — oo, o[ sono prolungabili per continuita in
xg e i prolungamenti sono di classe C.

Osservazione 26.9.4.4 Il teorema si generalizza al caso di f continua su R— A, con
A finito.

Esercizio. Sia
) sgnx per —1<zx<1 .
f'RHC’IH{O perea<—lozxz>1 "~
1. determinare la trasformata di Fourier di f;
2. dire se vale la formula di inversione per f e con quale significato;
3. esprimere f(x) attraverso un integrale improprio convergente.

Risoluzione.
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1. Sia £ € R; essendo f una funzione reale dispari di £L'(R;C) si ha

+oo 1
F()E) = 721‘/ f(z)sin(2wéx) de = 721'/ sin(2wéx) dx .
0 0

Supponiamo £ # 0; si ha

. ! . ) 1 1 i i cos(2mg) — 1
,21/0 sin(2wéz) de = —2i {72— cos(27r§x)} . = ﬂ_—g(cos%rf) —-1)= A

s

Supponiamo £ = 0; si ha

1 1
—Qi/ sin(2wéz) de = —2i/ 0dxr=0.
0 0

4 cos(2mg)—1
F(f)iR—Ce—{ = ¢ PTEFO
0 per £ =0

Si ha quindi

2. Essendo f|] —infty,—1[, f|] — 1,0[, |10, 1[, f|]1, +oo[ prolungabili per continuita rispettiva-

3. Per£ =0 % si intende uguale a lim¢_,q

mente su | — infty, —1], f[—1,0], [0,1], f[1,+oo[ con prolungamenti di classe C! I'integrale
fj;o e2m1%E F(£)(€) dé ammette valore principale e si ha

+oo
flx) =prv / T F(€) dE

oo
cos(2w€)—1 _
— = 0.

Si ha

fle=pey /ﬁo gzring 10082mE) — 1 4
_ T 5

)

Uguagliando le parti reali, si ha

“+oo “+oo
flz)= pr.v/ - sin(27rz§)l cos(@mg) — 1 ¢ = pr.v/ 11— cos(2nt) sin(27wz€) d§ .
_ m 3 e T 3

oo e}

La funzione

11— 2

RS R.E— ,w
T

0 1 1—cos(27E)
T &

sin(2rxz€)

¢ pari; quindi l'integrale improprio f0+

+oo too
pr.v/ 1 1= cos(2mg) sin(2wz€) d€ = 2/ 11— cos(2m) sin(27z€) d€ .
T I3 0 ™ 13

sin(27wz€) d€ & convergente e si ha

—o0

Si ha quindi
+oo
flx) = g/ 1_%5(27@ sin(2mxg) d§ .
0

Esercizio. Sia

1—|z|] per—-1<z<1

f:R*)C’w*}{O prz<—loz>1 °

determinare la trasformata di Fourier di f.
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Risoluzione. Sia ¢ € R; essendo f una funzione reale pari di £!(R; C) si ha

+o0 1
F()E) = 2/ f(z) cos(2méz) de = 2/ (1 — z) cos(2méx) dx .
0 0

Supponiamo £ # 0; si ha

2/1(1 — ) cos(2méz) de = 2 {i sin(27€z)(1 — :c)} ' — /1 L sin(27éz)(—1)dz | =
0 B 27 0 o 2m¢ B

1 1
2 ( [i sin(2wéz)(1 — :c)} . + /O ﬁ sin(2wéx) dm) =

1
2 [i sin(2wéz)(1 — x) — ﬁ cos(27r£a:)} =
0
1 1 1 1—cos(27€)
2 (_W cos(27€) + @> =352 e

Supponiamo £ = 0; si ha

2
0

1 1 571 1
2/ (lf:p)cos(27r£z)d:p:2/ (lw)dl‘=2|:$m:| :2(1:5):1.
0 0

Si ha quindi

_1_ 1l=cos(2mg)
F(f): R—C,§ — o2 2 per £ #£0
1 per £ =0

Esercizio. Sia

f:0,+o0[— C,z — (1 +z)e™ ¥ ;

1. studiare la funzione f determinando i limiti nei punti frontiera del dominio e la monotonia;

2. provare che esiste una ed una sola g1 : R — R funzione pari tale che ¢1(]0,+oo[= f e
continua in 0; studiare la derivabilita di g1 in 0;

3. provare che esiste una ed una sola g2 : R — R funzione dispari tale che ¢2[]0, +oo[= f;
studiare la contu=inuita di g2 in 0O;

4. provare che g1, g2 € L(R; C); a partire dalle proprieta di g1 e di g2, enunciare alcune proprieta
riguardanti il comportamento asintotico di F(g1) e F(g2) per  — oo e sulla integrabilita di
F(g2);

5. trovare F(g1) e F(g2);

6. dire se vale la formula di inversione per g; e per g2 e con quale significato;

7. verificare le formule di inversione per g1 e per ga.

Risoluzione.
1. Siha limg—o f(z) =1, limg— 400 f(z) = 0.

Per ogni € RY siha f'(z) =e " + (1 +z)e”®(=1) =e® —e ® —ze”® = —ze”"; si ha
f'(z) < 0; quindi f & strettamente decrescente.
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2. Per ogniz < 0deveessere g1 (z) = f(—z) = (1—x)e”; deve essere g1 (0) = limz—0+,z>0 f(z) =

. Per ogni < 0 deve essere ga(z) = —f(—z) =

1.

Da cio segue che
(x+1)e ™ perz>0
g:R—C,z 1 perx =0
(1—=x)e” per x <0

Jr

¢ 'unica funzione g : R — R pari tale che ¢|]0, +o0o[= f e continua in 0.
Per x > 0, g1 é derivabile in x e si ha gi (z) = —ze™%; per ¢ < 0, g1 é derivabile in x e si ha
gi(x) = —e + (1 —z)e” = —e® + e” — ze” = —ze”.

S.i ha 1i1/nza0+,z>0 g} (xz) = limz 504 ,z>0 —re~* = 0; quindi g; & derivabile da destra in 0 e
si ha g1/, (0) = 0.

Si ha limg 40— z<0 91 (z) = limz 50— x<o —ze® = 0; quindi g1 & derivabile da sinistra in 0 e
si ha g1’ (0) = 0.

Quindi g; & derivabile in 0 e si ha g} (0) = 0.

g1

= —(1—=x)e®* = (x — 1)e”; deve essere g2(0) =

g2(—=0) = —g2(0); quindi g2(0) = 0.
Da cio segue che
(x+1)e * perz>0

g:R— C,z 0 perz =0
(z —1)e* per x <0

¢ Punica funzione g : R — R dispari tale che ¢|]0, +oo[= f.

Si ha limz04,2>092(z) = limgsot2>0(1 — z)e™ = 1 e limz0— z<092(z) =

limg 50—, z<o(x — 1)e* = —1; quindi g2 non & continua in 0.

—

4. Siha g1(§) ~ems o0 €™ € g1(€) Ve —oo —x€”; da cid segue che g1 € L(R;C).

Si ha g2(&)| ~¢—stoo e~ € |g2(&)] ~em — oo |2]€®; da cid segue che g2 € L(R; C).
Si ha limg_,0 40 g} (z) = 0 = ¢} (0); quindi g} & continua in 0; quindi g1 & di classe C1.
Si ha limg—y 400 g1(%) = 0 € limgy—s—oo g1 (z) = 0; da cid segue che si ha limg—y 00 g1(z) = 0.

Essendo g1 di classe C! e tale che limgz 00 g1 (z) =0, si ha

1
F(g1)(€) %z—o00 m .
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Essendo g2 € L(R;C) si ha
F(92)(§) —re—00 0.

Essendo g2 non continua in 0, F(g2) non ¢ integrabile.

5. Sia & € R.
Essendo g; una funzione reale pari, si ha

+oo +oo
F(g1)(€) = 2/ cos(2méx)g1(z) de = 2/ cos(2méx)(1 + z)e T dx =
0 0

Y 2mitx —2mifx
2 lim L(1 +x)e Pdr =
y—=+oo o 2

Yy
lim / (1+x) (e(2m'§—1)x + e(—27ri£—1):c) do =
0

y—+oo

1 . 1 ) Y
lim |:(1 —+ x) (7 6(27”{_1)1 + - e(—27rz§—1)z):|
y—+oo 2mi€ — 1 —2mi§ — 1 0

! ( 1 (2wiE—1)x 1 (727'ri§71)z>
— - e + - e dr | =
o 2mig — 1 —2mi€ — 1

1 ; 1 ;
lim [(1 + ) (76(27”&71)1 + 7&*2“5*1%)

y—+oo 27Ti§ —1 —27T’i§ -1
1 . 1 . Y
_ (2mi€—1 .\ _ (—27ig—1)x
(2mie —1)2°¢ Y o 1” } .
. 1ty 1 ) (2mig—1)
1 — ™ y
Yoo ((27ri§ 1 mie—12)°¢ +
( 1+y L ) e(—2mig—1)y
—2mif —1  (—2mif — 1)2

1 N 1 1 N 1 )
2mie — 1 (2mi€ —1)2  —2mié—1 (—2mi&—1)2)
Si ha

‘6(2”‘571)3/’ = ‘677!627”{ =e ¥ —y st 0.

Quindi si ha limy— 4o e?™€—1Y =,
Analogamente si vede che limy_; 4 e(=2miE—1y — 0
Il limite sopra & quindi uguale a
B 1 " 1 _ 1 4 1 _
2w — 1  (2mi€ —1)2  —2mi&—1 (—2mif —1)2

2 2(1 —4mg?) 4
1447262 (1+472€2)2 (14 472€2)2

Si ha quindi
4

F(g1)(&) = m .

Essendo g2 una funzione reale dispari, si ha

+oo +oo
Flg2)(&) = —22'/ sin(2wéx)g1(x) de = —22'/ sin(2wéx)(1 + z)e” “ dax =
0 0

Y 627r7l§z _ 6727r7l§z
—2i lim ———(1+a)e Fdx =
o 21

y—+oo

197
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y
— lim / 14z (8<2”'571>I — 6(727”{71)1) dx =
Yy—r—+o0 0

— lim [(1 + ) (#e(%i&*l)z _ #e(—%igﬂ)z)} v
y—+oo 2mi€ — 1 —2mi€ — 1 o

v ( 1 (2miE—1)z 1 (727ri§71)z)
- —e - — e de | =
L \2mig — 1 “omie — 1

— lim |:(1 + ) (#6(27”'5*1)1 _ ¥6(727‘ri§71)z>
y—+oo 2mig — 1 —2mi€ — 1

1 Y

. 1 )
L elmeiyy L (—27‘rz£—1)z:|
- e x - e

(2mig — 1)2 (—2mi€ — 1)2 0

~ lim (( 1ty 1 ) o(2miE—1)y_
yotoo \\27mi€ — 1 (2mi€ — 1)2
( 1ty _ 1 ) o(—2mig—1)y
—2mi€ —1  (—2mi€ —1)2

1 1 1 B 1 B
omic —1 | (2mie—1)° | —2mie—1 (—2mi€ - 1)2> -

1 1 1 1 B
omiE —1  (2miE —1)2  —2mif — 1 + (—2mi€ — 1)2
Ami€ 8mig) _ Ami€ + 167303 + 8mif
14422 (14+472¢2)2 (14 4n2¢2)2 B
12mi€ + 1673363 4mig(3 4 4mw2£?)
(14472622 (14472¢2)2

Si ha quindi
4mi€ (3 + 4n2€2?)
F =
(91)(8) (11 an22)?
6. Si ha
4 1
(1 +4m2¢2)2 67> (4rtet

Si ha quindi F(g1) € L(R; C); per ogni = € R si ha quindi

F(91)(8) =

+oco

F(F(g)(z) = / AT F (91)(€) dé -

— 00

quindi, essendo g; continua

+o0

g1(x) = / e*TIE F(91)(6) dE -
— 00

Vale dunque la formula di inversione con integrale di funzione integrabile.

Verifichiamo la formula, calcolando l'integrale.

Siaxz € R, z > 0.

Si ha
+oo +oo +oo 2mizé
2mixg _ 2mixg —
e F(91)(€) dg ——/ € Wdf—/ T anzezyz % -
_/,OO oo (1 +4m2¢?) oo (I +4m2g2)
Per £ € C, si ha (14 472£2)2 = 0 se e solo se 1 +472£2 = 0, cioe se e solo se £2 = —ﬁ, cioe

— 41
se e solo se { = £5-1.
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Sia

Sia £ € dom(h).

Si ha
4627”'9:5 46271'iz§ 462772'1&
h(€) = = - - = - - =
(L 4m2@)2 ~ (1 - 2mi@)2(1 1 2mi€)?  (2mi)?(2% — )2 (2mi)2 (o4 + €2
fe2mizt e2mizt _ 27;
s

1 (— i — P (i + 62 Amig+ P € — 07 I (€= i
1

Quindi A ha in =4 una singolarita polare di ordine 2.

27
Si ha amit
1 e TIST
h - i)
O€ = 3.9 = e T
Si ha quindi
4 ene— Loy = L ETE2miEt 570 — 26+ 5T
dé D €+ i)t -
L e (ris(E 4 5o —1 L o T~ ir—1
2rd €+ L3 2md (€+ 571)3
Si ha L L L
lim L e2mice mafi—gr—1 LT3 3% L
o4 L3 T opd 1 (—; -
eoabi2m €+ =0) ™ (-0
R R ‘
7€ e (z+1).

Si ha quindi

1 1

Res(h, —i) = ——ie (x4 1) .

27 21

Si ha quindi
T 4ePmiee Res(h. L 1, .
_ = 2wt Res(h, —i) = 2mi(——ie “(x+ 1)) =e “(z+1) = x) .
ey = 2miReslh o) = dmil i e D) = T+ D) = 1)
Analogamente si procede per z < 0.
Sia p1 | prolungamento continuo di g2|]0, +oco[ in 0; si ha
p1:[0,+o0o[— R,z — (z+ 1)e™ "

quindi p; & di classe C1.

Sia p2 1 prolungamento continuo di g2|] — 0o, 0] in 0; si ha
p2:] — 00,0l — R,z — (z — 1)e”

quindi ps & di classe C1.

Si ha poi
limg—0+4,2>0 g2(z) + limz 50— z<0g2(r) 1-1
= =0=yg2(0).

2 2

Quindi per ogni € R l'integrale improprio
—+o0
/ e* T F(g2)(€) dg
—o00



200 CAPITOLO 26. TRASFORMATA DI FOURIER

ammette parte principale e si ha

—+o0
g2(z) = pr.v / T F (g2)(8) dE .

)

Verifichiamo la formula, mostrando che l’'integrale improprio ammette valore principale e
calcolando il valore principale dell’integrale.

Si ha N N
- Tix - TLT 47”$£(3 + 471—252)
\/700 e EF(QZ)(g) g = [w e2mizs (_(1'f‘47r252)2> dg .

SiazeR, z>0.

Considerando i polinomi nella variabile &, si ha gr(4mi€) (34 472¢2) = 3 e gr((1 +4n2¢2)2 =4
e 4 = 3 + 1; quindi 'integrale improprio su un intervallo aperto

/+oo it (_ 4Trz;f§(3; +2472rz 52)) "
e + 4m2¢2)?
& convergente e quindi ammette parte principale.
Sia

pio- [l Ll o dmnt s ire)

27 (1 + 4m2£2)2

Sia & € dom(h).
Procedendo come sopra si trova

—x

k(g) = 7627”'15M = — 2miz§ ﬂzx£(3 + 471-252) ~ e ZTFZ .
(1 + 4m2¢2)2 Amd (€ + izp(g _ il)z £ i (€ — il)g

Quindi K ha in %1 una singolarita polare di ordine 2.
Si ha 5.3
1. oo 2miEx + 47Pi€
k(€)(E — —i)? = =T
2w Amt (€ + 5-1)
Si ha quindi
d 1
K _ -2
€50
1 ; 2mi A734€3
L (comsnggy i+ it
4 44§ + 5-1)
J2mint (3mi 4 127%€2) (€ + 5=1)% — 2(€ + 5=1)(3mi€ + 47r3i§3)>

(€+ 770"
L ories <2m,x 3mi€ + 4An3igd  (3mi+ 121362 (€ + o) — 2(3mif + 47r3i§3)> _
i €+ %02 €+ £
1 e2mite
—z @

1
. (27rix(37ri£ +4m3ig3) (€ + 2—1') + 3mif — g + 127333 — 67w2€2 — 6mit — 87r3i§3) —
U

1 6271'1'{32
Amt (€ + 551)°

3 3
. (27rix(37ri§2 - 55 + 4n3igt — 2n2€3) — 3mig — >+ Ar3igd — 6n2¢% — Gm‘g) =
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1 6271'1'51
ant (64 L0)°

. (767r2iz§2 — 3mizé — 8rtaet — andaed — 3mic — g + 473ig3 — 6m2¢? — 67ri£) .

Si ha
1 6271'1'51
m -
Eogei AT (54‘27,1-1)

3
. (—67r2ix§2 — 3mizé — 8rtwet — 4n3xe® — 3mic — 3 + 4733 — 6m2¢? — 67ri§> =

1 e ® (3 Jr3 1 1 +3 3+1 3) 16_1(2 +2)
— | = —z——zrz—-—zx+-——-—+-+-)=— x =
4t —Li\2” 20 27 20 2 2 2 2 4 i

1 x

——ie F(x+1)

27

Si ha quindi
Res(k, —i) = ——ie “(xz + 1)

Si ha quindi

+oo 4e2mixg 1 1
pr.v. _ m d¢ = 2miRes(h, %z) = 27ri(—%ie_x(:c+i)) =e F(z+1) = ga(z) .

Analogamente si procede per z < 0.
Per z = 0 'integrale diventa

de .

T 4mi(3 + 4n2¢?)
(1 + 4n2€2)2

Essendo la funzione da integrare dispari, per ogni r € R} si ha

" 4mi(344n2€?)
/ T+ amenz ©T0

Quindi lintegrale

O 4mi(3 + 4n2€2)
_7(1 a2y dg .
— 00 4
ammette valore principale e si ha
400 .
4mi(3 4 4m2¢?)
V. —————= 2 d{=0=g2(0) .
pr.v / (1t 1202 3 92(0)

26.10 Trasformata di Fourier della distribuzione d,

26.10.1 Trasformata e cotrasformata di Fourier della distribu-
zione )y e di A

Teorema 26.10.1.1 Sia & la misura di Dirac su RN si ha

Fbop=An .
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Dimostrazione. Per ogni ¢ € D(RY) si ha infatti

(F(b0). 0) = (60, F(i2) = (b0, /

- e—27ri(£\z)<p(x) dl’) :/ 6—27ri(0\z)<p(x) dm) —

RN
/ p(x)dr) = (An, ) -
RN

Teorema 26.10.1.2 Sia &y la misura di Dirac su RN ; si ha
Fdog= Ay -

Dimostrazione. Si ha

Fbo = (F(6oy = (N .
Per ogni ¢ € D(RY) si ha infatti

M) =2@) = [ elman@) = [ pla)dr@) = M)
Teorema 26.10.1.3 Si ha

FA=4dp .
Dimostrazione. Si ha infatti F(5y) = \.

Teorema 26.10.1.4 Si ha -
FA=14g .

Dimostrazione. Si ha infatti F(dg) = .
Teorema 26.10.1.5 Sia a € RY; indichiamo con e=2""¢l%) | funzione
RY — C & — el

allora si ha
Fbo = e 2mildlay

Dimostrazione. Si ha 6, = y(a)do; quindi

Fo, = e 2mEl) F5y = e=2miEla) ) |

Teorema 26.10.1.6 Sia a € RY; indichiamo con e=27¢l%) | funzione
RY — C, ¢ — e 2mi(Ela) .

allora si ha
Fo, = 2l

Dimostrazione. Si ha 6, = y(a)do; quindi

Fo, = e2miEl0) F5y = ¢2miCela)y
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26.11 Trasformata di Fourier del valore principale
di
X
26.11.1 Trasformata di Fourier della distribuzione valore prin-
cipale di % e della funzione segno
Teorema 26.11.1.1 Sia f € D(R;C); per ogni r €]0,+o0] sia

1 perzeR-]—rr]

PR=]-rr[ " R—>C,x—>{ 0 perxze]—rr|

la funzione caratteristica di R—] —r,r[; allora la funzione
1
]Oa +OO[_> Cvr — / @R*]fr,r[;f(x) dx
R

e convergente in C per r — 0.
Enunciato

Definizione 26.11.1.1 Indichiamo con % la funzione

1
R*—Cjz— —;
T

poniamo

1

1
pv—:D(R;C) — C, f — lim/ OR— == f(x)dz .
x r—=0 Jp T

Si osservi che se 0 ¢ Supp(f) allora si ha

Teorema 26.11.1.2 Indichiamo con % la funzione

1
R* — C,z — —;
x
allora si ha pvi € 8'(R;C).
Enunciato

Teorema 26.11.1.3 Indichiamo con % la funzione
1
R*—Cjz— —;
x
indichiamo con sgn€ la funzione

R—C,§ — sgné;

F (pvi) = (% sgnf) A

allora si ha
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FEnunciato

Teorema 26.11.1.4 Indichiamo con % la funzione

1
R*—C,¢{—

§

indichiamo con sgnx la funzione
R— C,z — sgnx;

allora si ha

F(sgnz-A) = —% (pvé) .

FEnunciato

26.12 Trasformata di Fourier di una distribuzione a
supporto compatto

26.12.1 Funzione temperata trasformata di Fourier di una dis-
tribuzione a supporto compatto

Teorema 26.12.1.1 Sia T € D'(RY;C); sia T a supporto compatto; allora esiste
una ed una sola f € C*®(RN;C) funzione temperata tale che

FT=7f-X.

Enunciato
Si dice che f ¢ la funzione temperata trasformata di Fourier della distribuzione a
supporto compatto T’

26.12.2 Funzione intera trasformata di Fourier di una distri-
buzione a supporto compatto

Teorema 26.12.2.1 Sia T € D'(RY;C); sia T a supporto compatto; sia f €
C>®(RY;C) la funzione temperata trasformata di Fourier di T; allora esiste una
ed una sola g : CN — C analitica tale che g RN = f.

Enunciato

Si dice che f ¢ la funzione intera (o analitica) trasformata di Fourier della distribuzione
a supporto compatto T'

Per abuso di notazione indichiamo spesso g con F7T.
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Teorema 26.12.2.2 Sia T € D'(RY;C); sia T a supporto compatto; sia g : CV —
C la funzione intera trasformata di Fourier di T; per ogni & € CN indichiamo con
e 2m=l8) g funzione

RY — C,z — e~ 28

allora si ha .
(V& € CN) g(¢&) = (T, e *m19)) .
Dimostrazione. *

Con I’abuso di notazione indicato sopra si ha dunque
(V6 € CN) FT(€) = (T, e m10)) .

Ricordiamo che se u € Ljoc(RY;C) e se u- A & a supporto compatto, allora u €
L1(RY;C).

Per la trasformata di Fourier di uX vale la formula vista.

Piu in generale per la funzione intera associata a u - A vale quanto segue

Teorema 26.12.2.3 Sia u € Li,(RY;C); sia u -\ a supporto compatto; sia g :
CN — C la funzione intera trasformata di Fourier di f; allora si ha

(vE € CV) g(¢) = / ey (1) i
RN

FEnunciato

26.13 La trasformata di Fourier in L?(R";C)

26.13.1 Spazio di Hilbert
Prodotto scalare. Sia E uno spazio vettoriale complesso; sia p: E X E — C; per ogni z,y € E
indichiamo p(z,y) con (x|y); si dice che p & un prodotto scalare se si ha

L (Vz,y,z € E) (z +ylz) = (z|2) + (y|2);
(Va € C,Vz,y € E) (azly) = a(zly);
(Vz,y,2 € E) (zly + 2) = (zly) + (zl2);
(Va € C,Vz,y € E) (z]ay) = a(z|y);
(
(

Va,y € E) (ylz) = (z|y);
Vz € E) (z|z) € Ry;
(Vz € E) (z]z) =0< 2 =0.

Se p & un prodotto scalare posto per ogni © € E
llzll =/ (=|) ,
resta definita una norma su E.

Siano FE e F' due spazi di Hilbert complessi; sia f : E — F; si dice che f & un isomorfismo se f &
un isomorfismo di spazi vettoriali e se [er ogni z,y € A si ha (z|y) = (f(2)|f(v))-

Si dice che E dotato del prodotto scalare p & uno spazio di Hilbert complesso se E & completo rispetto
alla norma definita sopra.

N o W N
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Duale di uno spazio di Hilbert. Se E uno spazio di Hilbert complesso; sia T': E — C lineare;
allora T" & continua se e solo se esiste a € E tale che

(Vz € E) T(z) = (z]a) .

In tal caso a € unico e si chiama vettore associato a T'
Analogamente, sostituendo C con R e togliendo il segno di coniugazione, si definiscono gli spazi di
Hilbert reali. L’esempio caratteristico & RN con prodotto scalare (z|y) = Zil TiYi-

L’esempio caratteristico di spazio di Hilbert complesso & CV con prodotto scalare (z|y) = Zil T;Y;.

Gli isomorfismi f : CN¥ — CV di spazi di Hilbert sono le trasformazioni ortogonali.

26.13.2 Lo spazio di Hilbert L*(RY;C)

Sia A C RY; sia A misurabile.
Siano f,g € L2(A;C); essendo % + % = 1, per il teorema sulla disuguaglianza di Holder, fg &
integrabile; si pone allora

(Flo) = / @@ do
A

Per [f],[g] € L?(A;C) si pone
([f1llg]) = (flg) = / f@)g(x)da .
A

Resta definito nello spazio vettoriale complesso L?(A) un prodotto scalare.
La norma associata a tale prodotto scalare & la norma || - ||z di L?(A;C).
Quindi L2(A) dotato di tale prodotto scalare & uno spazio di Hilbert.

26.13.3 Trasformata di Fourier di un elemento di L*(R";C)
Teorema 26.13.3.1 Sia f € L2(RY;C); allora esiste g € L*(RY; C) tale che

FF-N=g-A.
FEnunciato

Definizione 26.13.3.1 Sia F € L*(RY;C); sia f € L2RY;C) tale che [f] = F;
sia g € L2(RN; C) tale che F(f - \) = g- \; sia G = [g]; poniamo

FF=G.

La definizione non dipende dalle particolari f e g.
FF si chiama trasformata di Fourier di F.

26.13.4 La trasformata di Fourier in L?(R"Y;C)
Definizione 26.13.4.1 La funzione

L*(RY;C) — L*(RN;C),F — FF

si chiama trasformata di Fourier in L*(R"; C).
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La trasformata di Fourier in L?(R”; C) si indica ancora con F.
Teorema 26.13.4.1 La trasformata di Fourier in L?(RY;C)

F:L*RY;C) — L*(R";C),F — FF
e un isomorfismo di spazi hilbertiani,

Enunciato

26.13.5 La trasformata di Fourier in £*(RY;C)
Definizione 26.13.5.1 Sia f € L2(RY;C); si pone

Ff=Flf).

26.14 Trasformata di Fourier e convoluzione
26.14.1 Convoluzione di una funzione di £L!'(R";C) e di una
funzione di LF(R";C)
Teorema 26.14.1.1 Sia p € [1,+]; sia f € L}RYN;C); sia g € LP(RN; C); allora
per quasi ogni © € RN la funzione
RY — C,y — f(z —y)g(y)
¢ integrabile.

FEnunciato

Definizione 26.14.1.1 Sia p € [1,+00]; sia f € LY(RN;C); sia g € LP(RY; C); sia
h: RN — C; si dice che h ¢ una convoluzione di f e di g se per quasi ogni x € RN
si ha
hz)= [ flz—y)gly)dy.
RN

Teorema 26.14.1.2 Sia p € [1,+00]; sia f € LY(RYN;C); sia g € LP(RN;C); sia
h : RN — C; sia h una convoluzione di f e di g; allora si ha h € LP(RY;C) e
1hllp < 1111 - llgllp-

Enunciato

Definizione 26.14.1.2 Sia p € [1,+o0]; sia f € LY(RY;C); sia g € LP(RY; C); sia
h:RN — C; sia h una convoluzione di f e di g; allora si pone
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Si pone anche

]+ lglp = [hlp -
La convoluzione di [f]; e di [g], & quindi la classe in L?(A; C) della funzione definita
quasi dappertutto su RV

T — flx—y)g(y) dy .
RN

26.14.2 Trasformata di Fourier e convoluzione in L!(RY;R)
Teorema 26.14.2.1 Siano f,g € L*(R"Y; C); consideriamo
F:LYRM;C) — C(RM;C)
come trasformata di Fourier di funzione di LY(RY;C); allora si ha
F((f1+lg) = FIf1- Flg] -

FEnunciato

26.14.3 Trasformata di Fourier e convoluzione fra L'(R";R) e
L2(RY; C)
Teorema 26.14.3.1 Sia f € L'(RY;C); sia g € L>(R"Y; C); consideriamo
F:L'(RY;C) — L>*R";0C),
ponendo F([f]1) = [F(f)]oo; consideriamo
F:L*RY;C) — L*(RY;C);

allora si ha

FEnunciato

26.14.4 Convoluzione di funzioni di £?(RY;C)

Teorema 26.14.4.1 Siano f,g € L2(RY;C); allora per ogni x € RN la funzione
RY — Cy — flz —y)g(y)

e integrabile.

Dimostrazione. Infatti si tratta del prodotto di due funzioni di L?(R";C).

Definizione 26.14.4.1 Siano f,g € L>(R"; C); poniamo

f+*g:RY — Cz — CERLOE
Teorema 26.14.4.2 Siano f,g € L2(RY;C); allora si ha f * g € L2(RY;C).

FEnunciato
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26.14.5 Trasformata di Fourier e convoluzione fra funzioni di
L*(RY;R)
Teorema 26.14.5.1 Siano f,g € L2(R";C); consideriamo

F:L%RN;C) — S'(RY;C)

F:L*RYN;C) — L*(RY;C);
consideriamo la moltiplicazione
L*(RY;C) x L*(RY;C) — L'(RY;C),(F,G) — FG ;
consideriamo canonicamente L*(RN;C) C S'(RY;C); allora si ha F(f * g) €
LYRY;R) e
F(fxg)=Ff-Fg.

Dimostrazione. *

26.14.6 Convoluzione di una distribuzione temperata e di una
funzione declinante
Teorema 26.14.6.1 Sia T € S'(RY;C); sia g € S(RN;C); sia x € RN ; allora la funzione
RY — C,y — g(z—v)
appartiene a S(RY; C).

Dimostrazione. *

Definizione 26.14.6.1 Sia T € S'(RN;C); sia g € S(RN;C); per ogni x € RN indichiamo con
g(z —y) la funzione
RY — C,y — gz —y)
poniamo
Txg:RYN — C,z — T(g(z —v)) .
Teorema 26.14.6.2 Sia T € S'(RY;C); sia g € S(RN;C); allora si ha T x g € S'(RY;C).

FEnunciato

26.14.7 Trasformata di Fourier e convoluzione fra una dis-
tribuzione di §'(R";C) ed una funzione di S(R";C)

Teorema 26.14.7.1 Sia T € S'(RV;C); sia g € S(RN;C); consideriamo

F:SRY;C) — S RY;C)
[+

F:S(RY;C) — S(RN;0);
consideriamo la moltiplicazione

S'RN;C) x S(RN;C) — S'(RN;C), (S, f) — Sf;
F(Txg)=FT-Fg.

Enunciato
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Capitolo 27

Serie di Fourier

27.1 Trasformata di Fourier di una distribuzione
periodica

27.1.1 Distribuzioni periodiche

Distribuzione periodica. Sia T € R*; sia S € D/(RN;C); si dice che S & una distribuzione
periodica di periodo T se si ha

yr(S) =5
Distribuzione periodica come distribuzioni temperata. Sia T € R* ; sia S € D'(RY;C); sia
S periodica di periodo T allora si ha S € S’'(R; C).

27.1.2 Lo spazio vettoriale topologico delle successioni a de-
crescenza rapida

Successioni a decrescenza rapida. Sia (¢,)n,cz una successione di C; si dice che
(cn)nez & a decrescenza rapida se
1

n™

(Vm € N*) ¢, <n—oo

Indichiamo con S(Z; C) 'insieme delle successioni a decrescenza rapida da Z a C.
S(Z; C) & un sottospazio vettoriale di C%; quindi S(Z; C) & canonicamente dotato di
una struttura di spazio vettoriale.

Per ogni m € N e per ogni ¢ € §(Z; C) poniamo

qm((cn)neZ) = Sup(l =+ ‘n|)m|cn| .
nez

Resta definita una famiglia di seminorme (¢, )mez;
Consideriamo S(Z; C) canonicamente dotato della topologia vettoriale associata alla
famiglia di seminorme

(Qm)mGN .
Lo spazio vettoriale topologico cosi ottenuto ¢ uno spazio di Fréchet.

211
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27.1.3 Lo spazio vettoriale topologico delle successioni tem-
perate

Successioni temperate. Sia (¢,)necz una successione di C; si dice che (¢,)nez &
temperata (o a crescenza lenta) se

(Im e N) ¢ Zsoo In|™ .

Se F ¢ l'insieme delle successioni temperate. F & un sottospazio vettoriale dello spazio
vettoriale complesso CZ; quindi F & canonicamente dotato di una struttura di spazio
vettoriale.

Sia ¢ = (cn)nez € F; per ogni (an)nez € S(Z;C) la serie Y~ anc, di Laurent
di C ¢ assolutamente convergente.

Si pone

T: : S(Zv C) — C, (an)nEZ — Z apCp .

n=—oo

T, ¢ una forma lineare continua su S(Z; C).
Indichiamo con §’(Z; C) il duale topologico di S(Z; C); sia

a:F— 8(Z;C),c —T,;

allora « € un isomorfismo di spazi vettoriali.

Identifichiamo F con &’(Z'C) mediante la biezione a.

Indichiamo dunque con §’(Z; C) l'insieme delle successioni temperate da Z a C.
Consideriamo S’(Z; C) canonicamente dotato della topologia debole del duale.

27.1.4 Trasformata di Fourier di una distribuzione periodica

Teorema 27.1.4.1 Sia (¢n)nez una successione di C; allora si ha

1. la serie di Laurent E:;ioo Cnbna ¢ assolutamente convergente in D' (RY; C);

2. la serie di Laurent Eio:7oocn5na e assolutamente convergente in S'(RN;C) se e solo

(cn)nez € una successione temperata;

')

3. se (cn)nez ¢ una successione temperata e se T € S'(RN;C) si ha » cndna = S in

D'(RY;C) se e solo se si ha ZZO:_OO cnbna =S in S'(RN; C).

n=—oo

Enunciato

N . . . . oo . . .
Se (Cn)nez € una successione temperata la distribuzione temperata Zn__oo cndna sidice associata
a (Cn)nEZ-

Teorema 27.1.4.2 Sia T € R ; sia S € D' (R; C); sia S periodica di periodo T'; allora esiste una
ed una sola (cn)ncz Successione temperata tale che

oo

FS = Z cndy, |

n=-—oo

dove la serie di Laurent é assolutamente convergente in S’'(R; C);
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Enunciato
FS & quindi determinata da (cn)nez; cid giustifica la seguente definizione.

Definizione 27.1.4.1 Sia T € Ri;

la successione temperata tale che

sia S € D'(R;C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)necz

oo}

FS = Z cndy, |

n=-—oo

dove la serie di Laurenté convergente in S'(R; C); allora (cn)nez si chiama successione temperata
trasformata di Fourier di S.

Se non crea ambiguita scriviamo anche F.S = (¢n)nez.
Per Pantitrasformata di Fourier vale il seguente teorema.

Teorema 27.1.4.3 Sia T € R* ; sia S € D'(R;C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)ncz la
successione temperata trasformata di Fourier di S; allora si ha

oo

FS = Z condp

n=—oo

dove la serie di Laurent é convergente in S'(R; C).

Dimostrazione. Si ha infatti

FS=(FSy=( cadz,).

Per ogni f € D(RY;C) si ha
o0 oo 5 oo 271— oo 27T
(D enbze, )N =( D endgp )= Y eaf(=m)= Y enf(Zn).

Si pud dire che si passa dalla trasformata all’antitrasformata sostituendo (¢n)nez con (c—n)nez-

27.1.5 Trasformata e cotrasformata di Fourier della derivata
di una distribuzione periodica

Teorema 27.1.5.1 Sia a € RY; sia f € C°(RN; C); allora si ha
f+6a = f(a)da .
Dimostrazione. Sia ¢ € D(RY;R).

Si ha
(f - 0a)(9) = da(f) = fla)p(a) = f(a) - dalp) = (f(a)da)(e) -

Teorema 27.1.5.2 Sia T € R} ; sia S € D'(R; C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)ncz la

successione temperata trasformata di Fourier di S; sia m € N; allora si ha

oo
,

n=-—oo

dove la serie di Laurenté convergente in S'(R; C).



214 CAPITOLO 27. SERIE DI FOURIER

Dimostrazione. Si ha infatti
oo oo

FSU™ (2rig)™ F(S) = (2mig)™ Z ndp = Y en(@mi&)mop) = Y cn((Q;’ )"65) -

— n=—oo n=-—00

Teorema 27.1.5.3 Sia T € R} ; sia S € D'(R; C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)ncz la
successione temperata tmsformata di Fourier di S; sia m € N; allora si ha

oo

_ 2
Fsm= 3" n(—%z n)"sy

n=-—oo

dove la serie di Laurenté convergente in S’'(R; C).

Dimostrazione. Si procede come sopra.

27.1.6 Trasformata e cotrasformata di Fourier di una distri-
buzione associata ad una successione temperata

Teorema 27.1.6.1 Sia (cn)nez una successione di C temperata; sia a € R’ ; per ognin € Z,
indichiamo con e~27"% |q funzione

R — R,& — ¢~ 2mina
allora si ha
oo oo
F Z Ccnona | = Z cn(efzm'“& “A),
n=-—o0o n=-—oo

dove la serie di Laurenté convergente in S'(RN; C).
Dimostrazione. Segue dal fatto che F(6pq) = e~27@€ ),

Teorema 27.1.6.2 Sia (cn)nez una successione di C temperata; sia a € Rj_; per ogni n € Z,
indichiamo con e~2™"% |q funzione

R — R,& — ¢~ 2mina .
allora si ha
oo oo
F Z cnona | = Z cn(e2”i“5 “A),
n=-—oo n=-—oo

dove la serie & convergente in S'(RN; C).

Dimostrazione. Segue dal fatto che F(8pq) = €27\,

27.1.7 Sviluppo in serie di Fourier di una distribuzione peri-
odica di periodo T

Teorema 27.1.7.1 Sia T € R%; sia S € D'(RYN;C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)nez
2
la successione temperata trasformata di Fourier di S; per ogni n € Z indichiamo con e T ™" la
funzione
2
R—C,z—eT ™",

allora si ha
o0

5= 3 el

n=-—oo

dove la convergenza della serie di Laurent ¢ in S'(R; C).
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Dimostrazione. Si ha infatti S = F(F(S)).

Definizione 27.1.7.1 Sia T € R ;
2m

la successione temperata trasformata di Fourier di S; per ogni n € Z indichiamo con eT ™% la

funzione

sia S € D'(RN; C); sia S periodica di periodo T; sia (cn)nez

)

2
R—C,x—eT

allora la serie di Laurent di funzioni
oo

2w
E CneTznz

n=-—oo

st chiama serie di Fourier di S.

Chiamiamo ancora serie di Fourier di S la serie di distribuzioni temperate

o]

Z cn(ez%ml “A) .

n=—oo
La formula del teorema sopra si chiama sviluppo in serie di Fourier di S in §’(R; C).
Teorema 27.1.7.2 Sia T € RY; per ogni S € D'(RYN;C), S periodica di periodo T sia FS la
o -
successione temperata trasformata di Fourier di S; per ognin € Z indichiamo con e T g funzione
2m
R—C,z —eT "™,

constderiamo su {S € D'(R;C); S periodica di periodo T} la topologia indotta dalla topologia di
S'(R; C); allora

{S € D'(R;C); S periodica di periodo T} — S'(Z;C),S — FS

& un isomorfismo di spazi vettoriali topologici, avente per isomorfismo inverso la funzione

oo
S§'(Z;C) — {S € D'(R; C); S periodica di periodo T}, (cn)nez — Z cpeFrine ,

dove la serie & convergente in S'(R; C).

FEnunciato

27.2 Serie di Fourier di una funzione periodica

27.2.1 Funzioni periodiche

Definizione 27.2.1.1 Sia f : R — C; si dice che f ¢ periodica se esiste T € R
tale che f ¢é periodica di periodo T .

Teorema 27.2.1.1 Sia T € R}; a € R; sia f : [a,a + T[— C; allora esiste una ed
una sola g : R — C periodica di periodo T tale che

(Vz € [a,a + T) g(z) = f(z) .
Dimostrazione. Immediata.

Si dice che g ¢ il prolungamento per periodicita di periodo T" di f.
Analogamente si procede per f :]la,a +T] — C.
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Teorema 27.2.1.2 Sia T € R}; sia f : R — C; sia f periodica, di periodo T';
allora si ha

1. f funzione pari & f|[—%7€]

funzione pari;
2. f funzione dispari < f|[—%7 %] funzione dispari.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 27.2.1.3 Sia f: R — C; sia f ¢é periodica; sia f non costante; sia
A={T e R%; T periodo di f} ;

allora A ammette minimo.

Enunciato

Definizione 27.2.1.2 Sia f: R — C; sia f ¢ periodica; sia f non costante; sia
A={T e R ; T periodo di f} ;

allora min(A) si chiama il periodo di f.

Le funzioni seno e coseno hanno periodo 27.
Le funzioni |sinz| e | cos z| hanno periodo 7.

Teorema 27.2.1.4 Sia T € R ; sia f € Lioc(R;C); sia f periodica di periodo T';
allora la distribuzione f - \ ¢ periodica di periodo T'.

Dimostrazione. Immediata.
Teorema 27.2.1.5 Sia T' € R ; sia f € CH); sia f periodica di periodo T; sia

a € RY; sia
g:R— C,z — f(ax);

allora f e periodica di periodo %
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 27.2.1.6 Sia T € R ; sia f € Lioc(R;C); sia f periodica di periodo T';

sia a € R; allora si ha
T a+T
/ u(x)de = / u(z) de .
0 a

Dimostrazione. Esiste uno ed uno solon € Z tale che a < nT <a+T.

Si ha
a+T nT a+T
/ u(x) de = / u(zx) dx —|—/ u(zx) dz .

T
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Posto nel primo integrale 2’ = x — (n — 1)T e nel secondo 2’ = x — nT si ha

/a " @) et /n ) de =

T
T a—(—1)T
/ w(@' + (n—1)T)dx’ + / u((z' +nT)ds' =
a—(n—-1)T 0
T a—(n—-1)T T
/ u(z') da’ +/ uw(z')dz’ = / u(z')dz’ .
a—(n—-1)T 0 0

27.2.2 Coefficienti di Fourier di una funzione periodica

Teorema 27.2.2.1 Sia u € Lioc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti di Fourier della distribuzione periodica w- \;
allora per ogni n € Z si ha

1",
Cn = T/o e~ T "y (x) dr .
Enunciato
Definizione 27.2.2.1 La funzione
F :{u € Lioe(R; C); u periodica di periodo T} — CZ u — F(u)
si chiama trasformata di Fourier in {u € Lioc(R; C); u periodica di periodo T'}.

Se (¢n)nezz, si dice che (¢,)nez € la successione dei coefficienti di Fourier di w.
Per ogni n € Z si ha dunque

Teorema 27.2.2.2 Sia u € Lio.(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ognin € Z sia

1 r —2rinx ( )d
Cp = — e u(zx) dz ;
T Jo
allora si ha

1. ]:(’LL . )\) = ZOO _ cn(s%"'rw

n=—oo

2. Flu-\) =571 ¢—nl2z,,, dove le serie sono convergenti in S'(R; C).

n=—oo

Dimostrazione. Segue da sopra.
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27.2.3 Teorema di Riemann-Lebesgue

Teorema 27.2.3.1 Sia u € L1oc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha

Cn _>7L—>OC 0 M

Enunciato
In particolare si ha (¢ )nen € una successione limitata, cioe si ha ¢ € I (Z; C).

Teorema 27.2.3.2 Sia u € L1o(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha

1
llelloo < 7 1ul[0, T{]l1 -

Dimostrazione. Immediata.

27.2.4 Serie di Fourier di una funzione periodica di periodo T’

Definizione 27.2.4.1 Sia u € Li,c(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo
T'; per ogni n € Z sia c, il coefficiente di Fourier di v di indice n; per ogni n € Z
. . . 2w .

indichiamo con eT "% la funzione

om
R—C,z— 7"

allora la serie di funzioni

oo
27
§ CneTanE

n=—oo

st chiama serie di Fourier di u.
Si tratta della serie di Fourier della distribuzione periodica di periodo T, u - A.

Definizione 27.2.4.2 Sia u € L1,.(R; C); sia u periodica; sia u non costante; sia T
il periodo (minimo) di u; per serie di Fourier di u si intente la serie di Fourier di u
con periodo T'.

27.2.5 Coefficienti di Fourier di una funzione periodica reale

Teorema 27.2.5.1 Sia u € Lio(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(z) € R; sian € Z; sia ¢, il coefficiente di Fourier diu di indice
n; allora si ha

c —1/Tcos 2—7Tmc u(m)dm—il/Tsin 2—7Tnx u(z) dex
T, T T /o T '

Dimostrazione. Segue dalle formule di Eulero.
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Definizione 27.2.5.1 Sia u € Lioc(R; C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni € R sia u(x) € R; sia n € Z; poniamo

e 27
ap = T/o cos (Tnx) u(x) dx dx

I 2
by, = T/o sin (;nx> u(x) dx .

an si chiama coefficiente di Fourier per il coseno di u di indice n.
b, si chiama coefliciente di Fourier per il seno di u di indice n.
Si ha evidentemente by = 0.

Teorema 27.2.5.2 Sia u € Li1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € Z sia ¢, il coefficiente di Fourier di u
di indice n, sia a, il coefficiente di Fourier per il coseno di w di indice n, sia by, il
coefficiente di Fourier per il seno di w di indice n; allora per ognin € Z si ha

1. a_p = ap;

2. b_p, = —by;

3. ¢, = a, —ib, = a, +1ib_,;

4’ C—n = Cn-

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 27.2.5.3 Sia u € Lio.(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € Z sia

I 2
ap = f/o cos (;nx> u(x) dz dx
1 (T2
b, = T/o sin (;nx> u(zx) dz .

1. .F(U . )\) = ZOO (an - an)én;

n=—oo

allora si ha

2. Fu-X) =307 (an +iby)d,, dove le serie di Laurent sono convergenti in

Dimostrazione. Segue da sopra.
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27.2.6 Serie ordinaria associata ad una serie di Laurent

Definizione 27.2.6.1 Sia (an)nez una successione di numeri complessi; la serie

ap + Z(a" +a_p)

n=1

si chiama serie ordinaria associata alla serie > - a

n=—oo N

Analogamente si definisce la serie di funzioni
fO + Z(fn + f—n)
n=1

si chiama serie di funzioni ordinaria associata alla serie di funzioni Y.~ __ f,, dove
per ognin € Z si ha f,, : A— C e A & un insieme.

Definizione 27.2.6.2 Sia (a,)nez una successione di numeri complessi; la serie

ap + Z(a" +a_p)

n=1

si chiama serie ordinaria associata alla serie > - a

n=—oo N

Analogamente si definisce la serie di funzioni
fO + Z(fn + f—n)
n=1

si chiama serie di funzioni ordinaria associata alla serie di funzioni >~ f,, dove
per ognin € Z si ha f,, : A— C e A & un insieme.

27.2.7 Coefficienti di Fourier ordinari di una funzione periodi-
ca reale

Teorema 27.2.7.1 Sia u € L1oc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(zx) € R; per ogni n € Z sia ¢, il coefficiente di Fourier di u
di indice n, sia a, il coefficiente di Fourier per il coseno di w di indice n, sia b, il
coefficiente di Fourier per il seno di uw di indice n; per ogni n € Z indichiamo con
eFine g funzione

R—Cz— e T ine ,

con cos (%’Tnx) la funzione

2
R— C,z —> cos (;nx> ,
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com sin (2]? ) la funzione

2
R— C,z — sin (;nx) ,

allora la serie di funzioni ordinaria associata alla serie di Laurent

)
o
E Cne%znm

n=—oo

= 2 2
ag + Z (2an cos (,}Tnsc> + 2b,, sin (;n:ﬂ>) .

n=1

Dimostrazione. Si ha

coe 0T L 3 (cne%ﬂim + c_ne%ﬂ(_")m) =

ao + >on2 1 ((an — iby)(cos(ZEnz) + isin(Fnz)) +

+ (a—p — ib_p)(cos(—ZEnz) + isin(—Znx))) =

ao + > oney ((an — ib,)(cos(ZEnz) + isin(ZFnz)) +

+ (an + iby)(cos(ZEnz) — zsm(zfrnx)))

ap+> 0 (an cos(2T na) + iay, sin(3nz) — ib, ) cos(2E nx) + by, sin(Znz) +
+ ay, cos(2Enx) — iay, sin(ZEnc) + ib )cos( T ) + by, sin(ZEnz)) =

ao + >on2 1 (2a, cos(3Enx) + 2by, sin(#na)).

Definizione 27.2.7.1 Sia u € L1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € N sia a,, il coefficiente di Fourier per il

coseno di u di indice n, per ogni n € N* sia b, il coefficiente di Fourier per il seno

di u di indice n; per ogni n € Z indichiamo con cos (271’ ) la funzione

2

R — C,x — cos (Tnx> ,

con sin (2]? ) la funzione

2
R— C,z — sin (;nx) ,
allora la serie di funzioni

> 2 . 21
ag + Z 2a,, cos Tm: + 2b,, sin ?m: .

n=1
st chiama serie di Fourier ordinaria di u.
Osservazione 27.2.7.1 Se la serie di Fourier di u ¢ assolutamente convergente in

x, anche la serie di Fourier ordinaria e assolutamente convergente in z, con la stessa
somma.
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Definizione 27.2.7.2 Sia u € Lio.(R;C); sia u periodica; sia u non costante; sia
T il periodo (minimo) di u; per serie di Fourier ordinaria di u si intente la serie di
Fourier di w ordinaria con periodo T'.

Definizione 27.2.7.3 Sia u € Li1oc(R; C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € N sia a,, il coefficiente di Fourier per il
coseno di u di indice n, per ogni n € N* sia b, il coefficiente di Fourier per il seno
di u di indice n; per ogni n € N sia

_J ap pern=0 |
A"_{ 2a,, pern#0 b

per ogni n € N* sia
B, = 2b, ;

allora (Ap)nen si chiama successione dei coefficienti della serie di Fourier ordinaria
di w per il coseno, (Bpn)nen+ $i chiama successione dei coefficienti della serie di
Fourier ordinaria di u per il seno.

Teorema 27.2.7.2 Sia u € L1oc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € N sia A, il coefficiente della serie di
Fourier ordinaria di u per il coseno di indice n; per ognin € N* sia B, il coefficiente

della serie di Fourier ordinaria di u per il seno di indice n; per ognin € Zi indichiamo

con cos(Zinz) la funzione

2
R—Cz— cos(%na;) ,

con sin(3inz) la funzione

.27
R—Cz— sm(?n:c) ,
allora la serie di Fourier ordinaria di u é

oo
2 2
Ay + Z <An cos(%mc) + B, sin(;nx)) .
n=1

Dimostrazione. Segue da sopra.

Teorema 27.2.7.3 Sia u € L1oc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; per ogni n € N sia A, il coefficiente della serie di
Fourier ordinaria di u per il coseno di indice n; per ognin € N* sia B, il coefficiente
della serie di Fourier ordinaria di u per il seno di indice n; allora si ha

1.

1 /T
AOZT/O u(t) dt ;
e per ogni n € N*
A, =

Nl

/OT cos(2mnzx)u(x) dx
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2. per ogni n € N*
9 T
B, = —/ sin(2mna)u(z) dz .
T Jo

Dimostrazione. Immediata.

27.2.8 Coefficienti di Fourier di una funzione periodica reale
pari

Teorema 27.2.8.1 Sia u € Li1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni © € R sia u(z) € R; sia u una funzione pari; per ogni n € Z sia ¢, il
coefficiente di Fourier di w di indice n, sia a, si chiama coefficiente di Fourier per
il coseno di u di indice n, sia b, si chiama coefficiente di Fourier per il seno di u di
indice n; allora per ognin € Z si ha

1 a,=2% fO% cos (%nz) u(x) d;
2. b, =0;
3. ¢ = ay,.

Dimostrazione. Sia n € Z.

Si ha T
1 [ or 1 (7  on
an = T/o COS(?TL(E)U(.%) dr = T /72“ cos(?nx)u(x) dr =
2 [T on
f/o cos(?nx)u(sc) dx .
Si ha T T
1 2 1 [z 2
b= [ o= g [ st ar =0,

Teorema 27.2.8.2 Sia u € L1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; sia u una funzione pari; per ogni n € N sia A, il
coefficiente della serie di Fourier ordinaria di u per il coseno di indice n; per ogni
n € N* sia B, il coefficiente della serie di Fourier ordinaria di u per il seno di indice
n; allora si ha

1.

A 2 (¥ d
= —_— t t'
0 T/o u(t)dt ;
e per ogni n € N*

T
A, = é/ cos(2mnx)u(z) dx
T Jo
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2. per ogni n € N*
B,=0.

Dimostrazione. Segue da sopra.

La serie di Fourier ordinaria di u ¢ quindi

Ay + Z A,, cos (?n;ﬂ) .

n=1

SERIE DI FOURIER

27.2.9 Coefficienti di Fourier di una funzione periodica reale

dispari

Teorema 27.2.9.1 Sia u € Lio.(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni © € R sia u(z) € R; sia u una funzione dispari; per ogni n € Z sia ¢, il
coefficiente di Fourier di w di indice n, sia a, si chiama coefficiente di Fourier per
il coseno di u di indice n, sia b, si chiama coefficiente di Fourier per il seno di u di

indice n; allora per ognin € Z si ha

1. a, =0,

2. by

2 fO% sin (2 nz) u(xz) d;
3. ¢, = —ib,.

Dimostrazione. Sia n € Z.
Si ha

1T 2 1[5 2
an = T/o cos(%nx)u(m)dx: T/_gcos(;n

Si ha

x)u(x)der =0.

1 (T 2 1[5 2
by, = T/o Sin(%nx)u(m) dx = T /—f sin(%nm)u(x) dex=0=

T
2 [z 2
?/02 sin(%nx)u(x) dx .

Teorema 27.2.9.2 Sia u € L1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
per ogni x € R sia u(x) € R; sia u una funzione dispari; per ogni n € N sia A, il
coefficiente della serie di Fourier ordinaria di u per il coseno di indice n; per ogni
n € N* sia B,, il coefficiente della serie di Fourier ordinaria di u per il seno di indice

n; allora si ha

1. per ognin € N
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2. per ogni n € N*

Dimostrazione. Segue da sopra.

La serie di Fourier ordinaria di u ¢ quindi
o0
. 27
E B,sin | —nx ) .
T
n=1

27.2.10 Trasformata di Fourier di funzioni periodiche pari e di
funzioni periodiche dispari

Teorema 27.2.10.1 Sia u : R — C; sia T € R} ; sia u periodica di periodo T';
sia ul[0, T[€ L1([0,T[; C); sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u;
allora st ha

1. u pari = (Cn)nez pari;

2. w dispari = (cp)nez dispari;

3. u reale pari = (cn)nez Teale pari;

4. u reale dispari = (¢p)nez immaginaria dispari.

Dimostrazione. Immediata.

27.3 Regolarita e comportamento all’infinito per la
serie di Fourier

27.3.1 Coefficienti di Fourier in [;(Z; C)

Teorema 27.3.1.1 Sia u € Lio.(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cp)nez la successione dei coefficienti di Fourier di u; sia (¢n)necz € 11(Z;C);
allora si ha

. . . 2m \
1. la serie di Laurent diw, Y.~ c,eT ™ ¢ totalmente convergente;

n

oo
n=—oo

2. la serie di funzioni, cne T converge uniformemente;

o] 2m \ . \ .
3. postov =7 " c,eT"™ v ¢ continua u é uguale a v quasi dappertutto.

Dimostrazione. La (1) segue subito dal fatto che [e= 7| = 1; la (2) segue dalla (1);
la (3) segue dalla (2).
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Teorema 27.3.1.2 Sia u € Lioc(R;C); sia (Vo € R) u(z) € R; sia T € RY ; sia u
periodica di periodo T'; sia (Ay)nen la successione ordinaria dei coefficienti di Fourier
di u per il coseno; sia (Byp)nen+ la successione ordinaria dei coefficienti di Fourier

di w per il seno; le serie Y.~ An e Y.~ | By siano assolutamente convergenti; per

ogni n € N, indichiamo con cos (%’Tnm) la funzione

2
R— C,z —> cos (;nx> ;

. * . . . . 27-‘— .
per ogni n € N*, indichiamo con sin (Tn;ﬂ) la funzione

2
R— C,x — sin (;nx) ;
allora si ha
1. la serie di funzioni

= 2 2
A+ Z (An cos (;nx> + B,, sin (;mc)>

n=1
e totalmente convergente;
2. la serie di funzioni

Ag + Z <An cos <217jnx> + B, sin <2171Tm:)>

n=1

converge uniformemente;

3. posto v = Ay + 220:1 (An cos (%’rnaz) + B,, sin (%”nx)), v € continua e si ha
v = u quasi dappertutto.

Dimostrazione. Ci si riconduce alla famiglia (¢, )nez-

27.3.2 Coefficienti di Fourier (n™c,),cz in 1(Z; C)

Teorema 27.3.2.1 Sia u € Lioc(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti di Fourier di u; supponiamo che sia

(nmcn)nEZ € ll(Z7 C) ;
sia T € R ; allora esiste v € C™(R; C) tale che v = v quasi dappertutto.

FEnunciato
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27.3.3 u di classe C™

Teorema 27.3.3.1 Sia m € N; sia v € C"(R;C); sia T' € R ; sia u periodica di
periodo T; sia (¢p)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha

1

Cn < n—oo nm .

FEnunciato

27.3.4 wu di classe O

Teorema 27.3.4.1 Sia u € L1oc(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha

u e uguale quasi dappertutto ad una funzione di classe C™ &

1

nm

(Vm € N) Cn <Xn—oo

FEnunciato

27.3.5 w analitica su {z € C;|3z| < r}

Teorema 27.3.5.1 Siau € Lioc(R; C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T'; sia
(cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; sia r € R ; allora u ¢ uguale
quasi dappertutto ad una funzione prolungabile su

{z € C;|Sz] < r}

i una funzione analitica se e solo se
27
(Vt €]0, ?TDC” <o € IMIE

FEnunciato

27.3.6 wu funzione intera

Teorema 27.3.6.1 Sia u € Lioc(R;C); sia T € RY; sia u periodica di periodo
T; sia (¢n)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora u é uguale quasi
dappertutto ad una funzione una funzione prolungabile su C; in una funzione analitica
se e solo se

(Vt e R} )cn 2o e~ Inlt

FEnunciato
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27.4 Serie di Fourier e spazio di Hilbert P}

27.4.1 Lo spazio di Hilbert PZ
Definizione 27.4.1.1 Sia T € Ri; poniamo
P2(R; C) = {u € L1oc(R, CC); u periodica di periodo T,u|[0,T[€ L2([0,T[;C)} .

Si dice che P%(R; C) & l'insieme delle funzioni su R periodiche complesse di quadrato integrabili su
un periodo.

Si osservi che se u : R — C & periodica di periodo T e tale che u|[0,T[€ £2([0,T[;C), allora
u € Lioc(R, CC); quindi u € PZ(R; C).

Teorema 27.4.1.1 Sia T € R ; la funzione

a:PE — L2([0,T[;C),u — u|[0,T]
e biettiva.
Dimostrazione. Immediata.

Consideriamo su 73% la relazione di equivalenza data dalle funzioni uguali quasi dappertutto; chi-
amiamo P% il corrispondente insieme quoziente.

Consideriamo su £2([0, T'[; C) la relazione di equivalenza data dalle funzioni uguali quasi dappertutto,
coincidente con la relazione d’equivalenza associata a || - ||2; Vale il seguente teorema.

Teorema 27.4.1.2 Sia T € R’ ; la funzione

ai : P% — LQ([O,T[; C), [u] — [u|[0,T7])
e biettiva.
Dimostrazione. Immediata.

Identifichiamo [u] € P2 con a(u) = [u|[0, T[] e PZ con L2([0,T[; C).
Consideriamo in particolare || - ||2 e (+|-) definiti su P2; pil precisamente, per [u] € P2, poniamo

T
II[U]II2=/ |uf* da
0

T
([u], [v]) :/ uvde .
0

In tal modo P2 & uno spazio di Hilbert, identificato con lo spazio di Hilbert L2([0, T[; C).
L’intervallo [0, T'[ puo essere sostituito da [0, 7] o da ]0,T] o anche da ]0,T] o da |0, T'[, cambiate
le cose da cambiare.

e per [u], [v] € PZ, poniamo

27.4.2 Lo spazio di Hilbert [5(Z; C)

Siano (an)nez, (bn)nezinlz2(Z; C); essendo % + % = 1, per il teorema sulla disuguaglianza di Holder,

la famiglia (anbn)nez & sommabile; si pone allora

(an)nezl(bn)nez) = Y anbnda .
nez
Resta definito nello spazio vettoriale complesso l2(A) un prodotto scalare.

La norma associata a tale prodotto scalare ¢ la norma || - ||2 di 12(Z; C).
Quindi ZQ(A) dotato di tale prodotto scalare ¢ uno spazio di Hilbert.



27.4. SERIE DI FOURIER E SPAZIO DI HILBERT P2 229

27.4.3 Funzione u € Pi e coefficienti di Fourier

Teorema 27.4.3.1 Sia u € L1o(R;C); sia T € R ; sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha u|[0, T[€ P2 se
e solo se (cn)nez € la(Z; C); in tal caso, indicando con e la funzione

0,T[— C,z — e Finz ,

la serie di Laurent

Z Cn[e%'in:v}

n=—oo

converge in P2 ad [u].

FEnunciato

27.4.4 Sistema ortonormale in uno spazio di Hilbert

Sistema ortonormale. Sia E uno spazio di Hilbert; sia I un insieme al pitt numerabile; sia (en )ner
una famiglia di elementi di F; si dice che (en)ner € un sistema ortonormale se si ha

2. (Vi€ e =1.
Disuguaglianza di Bessel. Sia (en)nes un sistema ortonormale di E; sia z € E; allora la famiglia
(|(z]en)|?)ner & sommabile e si ha
D l@len)? < Jlz)?

nel

Sia (en)nes un sistema ortonormale di Ej; siano z,y € E; allora la famiglia di C ((z]en)(ylen))ner
& sommabile.

Sistema ortonormale completo. Sia (en)necr un sistema ortonormale di Ej si dice che (en)ner
¢ un sistema ortonormale completo se il sottospazio di E generato da {en; n € I} & denso in E.
Somma della famiglia ((z|en)en)nen. Sia (én)ner un sistema ortonormale; sia x € E; in gen-
erale non & detto che famiglia (||(z|en)en)||)nen sia sommabile e quindi in base alla definizione di
famiglia sommabile da noi data (che passa attraverso 1’assoluta convergenza) che la famiglia di E,
((zlen)en)nen sia sommabile.

Tuttavia, considerando o : N — I biettiva, la serie di E Zfzo((x\eg (n)n)es(n) & convergente e la
somma non dipende dalla particolare o; ¢ allora possibile porre ¢ possibile porre

Y (@len)en =D ((alea(m)eq (n) .
iel n=0

Si prova anche che per tale definizione di somma, vale la proprieta associativa, come per le famiglie
sommabili.

Uguaglianze di Parseval. Sia (en)ne un sistema ortonormale di F; allora le seguenti affermazioni
sono equivalenti:

1. (en)ner sistema ortonormale completo;

D l@len)? = llz)?

nel

2. per ogni z € E si ha
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3. per ogni z,y € E si ha

> (alen)(ylen) = (aly) -

nel

Z(x|en)en =x.

nel

4. per ogni x € E si ha

Le uguaglianze (2) e (3) si chiamano uguaglianze di Parseval.

Se x € E, allora la famiglia ((x|en))ner si chiama successione dei coefficienti di Fourier di x rispetto
al sistema ortonormale completo (en)ner-

Lo spazio di Hilbert I3(I; C) Sostituendo Z con I nella definizione di 12(Z; C) si definisce lo spazio
di Hilbert lo(I; C).

Sia (¢n)ner € l2(I; C); analogamente a quanto detto sopra, sebbene la famiglia (||cnen||)ner non sia
necessariamente sommabile & tuttavia possibile definire la somma Znel Cnén.

Isomorfismo fra E e l2(I;C). Sia (en)ner un sistema ortonormale di F completo; sia o :
N — I biettiva; allora
P:E—1x(I;Z),r — ((zlen))nez
¢ un isomorfismo di spazi di Hilbert avente per isomorfismo inverso la funzione

1 12(I;C) — B, (cn)per — chen .
nel

27.4.5 Sistema ortonormale completo di PZ
Teorema 27.4.5.1 Sia T € R ; per ogni n € Z indichiamo con eFinT g funzione

0,T[— C,z — e Finz ;

(\/1? [ezr}(nw]) nez

¢ un sistema fondamentale ortonormale completo per lo spazio di Hilbert PZ; per ogni
[u] € P2 se (cn)nez la successione dei coefficienti di Fourier della funzione periodica
di u, la successione dei coefficienti di Fourier di [u] rispetto al sistema ortonormale

allora la famiglia

completo
(1[62T"nwi])
\/T nez

e

(ﬁcn)neZ .
Dimostrazione. E immediato che (ﬁ[e%ﬂ"“]) ; ¢ un sistema ortonormale di PZ.

ne

Sia (c¢p))n € Z la successione dei coefficienti di Fourier du w. la serie di Laurent
> o Cn [eF ] converge ad [u]; cid equivale a dire che

1 2% inty _ U
;E:Z\/Tcn[ﬁe =]

Cioo prova che il sistema ortonormale & completo e che la successione dei coefficienti
di Fourier rispetto al sistema ortonormale & (vVT'¢;,)nez.
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Definizione 27.4.5.1 Sia T € R ; sia [u] € P#; allora la successione (cp)nez dei
coefficienti di Fourier di u si chiama successione dei coefficienti di Fourier di [u] e si
indica con Flu).

Teorema 27.4.5.2 Sia T € R ; allora la funzione
®: P2 — 15(Z; C), [u] — VT Fu]
e un isomorfismo di spazi di Hilbert; l'isomorfismo inverso di ® e la funzione

1 ad C, 27 ;
O L:1y(Z;C) — P2, (an)nez — — 2 [eT ]
2( ) T ( ) €Z \/T :z:ooﬁ[ ]

n——

Dimostrazione. Segue dal fatto che famiglia

(F)..,

¢ un sistema fondamentale ortonormale completo di PZ.

Teorema 27.4.5.3 Sia T' € R ; per ogni f € P2 indichiamo con Ff la successione
dei coefficienti di Fourier di f; siano u,v € P2; allora si ha

1

[ullz = \/T\\fullz

(ulv) = %(}"u|}"u) .

Dimostrazione. Segue dal fatto che famiglia

(G)..,

¢ un sistema fondamentale ortonormale completo di PZ.

27.5 Convergenza puntuale e uniforme della serie
di Fourier

27.5.1 Convergenza puntuale della serie di Fourier

Teorema 27.5.1.1 Condizione di Dini. Sia T' € R ; sia u € Lio.(R;C); sia u
periodica di periodo T; sia x € R; siano I, l_ € C; sia

u(x +1) — 1y

ry 0, +oo[— C,t — ; ;
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sia
u(r+t) —1_

t )
supponiamo che esista ty € R, t1 > 0 tale che r1|]0,t4] € L£(]0,t4]); supponiamo
che esista t— € R, t_ < 0 tale che r|[t—,0[€ L([t—,0]); sia (cn)nez la successione
dei coefficienti d Fourier di u; per ognin € N poniamo

n
2m
Sp = E cpeT ket

k=—n

r_: —o0,0— C,t —

allora (8y)nen € convergente e si ha

I+
lim s, =
n— o0 2
Enunciato
In altri termini la serie ordinaria associata alla serie di Laurent > - cxeT ki g

L+l
convergente e ha somma *JQF .
Per u reale la serie di Fourier ordinaria (formata da coseni e seni) & convergente e ha
l++l_

-

somma,
Scriviamo

—+oo
> eetre =

k=—o0
Osservazione 27.5.1.1 La condizione:
(Ft+ € Rty > 0) 4[]0, 4] € £(]0,24])
puo essere sostituita dalla condizione piu restrittiva
(FteR,ty >0)(AML € RY)(Fay € R )(Vs €]0,1]) [u(x 4 5) — 14| < Mys™ .
Tale condizione implica in particolare che

I+ = lim wu .
poim (y)

Analogamente per I'altra condizione.
Osservazione 27.5.1.2 La condizione:
(Ft e Rty >0)(3MyL € RY)(Fay € RY)(Vs €]0,1]) |u(z +5) — 14| < My s
puo essere sostituita dalla condizione piu restrittiva
(3t e Rty > 0)(3My € RY)(Vs €]0,1]) [u(x+s) — 14| < Mys.
Tale condizione implica in particolare che

I+ = Iim w .
oim (y)

Analogamente per ’altra condizione.
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Osservazione 27.5.1.3 La condizione:
(It eR,tL > 0)(3M; € RY)(Vs €]0,t]) [u(z +5) — 14| < Mys
esiste finito
lim 7u(x ts)— by .
h—0 S
Tale condizione implica in particolare che

I+= lim u(y
Y= T+, yF£T

Tale limite ¢ la derivata destra della funzione

Uy :R—>C,y—>{ u(y) pery#z
Iy pery==x
e si chiama pseudoderivata destra di y in x.
Analogamente per ’altra condizione.

Osservazione 27.5.1.4 Se u ¢ continua in x le condizioni delle osservazioni prece-
denti implicano che la serie di Fourier ha per somma u(z).

In particolare si ha la convergenza se u ¢ continua in x e derivabile da destra e da
sinistra.

27.5.2 Successione dei coefficienti di Fourier in [;(Z;C)

Teorema 27.5.2.1 Sia T € R ; sia u € WL.(R; C); sia u periodica di periodo T';
sia v € L1oc(R; C); sia v periodica di periodo T; sia v una deriwata distribuzionale di
u; sia v € P2; sia (c)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha
cel(Z;C).

Dimostrazione. Sia (ky)ncz la successione dei coefficienti d Fourier di v;
Applicando la disuguaglianza |ab| < %(a2 +b?), per ogni n € Z, n # 0, si ha

len| =

1, . 1 .
ﬁ|2mn|\cn| = %E|(2mn)cn| = 7*|(F(D(u>\)))n| =

1 1| oo | < 1 1 n 1
2rn' " T A \n2 (k|2
L’affermazione segue dalla sommabilita delle famiglie (#)ne 7z« e di (|kn|?)nez, con-

seguenza di v € L2([0, T[; C).

Teorema 27.5.2.2 Sia T € R ; sia u € C*(R; C); sia u periodica di periodo T; sia
(cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha ¢ € I1(Z; C).

o

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

Teorema 27.5.2.3 Sia T € R ; sia u € C(R;C); sia u periodica di periodo T'; sia
ul[0,T] di classe C' a tratti; sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di
u; allora si ha ¢ € 11(Z;C).

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.
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27.5.3 Convergenza uniforme della serie di Fourier

Teorema 27.5.3.1 Sia T € R ; sia u € C(R;C); sia u periodica di periodo T';
sia v € Lioc(R;C); sia v periodica di periodo T; sia v € Pk € L2([0,T[;C); sia
D(u)) = v; sia (cn)nez la successione dei coefficienti di Fourier di u; allora si ha

u(x) = Z Cpe TN
nez

uniformemente su R.

Dimostrazione. La serie

E Cnez%inx

nez

¢ totalmente convergente; quindi converge uniformemente ad un funzione v; quindi la

serie
P
E cneT nT A
nez

converge in §'(R; C) a v\; quindi ul = v); essendo u, v continue, si ha u = v.

Teorema 27.5.3.2 Sia T € R* ; sia u € CY(R; C); sia u periodica di periodo T’; sia
(cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di u; allora si ha

u(z) = Z Cpe T
nez

uniformemente su R.
Dimostrazione. Segue da sopra.

Teorema 27.5.3.3 Sia T € R ; sia u € C(R;C); sia u periodica di periodo T'; sia
ul[0,T] di classe C* a tratti; sia (cn)nez la successione dei coefficienti d Fourier di

u; allora si ha
o
u(z) = E CpeT
nez

uniformemente su R.
Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.
Teorema 27.5.3.4 Sia T € R’ ; sia u: R — C; sia u periodica di periodo T'; sia

T T
Ve € [——, =]) u(z) =z ;
(o €[5, 5]) (@)
sia (an)nez la successione dei coefficienti d Fourier diwu per il coseno; sia (bp)nez la
successione dei coefficienti d Fourier di u per il seno; allora si ha
T 1

N) a, = N*) b, = —(=1)"H =,
(VeN)a,=0e (VneN")b, 7T( ) -
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Dimostrazione. Essendo u dispari si ha (V € N) a,, = 0.
sian € N*. Si ha

Quindi la serie di Fourier ordinaria di u &
T & 1. 2«
— 1)tz gin( 22 .
. nEZI( ) - sin( T n)

Teorema 27.5.3.5 Sia T € R ; sia u: R — C; sia u periodica di periodo T; sia

(Vo €[5 5] ul@) =

siano a,b € R; sia
T< <b<T
< Z.
2 2

allora la serie di Fourier ordinaria di u,
T & 1. or
- -1 n+1l - 2" .
- nE_l( ) - sin( T nx)

converge uniformemente a u su [a, b].

FEnunciato

Teorema 27.5.3.6 Sia T € R ; sia u € L1oc(R; C); sia u periodica di periodo T';
sia (cn)nez la successione dei coefficienti di Fourier di f; sia

T
F={x¢ [—57 5[, f non continua in z};
sia p = Card(F); sia

t:{1,...,p} — F
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biettiva strettamente crescente; supponiamo che per ognik = 1,2, ..., p—1 u|lxg, Tp41]
sia prolungabile su [Ty, x1y1] in una funzione di classe C'; supponiamo che per ogni
ul|xp, 1 + T sia prolungabile su [x,,z1 + T| in una funzione di classe C*; sia

hmy—m-f—,y#ac u(y) + hmy—m—,y;ﬁx u(y)

v:R—C,x — 5

allora si ha
1.

v(z) = Z CcpeFine
nez
puntualmente a v su R (cioé posto per ogni € R e per ogni n € N s, =
S ke T s ha limy, e v());
2. per ogni a,b € R, a < b tale che per ogni x € [a,b], u continua in x, si ha

u(z) = Z Cpe T

nez

uniformemente su [a, b].

Dimostrazione. La prima affermazione segue dai teoremi sulla convergenza puntuale
della serie di Fourier.
Sia g : R — C; sia g periodica di periodo T sia

T T
(Voo o) o) =2
Per ogni £ =0,1,2,...,psia I = u(tp+) — witr—).
Sia

P
U T
U.R—>C,x—>u(ac)—|—’;?g(x+§—tk).

La funzione v & periodica di periodo T
Proviamo che v & continua.

E sufficiente provare che v & continua su -Z, L.

Siaz e [-L,Z].

Sia k =1,2,...,p. La funzione g(z + % — tx) ¢ discontinua in x se e solo se esiste
h € Z tale che x—l—% —tp = %—i—hT; cioe se e solo se = t;, +hT; essendo z € [—%, %[
se e solo se © = t.

Quindi v & continua su [f%, %P{tk; k=0,1,2,...,p}.

Sia k=1,2,...,p.

Si ha

. T .
L gz + o —t) = yg%1+g(y) =—

T
2
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e
. T . T
Jm_ gz + 5 —t) = yﬂ’%l, 9y) =5 -
Sia k=1,2,...,p. Proviamo che v & continua in ¢y
Si ha
. . U1 T l); T -
Jim oo@) =ulte)+ 3 Julet 5 —t)+ 7(-5) =
J€{1,2,....p}t —{k}
Iy T u(tit) + u(te—)
Y Ry -y i),
J€{1,2,....,p} — {k}
¢ l T l T
. k k
LA _v(z) = ulty—) + ' > gulth+ 5 —t) —5(=5) =
je{1,2,....,p} — {k}
U T w(tr+) + u(ty—)
Tu(tk+ 5 —t;)+ 5 .

je{1,2,....p} —{k}

Cio prova che v ¢ continua.

Dall’ipotesi su u segue che v & di classe C' a tratti.

Quindi per il teorema sopra la serie di Fourier di v converge uniformemente.

Siano a,b € R tali che a < b; sia u continua su [a, b].

Per il teorema sopra, utilizzando una traslazione, per ogni k = 1,2,...,p si vede
che la serie di Fourier di g(z + £ — z}) converge uniformemente su [a, b].

Quindi la serie di Fourier di u converge uniformemente su [a, b] in quanto somma
di serie che convergono uniformemente.

27.5.4 La somma della serie ) >° #

Teorema 27.5.4.1 Si ha

oo

1
=g

n=1

Dimostrazione. Sia f : R — C periodica di periodo 27 tale che per ogni x €]0, 27|

sS1la
™=

fla) =5

Sia z € R, esiste uno ed uno solo z’ €]0, 27|, esiste uno ed uno solo k € Z tali che
x =12’ + 2km. Si ha

T—x

2
Si ha —z = —a/ — 2kr = —2’ + 27 — 2krw — 27 = —2' + 27w + (—2k — 2)7, con
—a’ + 2w €]0, 27].
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Si ha quindi
T—(—2'+2r) o' —7

fleo) =TT T ).

Quindi f & una funzione dispari.

y

21 ~

Sia n € N*; sia B,, il coefliciente di indice n per il seno della serie di Fourier ordinaria

di f.

Essendo f reale dispari, si ha
™

n

=5 ; sin(nt) f(t) dt = %/0 sin(nt)%_t dt =

! (H cos(nt)(r - t)I) - [ Eeostun)(= ) dt) -
! (H cos(nt)(n — t>]; [ costan dt) _
[,

¢ [ttt - St -
(L 7)1

La serie di Fourier ordinaria di f ¢ quindi

=1
Z —sin(nz) .
n=1 n

Essendo {x €]0,2r]; f non continua in 2} = {27} ed essendo f|]0,2n] prolunga-
bile per continuita in 27, con prolungamento di classe C', la serie > 7 | L sin(nz) ¢
convergente per ogni = € R.

Sia € R; se (Vk € Z) x # 2km, si ha

o0

fl@) = Z % sin(nz) .

n=1
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Per ogni x €]0, 27| si ha quindi

1 1 1
—ptt g = Z ﬁsm(nx) .

n=1

Si ha f[]0, 2] € £2(]0.27], C).

Sia (¢n)nez la successione dei coefficienti di Fourier di f

Consideriamo lo spazio di Hilbert PZ,; la successione dei coefficienti di Fourier di [f]
rispetto al sistema ortonormale completo

(F)..,

(V2rTen)nez -

Per I'uguaglianza di Parseval la famiglia (v 27, v/ 27¢y )nez ¢ sommabile e si ha

2w
f(@)f(x) Z V2renV2men -
0 n=—oo
Si ha
2m 2 2 3727 3
— T— 1[ (m—x) 1 ™
dr = dr =~ |———— —.
i@ = [7(5F0) e[ FE5E] - gt =5
Sia (by,)nez la successione dei coefficienti di Fourier di f per il seno; per n € N* si ha
b, = an = 27I,pernGZ n < 0 si ha b, b—n:_z(in) :%; per n = 0, si ha
bo = O
Per ogni n € Z si ha ¢,, = —ib,; quindi per n # 0 si ha ¢, = 2n, per n =0, si ha
Co = 0.

Si ha quindi

—+00 o0 —+oo
Z \/ﬁcn\/ﬂcn = Z 2me,Cn + Z 2mwe_pc_, =
n=1 n=1

n=-—oo

+oo
1
2m(—1)—i— 2 =
; (=i 2nz2n+z m( —2n —2n

400 1 00
;ﬂ'ﬁ —i—;ﬂ(—z 2— —WZ 5
Si ha quindi

: +

73 X1

T
n=1
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quindi si ha

Esercizio. Sia
f:R— R,z — |sin(mz)| ;

determinare la serie di Fourier ordinaria di f e studiarne la convergenza.

Risoluzione. La funzione f & periodica.

Essendo 7 il periodo di |sinz|, il periodo di f & 1.

f & una funzione pari.

Sia (An)nen la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il coseno.
Sia (Bn)nen* la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il seno.
Essendo f pari si ha B, = 0, per ogni n € N*.

Si ha

1

1
3 e 1 32
Ao =2 | sin(mzx)| dz = 2 sin(mz) dx = 2 {—f COS(?TI):| =—.
0 ™ ™

0 0
Per n € N* si ha

3 3
An = 4/ | sin(7zx)| cos(2mna) de = 4/ sin(wz) cos(2mnz) de =
0 0

4 /E % (sin((2n + 1)7z) — sin((2n — 1)7x)) do =
0

1

cos((2n — 1)m)}02 -

cos((2n + 1)wz) +

2 |:_ (2n+1)w 2n -7

2( 1 1 ) 2 -2 4
@en+1)7r @2n-1Lx) w4n2-1  (4n2—1)7
La serie di Fourier ordinaria di f ¢ quindi

oo oo
Y (2mma) = 2 (1223 — 1 cos(2mna)
= ————cos(2mnx) = = — ——— cos(2mnx
™ (4n2 — 1) ™ 4n? — 1
n=1 n=1

Essendo f di classe C! a tratti, la serie di Fourier converge totalmente e quindi uniformemente; per
ogni « € R si ha quindi

oo
2 1
sin(rx)|=—|1—2 ———— cos(2mnx s
|sin(ma)| = = Y 5 cos(2mna)
n=1

con convergenza della serie uniforme.

Esercizio. Sia f: R — C la funzione periodica di periodo 2 tale che per ogni = € [~1,1] sia

f@) = {

r per —1<z<l1
0 peraxz=-1

)

determinare la serie di Fourier ordinaria di f e studiarne la convergenza.

Risoluzione. La funzione f & dispari.

Sia (An)nen la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il coseno.
Sia (Bn)nen+ la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il seno.
Essendo f dispari si ha A, = 0, per ogni n € N.
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Per ogni n € N* si ha

1 1 1 (-
B, = 2/ zsin(mnx) de = 2 |:—— cos(wnac)x] — / —— cos(mnx)dr | =
o ™ 0 o ™
1 o [t
2 ({—x cos(wnz)} + — / cos(mnx) dm) =
™ 0 ™ 0

1

1 1 2 2 2
2 [——x cos(mnz) + —— sin(mw:)} = —— cos(nn) = ——(—1)" = (—1)"Tt = .
™ m2n o ™ ™m ™
La serie di Fourier ordinaria di f & quindi
- 2 2 o 1
E (=) —sin(2wnz) = = E — sin(27nz) .
™ T n
n=1 n=1
Essendo f|] — 1,1[ prolungabile a [—~1,1] in una funzione di classe C! a tratti, la serie di Fourier

converge in ogni z € R; se per ogni k € Z, x # 2k la somma della serie & f(x); se esiste k € Z tale
che z = 2k la somma della serie ‘e
limy opy f(y) +limyyor— fy)  1-1
2 2

=0=f(z).

Quindi per ogni € R la somma della serie & f(z).
La convergenza & uniforme su ogni intervallo compatto [a, b] tale che esiste k € Z tale che [a,b] C
12k, 2k + 2.

Esercizio. Sia f: R — C la funzione periodica di periodo 4 tale che per ogni = € [—2,2[ sia

[ 1 per—-l<z<1 .
f(ﬂT)—{O per 2<z<-lol<z<2 °’

determinare la serie di Fourier ordinaria di f e studiarne la convergenza.

Risoluzione. La funzione f & pari.

Sia (An)nen la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il coseno.
Sia (Bn)nen* la successione dei coefficienti della serie di Fourier (ordinaria) per il seno.
Essendo f pari si ha B, =0, per ogni n € N*.

Si ha ) L
1 1
Aozf/ f(x)da:zf/‘ der=1.
2 Jo 2 Jo
Per ogni n € N* si ha

2 1 1
Ap = 5@ cos(Inx) dr = cos(Inx) dr = [i sin(znx)] -2 sin (ni) .
0 2 0 2 ™ 2 0 ™ 2

Se n = 2k si ha Agkﬁ sin(kmw) = 0.

Se n =2k + 1 si ha

2 R ™ . T
Asky1 = Gkt r sin((2k + 1)5) = Wsm(kw+ 5) =
2 . _ 2k
@t xS = @Y

La serie di Fourier ordinaria di f & quindi

14+ ;(—m(%il)ﬂ cos (g(% + 1):0) =1+ % ;(—m %1+ —cos (g(% + 1)95) '
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Essendo f|]—2, —1[, f[]—1,1[, f]1,2[ prolungabili rispettivamente a [—2, —1], [—1, 1], [1, 2] in funzioni
di classe C! a tratti, la serie di Fourier converge in ogni z € R; se per ogni k € Z, © # 2+ 2k la
somma della serie & f(x); se esiste k € Z tale che x = 1 + 4k la somma della serie ‘e

limy 1 papy f(y) +limy 1446 f(y) 041 1

2 2 2

se esiste k € Z tale che x = —1 + 4k la somma della serie ‘e

limy 1 paps f(y) +limy o 14ar— f(y) 149 1
2 T2 2
La convergenza ¢ uniforme su ogni intervallo compatto [a,b] tale che esiste k € Z tale che [a,b] C
]1 + 4k, 1 + 6k[ oppure tale che esiste k € Z tale che [a,b] C] — 1 + 4k, —1 + 6k[.

Esercizio. Sia f: R — C periodica di periodo 27 tale che per ogni x €]0, 27] sia
T—x

fw) ="

1. determinare la serie di Fourier ordinaria di f e studiarne la convergenza;

)

2. provare che esistono e solo unici A,B,C,D € R tali che per ogni € [0,27] la serie
Zzozl 7%3 sin(nx) sia convergente e si abbia

oo}
1
Az® + Ba® +Cx + D = E — sin(nz)
n

n=1
e determinarli.
Risoluzione.
1. Sia z € R; esiste uno ed uno solo z’ €]0, 27], esiste uno ed uno solo k € Z tali che z = z’ +2km.
Si ha ,
@) = fa) = T57

Siha —z = —z' — 2km = —2/ + 27 — 2kw — 27w = —2’ + 27+ (—2k — 2)7, con —z’ + 27 €]0, 27].

Si ha quindi
_m—(=2'+2r) -7
f(==) = 2 =5 = f(z) .

Quindi f & una funzione dispari.

A

21

Sia n € N*; sia B, il coefficiente di indice n per il seno della serie di Fourier ordinaria di f.

Essendo f reale dispari, si ha

4 [T 2 [T m—t
B, = — sin(nt) f(t) dt = — sin(nt) —— dt =
2m 0 T Jo 2

t ™
% ( [—% cos(nt)(m — t)} . — / —% cos(nt)(=1) dt) =
0
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% ([711 cos(nt)(m — t)]; — % /07r cos(nt) dt) =

([ oo o] < 2 [Lanton] ) = £ [ conturr 1) psinton]” -

0
1 1 ™ 1
—|——gsin(nt) + — ) = —.
T n n n
La serie di Fourier ordinaria di f ¢ quindi
oo

Z % sin(nz) .

n=1

Essendo {z €]0,27]; f non continua in z} = {27} ed essendo f|]0, 27] prolungabile per conti-
nuitd in 27, con prolungamento di classe C!, la serie anl = sin(nx) & convergente per ogni
z € R.

Sia z € R.
Se (Vk € Z) x # 2km, si ha

flz) = Z % sin(nz) .

n=1
Se (3k € Z) x = 2k, si ha
=1 lim Fly) + limy_, 4 fly) Z-%
Z ~ sin(nz) = y— ot YA . Yoz y#T _ 2 . 2 _g.
n=1

Inoltre se a,b € R, con a < b, e se esiste k € Z tale che [a, b] C]2km, (2k + 2)~[, la convergenza

della serie di funzioni E el L sin(na) & uniforme su [a, b].

2. Per ogni x € R e per ogni n € N* si ha

cos(nx)
2

<

n n2

Quindi la serie di funzioni su R,
oo
1
2
& totalmente convergente.
Sia

oo
1
g:R— R,z — — E — cos(nz) .
n

n=1

o]
=X
iy osnm .
n2

n=1

Per ogni z € R si ha

Sia zo €]0, 27[; siano a,b € R tali che 0 < a < zg < b < 2.

Per ogni n € N* si ha % (7# cos(n:p)) = %sin(nx); essendo la serie delle derivate

[M]¢
S|~

3
Il
=
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uniformemente convergente su [a, b], la funzione g & derivabile in z¢ e si ha

[e%s}

g (x0) = Z % sin(nxo) .

n=1
Quindi g & derivabile su ]0, 27| e per ogni = €]0, 27| si ha
1
"(z) = — sin(nx) .
g'(@)=  ~sin(na)
n=1
La funzione g|]0, 27| & quindi una primitiva di f|]0, 27[.
Per ogni z €]0, 2| si ha
1 s
T)=—=x+ —.
f@)=—5e+3
Una primitiva di 7%13 +35e 7izz + Sz
Quindi esiste C' € R tale che per ogni z €]0, 2x[ si ha

oo
15, = 1
——zx —x+C=g(x)= —— cos(nz) .
[P S C = g@) = > —— cos(na)
n=1
La serie di funzioni
N1
E —— cos(nz), = €]0,2n|
n
n=1

¢ totalmente convergente e quindi uniformemente convergente.
Si ha quindi

oo oo

1 1
lim —— cos(nzx = lim ——cos(nz) | =
z—0,2€]0,27 Z n? (n2) Zz—w,ze]o,zﬂ ( n2 ( )>
n=1 n=
n2 n2 6

n=1 n=1
Si ha 1

lim (—7172—1—133—1—0) =C.

z—0,z€]0,27 4 2

Si ha quindi

Si ha dunque per ogni z €]0, 27|

o0
1 2 1
—ZxQ—&-gx—% = E —n—Qcos(nx) .

n=1
Quindi
1 2 =1
7:1:277:)3+—:ZE (nx)
n=1
Per ogni z € R e per ogni n € N* si ha
<1 1
sin(nx) <L
n3 —nd
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Quindi la serie di funzioni su R,

oo
1
> e
n=0
¢ totalmente convergente.
Sia
— 1
h:R— R,z — — E — sin(nz) .
n
n=1

Per ogni n € N* si ha % (n—ld sin(nx)) = # cos(nz); essendo la serie delle derivate

totalmente e quindi uniformemente convergente, la funzione h & derivabile e per ogni x € R
si ha

n
n=1
La funzione h & quindi una primitiva di ZZO:O 2 cos(nz)
Per ogni z €]0, 27[ si ha
oo
Z 1 15, = " w2
— =-z°——z+—.
n2 ¢ 4 2 6
n=0
Una primitiva di 122 — Zz + 2 o Lad — Tg2 4 ﬁx
p 1 2 6 ©12 4 6 T
Quindi esiste C1 € R tale che per ogni x €]0, 27[ si ha
1 1
3_T 2
—z° — -z —x Ci1 = h(z Z—smnx
12 U T Te n? )-

La serie di funzioni
o0

1
E — sin(nz), = €]0, 27
n

e totalmente convergente e quindi uniformemente convergente.
Si ha quindi

oo oo oo
. 1. . 1
lim E ——sin(nz) | = E lim — sin(nx) E
z—0,z€]0,27 n3 z—0,z€]0,27 n3
n=1 n=1 n=1

Si ha

1 s w2
lim — -2+ —z+C =C;.
©—0,2€]0,27 (12 4 6 ! !

Si ha quindi

C1=0.
Si ha dunque per ogni z €]0, 27|
1 o0
ﬁxiﬁ’ _ 21‘2 + %= Z 5 sin(na)
n=1

Cio prova l'esistenza dei coefficienti A, B, C, D; l'unicita segue dal fatto che due funzioni
polinomiali coincidenti su ]0, 27[ hanno uguali coefficienti. Inoltre quanto svolto sopra prova

che si ha A = B:fﬂ,CzﬁDZO.

12’ 4 6
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Capitolo 28

Trasformata di Laplace

28.1 Trasformata di Laplace

28.1.1 Ascissa di assoluta convergenza

Teorema 28.1.1.1 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(u - ) C [0, +oo[; per ogni s € C
indichiamo con e~ *tu(t) la funzione

R — C,t — e *u(t) ;
allora esiste uno ed uno solo A € R tale che
1. (Vs € C, Rs > \) e *tu(t) € LY(R; C);
2. (Vs € C, Rs < \) e *tu(t) € L1(R; C).
Enunciato

Definizione 28.1.1.1 Sia u € L1o.(R; C); sia Supp(u-A) C [0, +o0[; per ogni s € C
indichiamo con e~*tu(t) la funzione

R — C,t — e *u(t) ;
allora l'unico A € R tale che
1. (Vo € C, Rs > \) e *tu(t) € L (R; C);
2. (Vs € C, Rs < \) e *tu(t) ¢ L1(R;C).
st chiama ascissa di assoluta convergenza di u e si indica A (u).

Teorema 28.1.1.2 Sia u € L1oc(R;C); sia Supp(u - A) C [0, +oo[; per ogni & € R
indichiamo con e~¢u(t) la funzione

R, — C,t — e Stu(t) ;

allora si ha
Na(u) = inf({€ € R; e Su(t) € L' (R4;C)})

Dimostrazione. Immediata.

247
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28.1.2 Funzione trasformabile secondo Laplace

Definizione 28.1.2.1 Sia u € Lio.(R; C); sia Supp(u-A) C [0, +o0[; si dice che u é
trasformabile secondo Laplace se X\, (u) # +00.

28.1.3 Trasformata di Laplace in un punto

Definizione 28.1.3.1 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0, +o0[; sia s € C; sia
¢ =RNs; sia n = Is; sia &€ > N\ (u); indichiamo con e~ $*u(x) la funzione

R — C,z — e “%u(x) ;
poniamo
— Fle—&@ 2
Lu(s) = F(e **u(x)) (27r) .

Teorema 28.1.3.1 Sia u € Ljoc(R;C); sia Supp(u - A) C [0,400[; sia s € C; sia
Rs > Ag(u); allora si ha

Lu(s) = /0+OO e u(x)dr .

Dimostrazione. Sia £ = Rs e n = .
Si ha

Eu(s)z/ e~ miar o8y () dxz/ e T80y () da:z/ e u(x)dr =
R R

/Re*” d(u-A)(z) = / e d(u-N)(z) =

[0,400]
+oo
/ e T u(x)dx = / e u(x) dx .
[0,400 0

28.1.4 Trasformata di Laplace di una funzione localmente in-
tegrabile

Definizione 28.1.4.1 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0, +00]; la funzione
+oo
Lu:{seC; Rs>N(u)} — C,5s — / e *Tu(x) dx
0

st chiama trasformata di Laplace della funzione localmente integrabile u.
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28.1.5 Analiticita della trasformata di Laplace

Teorema 28.1.5.1 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0, +o0]; allora Lu é una
funzione analitica.

FEnunciato

Teorema 28.1.5.2 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0,400[; sia & > Ag(u);
indichiamo con e~$%u(x) la funzione

R — C,z — e %u(z) ;
£
g:{&+in; ne R} — C, (€ +in) — Fle “u(x)) (%) ;
allora g ¢é prolungabile a {s € C; RNs > A, (w)} in una funzione analitica e il
prolungamento e la trasformata di Laplace di u.

FEnunciato

28.1.6 Trasformata di Laplace sulle funzioni localmente inte-
grabili

Definizione 28.1.6.1 Sia A l’insieme delle funzioni analitiche da un aperto di C a
C; la funzione

L:{u € L1o:(R;C); Supp(u- ) C [0, +o0[} — A,u — Lu
si chiama trasformata di Laplace.

Due funzioni u,v € Ljo(R;C) con supporto contenuto in [0,+oco hanno la stessa
trasformata di Laplace se e solo se sono uguali quasi dappertutto.

Infatti la trasformata di Laplace & riconducibile al prolungamento analitico di una
trasformata di Fourier.

28.1.7 Funzione di Heaviside

Definizione 28.1.7.1 Poniamo

per x >0
per x =0
per x < 0

H:R—C,z —

O Nof= =

La funzione H di chiama funzione di Heaviside.
Si ha H € L1c(R;C) e Supp(H - A\) C [0, +oo].
Possiamo quindi considerare la trasformata di Laplace di H.
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28.1.8 Trasformata di Laplace della funzione di Heaviside
Teorema 28.1.8.1 Si ha

1. \o(H) = 0;

2. (Vse€ C,Rs >0) LH(s) = 1.
Dimostrazione. Sia ¢ € R; per ogni t > 0 si ha e $*H(t) = e~¢. La funzione

t — e~ & integrabile su [0, +00[ se e solo se & > 0; da cio segue che \,(H) = 0.
Per ogni s € C tale che s > 0 si ha Si ha infatti

+o0 +o0o T
LH(s) = / e STH(t)dt = / e Stdt = lim e Stdt =
0 0

Tr—r+00 0

28.1.9 Trasformata di Laplace della funzione H(t)e™

Teorema 28.1.9.1 Sia a € C; indichiamo con H(t)e* la funzione
R — C,t — H(t)e*;
allora si ha

1. lascissa di assoluta convergenza di H(t)e*" ¢ Ra;

2. (Vs € C,Rs > Ra) L(H(t)e*)(s) = -2

s—a’

Dimostrazione. Sia ¢ € R; per ogni t > 0 si ha e ¢ H(t)e* = e (-t =
e—(&—%(x)te%ait.
Quindi |e ¢t H (t)et| = e~ (§- Rt

La funzione t — e~ (¢tR)t & integrabile su [0, +oo[ se e solo se & — Ra > 0; cioe
se e solo se & > Ra; da cid segue che A\, (H) = Rav.
Per ogni s € C tale che s > R si ha Si ha infatti

+o0 +o0 T
LH(s)e™ = / e S'H(t)e™ dt = / e~ =9t gt = lim e (5=t gt —
0 0

z—=+o0 [

1 N 1 1
Ii _ —(s—a)t - 1 1— —(s—a)z | _
im [ e ] im (( e ) .

r—+00 S —« 0 T—+00 § — (v —

in quanto

sfoz)m|ef(Resf§Ra)m

‘67( ——x—+o00 0.
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28.1.10 Trasformata di Laplace della funzione H(t)sin(wt)
Teorema 28.1.10.1 Sia w € R; sia w > 0; indichiamo con H(t)sin(wt) la funzione
R — C,t — H(t)sin(wt) ;

allora si ha

1. Vascissa di assoluta convergenza di H(t)sin(wt) & 0;

2. (Vs € C,Rs >0 L(H(t)sin(wt))(s) = =

s2+w?”

Dimostrazione. Per ogni t € R si ha

1 . ,
sin(wt) = — (e —e ™t |

(wt) = 5 )

Per il teorema sopra le funzioni t — €™! e t — e™! hanno ascissa di assoluta
convergenza 0; quindi H (¢) sin(wt) ha ascissa di assoluta convergenza < 0.

Si verifica che per ¢ < 0 la funzione t — e~ sin(wt) non é integrabile si [0, +-o0].
Quindi l'ascissa di assoluta convergenza di H(t)sin(wt) ¢ 0.

Sia s € C. ®c > 0. Si ha
1 1 1 w

(s—wi_s+wi): §2 4 w?

LH(s)sin(wt) = [,H(s)%i(ei“’t —e W) == 5%

28.1.11 Trasformata di Laplace della funzione H(t)cos(wt)

Teorema 28.1.11.1 Sia w € R; sia w > 0; indichiamo con H(t) cos(wt) la funzione
R — C,t — H(t)cos(wt) ;
allora si ha

1. Vascissa di assoluta convergenza di H(t) cos(wt) & 0;

2. (Vs € C,Rs > 0 L(H(t) cos(wi))(s) =

s
$24w?”
Dimostrazione. Per ogni t € R si ha
1 twt —iwt

cos(wt) = 5(6 +e .
Per il teorema sopra le funzioni t — e™? e t — €™* hanno ascissa di assoluta
convergenza 0; quindi H (t) cos(wt) ha ascissa di assoluta convergenza < 0.
Si verifica che per ¢ < 0 la funzione t — e~%! cos(wt) non é integrabile si [0, +oo].
Quindi l'ascissa di assoluta convergenza di H(t) sin(wt) & 0.
Sia s € C. £ > 0. Si ha
1 1 1 s

LH(s)cos(wt) = EH(S)%(em +e ) == 5( ) = 24w

sS—wt S+ wi
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28.1.12 Trasformata di Laplace della funzione H(t)sh(wt)
Teorema 28.1.12.1 Sia w € R; sia w > 0; indichiamo con H(t)sh(wt) la funzione
R — C,t — H(t)sh(wt) ;

allora si ha

1. lascissa di assoluta convergenza di H(t)sh(wt) é w;

2. (Vs € C,Rs > w L(H(t)sh(wt))(s) = 2.
Dimostrazione. Per ogni t € R si ha

sh(wt) = %(e“’t — ety
Per il teorema sopra la funzione t — e*? et — ¢“* ha ascissa di assoluta convergenza
w; la funzione t — e“! e t — e™“! ha ascissa di assoluta convergenza —w; quindi
H(t)sin(wt) ha ascissa di assoluta convergenza < w.
Per £ € R, —w < £ < w la funzione ¢ — €“* non ¢ integrabile su [0, +oo[, mentre
la funzione t — e~“! & integrabile su [0, +oc; quindi la funzione ¢ — sh(wt) non &
integrabile su [0, +00. quindi H (¢)sh(wt) ha ascissa di assoluta convergenza w.
Sia s € C. Re > w. Si ha

1 1 1 w

LH(s)sh(wt) = ﬁH(S)%(GWt — et == §(s—w - s—|—w) =

— w2

28.1.13 Trasformata di Laplace della funzione H(t) ch(wt)
Teorema 28.1.13.1 Sia w € R; sia w > 0; indichiamo con H(t) ch(wt) la funzione
R — C,t — H(t)ch(wt) ;

allora si ha
1. lUascissa di assoluta convergenza di H(t)cos(wt) € w;
2. (Vs € C,Rs > w L(H(t) ch(wt))(s) =

Dimostrazione. Per ogni t € R si ha

s2—w2 "

1
ch(wt) = i(e“t + et .

Per il teorema sopra la funzione t — e“! e t — e*? ha, ascissa di assoluta convergenza
w; la funzione t — e¥t e t — e~“! ha ascissa di assoluta convergenza —w; quindi
H(t) sin(wt) ha ascissa di assoluta convergenza < w.
Per £ € R, —w < £ < w la funzione t — €** non ¢ integrabile su [0, +oo[, mentre
la funzione ¢ — e~*! & integrabile su [0, +o00; quindi la funzione ¢ — sh(wt) non &
integrabile su [0, +00. quindi H(t) ch(wt) ha ascissa di assoluta convergenza w.
Sia s € C. Re > w. Si ha

1 1 1 s

LH(s)ch(wt) = EH(S)%(BM + ') == 5(3 —w s —l—w) T 22
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28.1.14 Trasformata di Laplace di u come funzione con
restrizioni a semipiani limitate

Teorema 28.1.14.1 Sia u € L1o.(R;C); sia Supp(u - A) C [0,+0]; sia o € R; sia
o > Aa(u); allora Lu é limitata su

{seC;Rs>o0}.

FEnunciato

28.1.15 Limite 0 per Rs — 400 della trasformata di Laplace di
u

Sia A C C; supponiamo che per ogni M € R esista z € A tale che Rz > M; si f: A — C; sia
l € C; si dice che f(z) — R 400 | s€

(VUe e R})(BM € R)(Vz € A, Rz > M) |f(2) = 1| <e.

Se esiste | € C tale che f(z) —R_ 400 ! si dice che f & convergente per Rz — +o0; in tal caso l &
unico, si chiama limite di f per 2z = +oo e si indica limy, 4o f(2).

Teorema 28.1.15.1 Sia u € Lro.(R;C); sia u trasformabile secondo Laplace; sia
Supp(u - A) C [0, 4+00]; allora Lu é convergente per Rz = 400 e si ha

lim Lu(s)=0.

Rs— 400
FEnunciato

28.1.16 Limite della trasformata in un punto della retta di
assoluta convergenza

Teorema 28.1.16.1 Sia u € Lo(R;C); sia u trasformabile secondo Laplace;
sia Supp(u - A) C [0,+o0[; sia so € C; supponiamo che l'integrale improprio
f0+°o e~ %tu(t) dt sia convergente; sia 6 € [0, 3[; sia

A={se€ CRs>RNsp,Am(s — s9) € [-6,0] ;
allora per ogni s € A l’integrale improprio f0+°o e stu(t) dt ¢ convergente e posto
+o00
F:A—C;s— / e Soty(t) dt
0

si ha

t
/ e Stu(t) dt —i—s 100 F(s) uniformemente su A .
0

FEnunciato
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Teorema 28.1.16.2 Sia u € Lio.(R;C); sia u trasformabile secondo Laplace; sia
Supp(u - A) C [0,+00[; sia so € C; sia R(sg) = No; supponiamo che lintegrale
improprio f0+°° e sotu(t) dt sia convergente; sia 6 € [0, 3[; sia

D = {s € CRs > Rsp, Am(s — s9) € [-6,0] ;

allora si ha Fu(s)|A é convergente per s — so; e si ha

+oo
lim  F(s) = e Stu(t) dt .
s—80,5€A 0

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

Osservazione 28.1.16.1 Per gli integrali impropri di funzioni non necessariamente positive vale il
seguente criterio di convergenza.

Criterio di Dirichlet Sia a € R; siano f, g : [a, +0oo[ — R; sia f di classe C!; sia g continua;
sia s la funzione integrale parziale dell’integrale improprio su di una semiretta positiva f;oo g; sia f
decrescente; sia limy o f = 0; sia s limitata; allora I'integrale improprio su di una semiretta positiva

fa+oo(fg) & convergente.

28.1.17 Generalizzazione

Sia u € Lroc(R; C).
La condizione Supp(u - A) C [0,+o00[ puod essere sostituita dalla condizione pitt
generale
(3a € R) Supp(u - A) C [a,+0] .

Possiamo dunque considerare la trasformata di Laplace di tali funzioni w.

28.1.18 Trasformata di Laplace della traslata di una funzione

Teorema 28.1.18.1 Sia u € Lio.(R;C); sia Supp(u - A) C [0,+o0]; sia a € R;
indichiamo con u(t — a) la funzione

R—C,t —u(t—a);

allora si ha
Supp(u(t —a) - X C [a, +oo] .

FEnunciato

Teorema 28.1.18.2 Sia u € L1.(R;C); sia Supp(u - A) C [0,+o0][; sia a € R;
indichiamo con u(t — a) la funzione

R—C,t—ult—a);
allora si ha

1 Ag(u(t —a)) = Aa(u);
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2. per ogni s € C, Rs > A\, (u)
Lu(t —a))(s) =e *L(u)(s) .

Dimostrazione. Sia ¢ € R; la funzione t — e~¢'u(t — a) & integrabile su [a, +-00] se
e solo se la funzione t' — e~ €' +@)y (1) & integrabile su [0, +o0|.
Per ogni t' € [0,+00| si ha e ¢ +ay(t) = e~€oe~¢": quindi la funzione ¢ —
e~ 8"+ a)y(£) & integrabile su [0, +00[ se e solo se la funzione la funzione ¢ — e =& u(t)
¢ integrabile su [0, +o00[; da cio segue la prima affermazione.

Per ogni s € C tale che Rs > Ra si ha

+oo +oo
Lu(t —a)(s) = / e Stu(t —a) dt = / e~ Gy @y dt' =
a 0

+o0 +oo
/ et esAy(¢') dt! = e~V / eyt dt! = e Lu(s) .
0 0

28.1.19 Traslata della trasformata di Laplace

Teorema 28.1.19.1 Sia u € Li,.(R;C); sia Supp(u - A) C [0, +o0[; sia o € C; sia
a > 0; indichiamo con e*'u(t) la funzione

R — C,t — e®u(t) ;
allora si ha
1. Aa(e“tu(t)) = Ao (u) + Ra;
2. per ogni s € C, s > Ag(u) + R
L(e“u(t))(s) = L(u)(s — a) .

Dimostrazione. Sia

Ay = {€ € R; e 'u(t) integrabile su [0, +oo

As = {€ € R; e te™u(t) integrabile su [0, +o0] .
Si ha Ag(u) = inf(A;) e Ao(e*u(t)) = inf(Asg).

Per ogni £ € Ay, la funzione e~%*e®!u(t) & integrabile su [0, +oo[; quindi la funzione
e~ €=y (t)| & integrabile su [0, 4o00; si ha quindi £ — Ra € Ay; quindi A\ (u) <
& — Ra; quindi A\, (u) + Ra < & quindi A, (u) + Ra < Ao (e“Pu(t)).

Per ogni ¢ € Ay, e~ €u(t) ¢ integrabile su [0, +oo[; quindi e~ (EFRMTRat|y (1) &
integrabile su [0, +oo[; quindi e~ (E+Rteaty(t) & integrabile su [0, +o00[; si ha quindi
&+ Ra € Ag; quindi Ay (e™u(t)) < €+ Ra; quindi A, (e u(t)) < Ao(u) + Ra.

Quindi A, (e®*u(t)) = Aa(u) + Ra.

Per ogni s € C tale che Rs > A +, (u) + Ra si ha

“+oo +oo
L(e®tult))(s) = /O =t eOtu(t) dit = /O e~y (1) dt = L(u)(s — ) .
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28.1.20 Trasformata di Laplace e omotetie

Teorema 28.1.20.1 Sia u € L1,,.(R;C); sia Supp(u - X) C [0, +o0]; sia ¢ € R; sia
¢ > 00; indichiamo con u(ct) la funzione

R — C,z — u(ct) ;

allora si ha
1. Aa(u(et)) = cha(u);

2. per ogni s € C, Rs > cAy(u)

Dimostrazione. Sia

Ay = {€ € R; e 'u(t) integrabile su [0, +oo[

Ay = {€ € R; e e u(ct) integrabile su [0, +o0] .
Si ha Ay (u) = inf(A41) e Ag(u(ct)) = inf(As).
Per ogni ¢ € A, la funzione e~¢*u(ct) & integrabile su [0, +oo[; quindi la fun-
zione e~ Eu(t) & integrabile su [0, +o0of; quindi la funzione e_(%tu(t) ¢ integrabile
su [0, +o0[; si ha quindi % € Ay; quindi A\, (u) < %; quindi Ag(u) < M; quindi
Aa(u(ct)) > eha(u).
Per ogni & € Ay, e~ €y(t) & integrabile su [0, +-o00[; quindi e~¢“*y(ct)| & integrabile
su [0, +o0[; si ha quindi ¢ € Ag; quindi A, (u(ct)) < ¢&; quindi Ag (u(ct) < eXg(u).
Quindi Ay (u(ct)) = eXg(u).
Per ogni s € C tale che Rs > ¢\ +, (u) si ha

+oo +oo ,
L(u(ct))(s) = /O e~*tu(ct) dt = ! /O e eu(t)dt =

c
L[+t . 1 s
— 7(Et / = — —
C/o e ‘etu(t) dt Cﬁ(u) (c) .

Osservazione 28.1.20.1 Si osservi che la condizione sul supporto contenuto in
[0, +o00[ impedisce a ¢ di essere < 0.

28.2 Trasformata di Laplace di una funzione e de-
rivata

28.2.1 Trasformata di Laplace della derivata

Nel teorema che segue si ricordi che che se u € W (I; C), allora u & continua.
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Teorema 28.2.1.1 Sia u € Wil _(R;C); sia Supp(u - \) C [0, +o0[; allora per ogni
s € C, s > max({Aq(u), \o(u')}) si ha

L(u')(s) = sLu(s) .

Dimostrazione. Sia s € C; sia Rs > max({Aq(u), Aq(u')}).
Essendo u € WL (R; C), u & continua; essendo Supp(u - A) C [0, +00[ si ha u(z) =0
per ogni x < 0; si ha quindi «(0) = limy_,0 4«0 u(z) = 0.
Si ha
! _ e —st, / dt* 1 3vfst/t dt*
Eu(s)f/o e %"/ (t) foHEOOOe u'(t)dt =

. —st z * —st _ . —sx * —st
wBIJPoo ([e u(t)}o —|—3/O e u(t) dt> 7$Er+noO (e u(m)—i—s/o e "u(t) dt> .

Essendo s > A,(u/) tale limite esiste; essendo s > A (u) esiste anche
limg oo [y € *%u(t) dt; quindi esiste limy 4o €™ *u(x); sia | = limg—, oo €7 u(2);
essendo e~ *u(x) integrabile, si ha [ = 0.

Si ha quindi

—ST

lim (e‘”’u(x)—i—s /0 " et dt> s /0 T sty db = sC(u)(s)

T—+00

Nel teorema che segue si utilizza il fatto che se u € W"(I; C), allora u & & di classe
cnt

Teorema 28.2.1.2 Sian € N; sia u € W (R; C); sia Supp(u-A) C [0, +o0[; allora
per ogni s € C, Rs > max({\,(u®); k=0,1,...,n}) si ha

L(u™)(s) = s"Lu(s) .
Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.
28.2.2 Trasformata di Laplace della derivata di una funzione
di Wi, (]0, +00[; C)

Teorema 28.2.2.1 Sia u € L1o.(R;C); sia Supp(u - A) C [0,400]; sia ul]0,+ool€
WL .(]0,+0c[; C); sia u(t) convergente per t — 0-+; sia u’' una derivata distribuzionale
di u su ]0,4o00[; sia

_ w(t) pert>0
Du.R—>C,t—>{0 pert<0

allora si ha
1. Du € L1,.(R; C);
2. Supp(Du - A) C [0, 400[;
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3. per ogni s € C, s > max({Aq(u), \g(Du)})

L(Du)(s) = sLu(s) — u(0+) .
Dimostrazione. Si procede come nella dimostrazione sopra; in tal caso pero si ha

[eiStu(t)]g =e **u(r) = u(0+) .

Osservazione 28.2.2.1 Si osservi che Du non ¢ la derivata distribuzionale di u.
Questa e invece
D(u- ) = Du- X+ (u(0+)dp .

L’affermazione segue anche dal teorema sulla trasformata di Laplace della derivata
distribuzionale di una distribuzione.

28.2.3 Trasformata di Laplace della derivata di una funzione
di Wi.(J0, +00; C)

Teorema 28.2.3.1 Sia u € Lio.(R;C); sia Supp(u - A) C [0, +0o0]; sia u]]0,+o0[e
Wi(10, +00[; C); per ogni k = 0,1,...,n u*)(t) sia convergente per t — 0+; sia u(™
una derwata distribuzionale n-esima di u su |0, 4o00[; sia

u™(t) pert>0
0 pert <0 ’

D"u:R — C,t — {
allora si ha
1. D™u € L1oc(R; C);
2. Supp(D™u - A) C [0, +o0[;
3. per ogni s € C,
Rs > max({\o(DFu); k=0,1,...,n}})
st ha

L(Du)(s) = s"Lu(s) — Z um R (04) s
k=1
Enunciato

28.2.4 Derivata della trasformata di Laplace

Teorema 28.2.4.1 Sia u € Lio.(R;C); sia Supp(u-A) C [0, +o0]; indichiamo con
tu(t) la funzione
R — C,t — tu(t) ;

allora si ha
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1. A (tu(t)) = Ao (u);
2. per ogni s € C, Ns > A\, (u)

L (u)(s) = ~L(tult))(s)

FEnunciato

Teorema 28.2.4.2 Sia u € Lro.(R;C); sia Supp(u - A) C [0,400[; sia n € N;
indichiamo con t"u(t) la funzione
R — C,t — t"u(t) ;
allora si ha
1. A (t"u(t)) = Aa(u);
2. per ogni s € C, Rs > Ay (u)
d’n
L L (u)(s) = (C1" L))

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

Esercizio. Sia
0 per x <0
ffR—C,z — —z per0<z<1 ;
—1 perx>1
1. determinare ’ascissa di assoluta convergenza e la trasformata di Laplace di f;
2. determinare 'ascissa di assoluta convergenza e la trasformata di Laplace della funzione z f(z).
Risoluzione.
1. Sia £ € R; lintegrale f0+oo e=8% f(z)dx & convergente se e solo se f1+°o e 8 f(z)dz =
f1+°o —e 7% dx & convergente; cid avviene se e solo se se e solo se & > 0; Si ga quindi Ag (f) = 0.
Per ogni s € C, s > 0 si ha

400 1 +o0
L(f)(s) = / e T f(x)dx = / e %% f(x) da:—l—/ e **f(z)dr =
0 0 1

1 +oo 1 “+oo
/ e % (—z)dz + / e ¥ (=1)de = — / ze *Tdx — / e Tdx =
0 1 0 1
1 —sx ! ' 1 —sx : ! —sT
- ——e | — ——e dr | — lim e dr =
S 0 0 S y—r—+o00 1

1
1 S| 1 v
[76_”9:] - = / e **dr— lim {—76_”} =
S S 0 y——+o0 S 1

0
1 17-1 o1
Tems _ = |:76—sz:| + = lim (6_Sy — 6_5) =
S S S 0 S y—+oo
1 1 1 -5 —1
—e (e -1+ —-e°= ¢ .
s 52 s 52

La trasformata di Laplace di f & quindi

e 5 —1
2

Lf:{s€C; Rs >0} — C,s —
s



260 CAPITOLO 28. TRASFORMATA DI LAPLACE

2. Per il teorema sopra di ha Aq(zf(z)) = Aa(f) = 0.
Per ogni s € C, s > 0 si ha

d e %(—1)s? — 2s(e™° — 1)

L(af(@))(s) = = LF(s) = = - =

—se"%)s—2e"°+2 se”%)s+2e° =2
s3 - s3 '

La trasformata di Laplace di zf(z) & quindi

se”%)s+2e =2

L(zf(x)):{s€C; Rs>0} — C,s — 3

)

Esercizio. Siano o, € Rj_, con a # fB; siano p,v € R}, p > v;sia f : R — C tale che per
ogni t € R*,
cos(at) — cos(Bt)
)= —~ 7 TPV
5(0) t
e f(0) sia il prolungamento continuo di M, t € R*, in 0;
1. determinare la trasformata di Laplace di H(t)f(t);

2. provare che l'integrale improprio

+oo . .
sin(ut) sin(vt
/ () sin(vt)
0 t
dove per t = 0 la funzione & uguale al prolungamento continuo di w, con z €]0, +0o0],
in 0, € convergente e determinarne il valore.

Risoluzione.

1. Siha 1,242 13242 2
lim cos(at) — cos(Bt) _  lm 1 - 5a%t? — 1+ 58%t% +o(t?) _

t—0,t#£0 t t—0,t#£0 t

1 1
li —Za? 4+ -gHt=0.
(3 )

Si ha quindi

f:R—C,;t— { COS(M);COS(BQ per t # 0

pert =20

Per ogni t € R si ha
(cos(at) — cos(Bt)) = tH(t)f(¢) .

Si ha Ag(cos(at) — cos(Bt) < 0 e per s € C, s > 0 si ha
L(cos(at) — cos(Bt)(s) = L(H(t) cos(at) — H(t) cos(Bt)(s) =

L(H(t) cos(at))(s) — L(H(t) cos(Bt)(s) = M% TE B
Si ha X\q(tH () f(t) = Aa(cos(at) — cos(Bt) e

LEHOF(0) = S LHEOF)

Per ogni s € C, s > 0 si ha quindi

L(cos(at) — cos(Bt)(s) = LILH(t) f(t))(s) = —%K(H(t)f(t))(S) :
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Quindi
d s s
—L(H®)f(t = .
SEHOFON) =~ 575+ 5
Sia
T={seC; Is=0,RNs <0},
di modo che C tagliato sia C—T.
Per z € C, si ha 22 + a? € T se e solo se esiste & < 0 tale che 22 + a® = z, cio¢ tale che
22 = & — o2, cioe tale che z = £v/—z + o2i. Quindi se s € C, Rs > 0, si ha s € T.. Da cid

segue che %log(s2 + a2) & una primitiva di SQ_f_az su {s € C; Rs > 0}.

Analogamente si vede che %10g(52 + 82) & una primitiva di SgiﬁQ su {s € C; Rs > 0}.

Esiste quindi C' € C tale che per ogni s € C, s > 0 si ha
1 1 1
LU O)(s) = — 5 log(s + ) + 1 log(s2 + 52) + C = _ (log(s? + %) —log(s* +0%) + C

Proviamo che per ogni s € C, Rs > 0 si ha

s2 4 B2
log 2752 = log(s% + %) — log(s% + a?) .
s° 4+«
2 2 2 2
Per z € C, si ha Zz+ﬁ2 € T se e solo se esiste x < 0 tale che % = =z, cioé tale che
z 4 a z4+4a

2_ g2 .
22 + 82 = 122 + za?, ciot tale che 22(1 — ) = za? — 82, cioe tale che 22 = Z2 _f , cloe tale

I
che z = 44/ %z Quindi se s € C, ®s > 0, si ha zzigz gT.
52482
Tra?
Per quanto visto sopra log(s2 + 32) —log(s? + a?) & una funzione analitica su {s € C; Rs > 0}.
Per ogni ¢t € R} si ha

Da cio segue che % log

¢ una funzione analitica su {s € C; Rs > 0}.

t2+62
2 + a?

log = log(t? + %) — log(t? + o?) .

Quindi per le proprieta delle funzioni analitiche per ogni s € C, s < 0 si ha
2 2
log s+5 = log(s® + %) — log(s% + o2) .
2+ a?
Per ogni s € C, s > 0 si ha quindi

82 2
LOHEF)(5) = 2 log =2

C.
2 52+a2+

Si ha

1 s2 + 32 1
li =1 C==logl4+C=C.
Rertoo2 B Z a2 1T g8t
Quindi si ha C = 0.
Per ogni s € C, s > 0 si ha quindi
52+52
s24 a2’

LUHOFD)(6) = ; log

Per s = Bi+t, cont >0, si ha
L2 B2 (Bi+t)2+ B2 —B2428t+t2 + B2 28t + 12
lim = — = —
t—082+a2  (Bi+t)2+a2 —B2+2B8t+t2+a2 2Bt + 12+ a2 — B2
s 2
S2¥aZ

=0.

Quindi non esiste in C lim,_,g;
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2 2
Quindi la funzione analitica %log %, s € {z € R; Rz > 0} non & prolungabile per
continuita in B%; da cio segue che Ao (H(t) f(t)) < 0; quindi Ao (H (¢t)f(t)) = 0.

Si ha quindi

1 82 +/32
LH)f(t):{s€C; Rs >0} — C,s — —log —— .
2 52 4+ a2
. Si ha
i t) si t tvt
lim w: im 2 = lim (pvt) =0.
t—0,t#£0 t t—0,t£0 t t—0,t#£0
Posto

sin(ut) sin(vt)
g:[0,400[— R,t — t per £ #0
0 pert=0

b

si chiede di provare che I'integrale improprio f0+oo g(t) dt & convergente e di calcolare il valore
dell’integrale.

Per ogni ¢t € R si ha

sin(ut) sin(vt) = % (cos((p — v)t) — cos((p + v)t)) .

Per ogni ¢ € R si ha [sin(ut)sin(vt)] = |sin(ut)| |sin(vt)] < 1; quindi la funzione
sin(put) sin(vt), t € [0, 4+o00[ & limitata.
Per ogni z € R}, a < b si ha

/ sin(pt) sin(vt) dt
0

/ 5 (cos((px = v)8) — cos((u + 1)1)) dt
0

1 1 . 1 . T -
3 | im0 - Hysm(wu)t)h -
1 . )
5 ‘# _— sin((p — v)x) — P sin((p +v)z)| <

1/ 1 . T

5 (uilj‘sm((/‘*ll)x” + “+V|sm((u+y)z)‘) <.

1 1 1
i)
2\pu—v pu+v

Quindi esiste la funzione fow sin(ut) sin(vt) dt & limitata.
Si ha lim;_, 4 o, 1€]0,4 00| % =0 e la funzione %, t €]0. + oo & decrescente.

uindi per il criterio di Dirichlet 'integrale improprio
g

+oo . .
/ sin(ut) sin(vt) dt
0

t
& convergente.

Quindi I'integrale improprio

t

+oo . .
t t
/ sin(ut) sin(vt) gt
0

& convergente.

Siha p — v # p+v. Per quanto visto sopra, per ogni s € R’ T'integrale di Lebesgue

/ T _cos((u—w)t) —cos(u+v)t)
0 t
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& convergente (cio¢ I'integrale improprio ¢ assolutamente convergente) e si ha

o cos((p— ) —cos((utv)t) 1 8+ (ut )
e dt = - log ———mm= .
o t 2 2+ (v —v)?
Si ha
L cos((u = 1)) — eos(u 4 v)1) _ cos((n— )t) — cos((p + )1
5—0,5€R t t '

Per il teorema sopra la funzione f0+°o e~ st COS((“_”)”;COS((“_"DM dt, s €]0, +oo[ & convergente
in C per s — 0 e si ha

lim /+OO e—st cos((u — v)t) — cos((u + v)t)
0

s—)O,sGRj_ t

/+°° cos((i — v)t) — cos((u + v)t)
0 t

dt =

dt .

Si ha quindi

9 cos((s — w)t) — cos((ps + ¥)t) R
dt = lim . 7logﬁ =
o t s—0,s€RY 2 s+ (v—v)
Lo (ptv)? BtV
— 1 =1 .
20g(1/71/)2 &ty

Si ha quindi

/+Oo sin(ut) sin(vt) di — 1 /+Oo cos((pu — v)t) — cos((p + v)t)
0 2 Jo

dt =
t t

1 w+v
— log .
2 v—v

28.2.5 Trasformata di Laplace della funzione H(t)t"
Teorema 28.2.5.1 Sia n € N; indichiamo con H(¢)t" la funzione
R— C,t — H()t";
allora si ha
1. Vascissa di assoluta convergenza di H(t)t"™ ¢ 0;
2. (Vs € C,Rs >0 LIH()t))(s) = 2.

Dimostrazione. Per il teorema sopra l’ascissa di assoluta convergenza di H(t)t" &
uguale all’ascissa di assoluta convergenza di H(t), cio¢ 0.
Per ogni s € C,

Res > 0 si ha
EEHO)) = (1 ey = (ap L=
n!
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28.3 Trasformata di Laplace e convoluzione di fun-
zioni

28.3.1 Convoluzione di due funzioni di supporto incluso in [0.+
oo

Teorema 28.3.1.1 Siano u,v € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0,400[; sia Supp(v -
A) C [0, +ool; allora per quasi x € R la funzione

R — C,y — u(z — y)v(y)
e integrabile.
FEnunciato

Definizione 28.3.1.1 Siano u,v € Lioc(R;C); sia Supp(u - A\) C [0,4o00[; sia
Supp(v - A) C [0, +o0[; si pone

+oo
u*v:R—>C,x—>/ u(z —y)v(y) dy .

u * v si chiama convoluzione di v e di v.

Teorema 28.3.1.2 Siano u,v € Lio(R; C); sia Supp(v - A) C [0, +o0[; sia Supp(u -
A) C [0, +o0]; allora si ha uxv e C(R;C) e (Vx € R si ha

0 per x <0
(uxv)(x) { fof” u(lx —y)v(y)dy perx >0

FEnunciato

28.3.2 Trasformata di Laplace e convoluzione di funzioni

Teorema 28.3.2.1 Siano u,v € Lioc(R; C); sia Supp(u - A) C [0, 400[; sia Supp(v -
A) C [0, +ool; allora si ha

1. Ao (u*v) <max({Aa(u), Ao (v)});

2. (Vs € C), Rs > max({Aa(u), A(v)})

FEnunciato
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28.4 La trasformata di Laplace di una distribuzione

28.4.1 Ascissa di convergenza di una distribuzione

Teorema 28.4.1.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+oc[; per ogni s € C
indichiamo con e~ la funzione

R— C,t — e %t
allora esiste uno ed uno solo A € R tale che
1. (Vs € C, Rs > \) e 5T € S'(R; C);
2. (Vse€C), Rs< \) e *t ¢ S'(R;C).

FEnunciato

Definizione 28.4.1.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+o0]; per ogni o € C
indichiamo con e~%t la funzione
R—C,t —e %,

allora l’'unico X € R tale che

1. (Vs € C), Rs > \) e 5T € §'(R; C);

2. (Vs€C), Rs< \) e *t € S'(R;C).
si chiama ascissa di convergenza di T e si indica A(T).
Osservazione 28.4.1.1 Sia u € L1,.(R; C); sia Supp(Au) C [0, +00]; allora si ha

AMu-A) < A (u) .
Puo essere A(u - A) < Ag(u).

28.4.2 Distribuzione trasformabile secondo Laplace

Definizione 28.4.2.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T') C [0,+oo[; si dice che T ¢
trasformabile secondo Laplace se \(T) # +oo..

28.4.3 Trasformata di Fourier di e 7T

Teorema 28.4.3.1 Sia T € D'(R; C); sia Supp(T) C [0, +o0[; sia & € R; sia EX(T)
indichiamo con e~ la funzione

R — C,t — e ¢

allora esiste una ed una sola f € C(R;C) tale che

Fe$T)=f-\.

Enunciato
Si dice che f & la funzione trasformata di Fourier di e=7%T.
Identificheremo a volte la distribuzione F(e~!T) con la funzione f.
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28.4.4 Trasformata di Laplace di una distribuzione in un punto

Definizione 28.4.4.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+o0[; sia s € C; sia
& = Ns; sia n = Js; sia £ > N(T) indichiamo con e~ la funzione
R — C,t — e 5,

i

sia f € C(R; C) la funzione trasformata di Fourier di e $¢T; poniamo

LT(s) = f (%) .

Indicando f con F(e*'T) si ha dunque

LT(s) = F(e'T) (%) )

28.4.5 Trasformata di Laplace di una distribuzione
Definizione 28.4.5.1 Sia T € D'(R; C); sia Supp(T') C [0, +o0[; la funzione
LT :{£€C; RE>NT)} — C, & — LT(E)

st chiama trasformata di Laplace della distribuzione T .

28.4.6 Analiticita della trasformata di Laplace

Teorema 28.4.6.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,4o0[; allora LT ¢é una
funzione analitica.

FEnunciato

Teorema 28.4.6.2 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0, +o0[; sia & € R; sia & >
X(T); indichiamo con e~¢' la funzione

R — C,t — e ;

sia f la funzione trasformata di Fourier di e *T; sia
. . n
g:{&+in; n € R} — C,({+1n) —>f(%) ;

allora g é prolungabile a {s € C; s > A(T)} in una funzione analitica e il prolunga-
mento ¢ la trasformata di Laplace di T'.

FEnunciato

28.4.7 Trasformata di Laplace sulle distribuzioni

Definizione 28.4.7.1 Sia A linsieme delle funzioni analitiche da un aperto di C a
C; la funzione

L:{T € D'(R;C); Supp(T) C [0,4+o0[} — AT — LT

st chiama trasformata di Laplace sulle distribuzions.
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28.4.8 Trasformata di Laplace di una funzione u e della dis-
tribuzione u - A

Teorema 28.4.8.1 Sia u € Lioc(R; C); sia Supp(Au) C [0,+o0[; allora la trasfor-
mata di Laplace L(u - X) della distribuzione u - A é un prolungamento analitico della
trasformata di Laplace Lu della funzione localmente integrabile u.

Dimostrazione. Immediata.

28.4.9 (Generalizzazione

Sia T € D'(R; C).
La condizione Supp(T) C [0, +oo[ pud essere sostituita dalla condizione piu gen-
erale

(3a € R) Supp(T) C [a,+o0][ .

Possiamo dunque considerare la trasformata di Laplace di tali distribuzioni u.

28.4.10 Trasformata di Laplace di una distribuzione a suppor-
to compatto

Teorema 28.4.10.1 Sia T € D'(R;C); sia T a supporto compatto; allora si ha
MNT) = —c0.

Dimostrazione. Infatti per ogni &€ € R, e ¢'T & una distribuzione a supporto compatto
e quindi appartenente a S'(R; C).

La trasformata di Laplace di T' € quindi una funzione analitica su C.

Teorema 28.4.10.2 Sia T € D'(R;C); sia T a supporto compatto; sia g la fun-
zione analitica trasformata di Fourier di T'; sia f la funzione analitica trasformata di
Laplace di T'; allora si ha

.S
i
2

(Vs € C) f(s) = g( ); -

Dimostrazione. Sia s € C; sia £ = Rs; sia n = Js. Si ha

F(s) = LT(s) = F(e D) (55) = F(™='T) (51) =

n ¢

2 | —2mi

(1

FT
( 2

)=g

§i—15) = gl-in)
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28.4.11 Trasformata di Laplace della traslata di una distribu-
zione

Teorema 28.4.11.1 Sia T € D'(R; C); sia Supp(T) C [0, +0o0[; sia a € R; allora si
ha

1. A(v(a)T)) = N(T);

2. (Vs e C), Rs > \(T)
L(v(a)T)(s) = e LT(s) .

FEnunciato

28.4.12 Traslata della trasformata di Laplace di una
distribuzione

Teorema 28.4.12.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+o0[; sia a € C;
indichiamo con e*' la funzione

R— C,t — e
allora si ha
1. M(e®T) = MT) + Ra;
2. (Vs € C), Rs > AT) + Ra
L(e™T)(s) = (LT)(s — a) .

FEnunciato

28.4.13 Trasformata di Laplace di una distribuzione e omotetie

Teorema 28.4.13.1 Sia T € D'(R; C); sia Supp(T') C [0, +o0]; sia c € R; siac > 0;
per ogni f : R — C, indichiamo con f(ct) la funzione

R— C,t — f(ct);
indichiamo con T(ct) la distribuzione
D(R;C) — C,f — T(f(ct)) ;
allora si ha
1. M(T(et)) = eA(T);
2. (Vs € C), Rs > c\(T)

LT (et))(s) = ~(£T)(5) .

FEnunciato
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28.4.14 Trasformata di Laplace della derivata di wuna
distribuzione

Teorema 28.4.14.1 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+o0[; allora T ¢
trasformabile secondo Laplace se e solo se T’ ¢ trasformabile secondo Laplace e in
tal caso st ha

)\(T’) < XT).
FEnunciato

Teorema 28.4.14.2 Sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0,+o0[; allora per ogni
s€C, Rs> AT) si ha
L(T)(s) = sLT(s) .

FEnunciato

Teorema 28.4.14.3 Sian € N; sia T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0, +o0[; allora
per ogni s € C, s > \(T) si ha

L(T™)(s) = s"LT(s) .

Dimostrazione. Segue dal teorema sopra.

28.4.15 Derivata della trasformata di Laplace di una distribu-
zione temperata

Teorema 28.4.15.1 Sia T € D'(R; C); sia Supp(T) C [0, +o0[; indichiamo con t la
funzione
R—Ct—t;

allora si ha
1. A\itT) = X(T);
2. (Vse C), Rs > A\(T)

ZL(T)(s) = ~L(ET)(s) -

FEnunciato

28.4.16 Trasformata di Laplace della distribuzione ¢, e di (dy)’

Teorema 28.4.16.1 Si ha
Lé=1,

dove
1:C—C,s—1.

Dimostrazione. Segue dal fatto che F(dp) = A, cioé la funzione 1.
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Teorema 28.4.16.2 Si ha
L(6y) =1c,

dove
lc:C—C,s —s.

Dimostrazione. Segue dal teorema sulla trasformata di Laplace della derivata.

28.5 Antitrasformata di Laplace

28.5.1 Antitrasformata di Laplace

Definizione 28.5.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f: A —> C; sia f analitica; si
dice che f ammette antitrasformata di Laplace se esiste T € D'(R; C) con Supp(T') C
[0, +00[, se esiste A € R tali che

1. {s€e C;Rs > A} C A,
2. MT) < ),
3. LT{s € C; Ns > A} = fl{s € C;Rs > A}.

Teorema 28.5.1.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f analitica; allora
[ ammette antitrasformata di Laplace se e solo se esiste A € R, esiste M € R,
esiste m € Z tali che

1. {se C;Rs > A} C A,
2. (Vs € C,Rs > N\ |f(s)] < M(1+|s))™.
FEnunciato

Teorema 28.5.1.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f analitica;
supponiamo che f ammetta antitrasformata di Laplace; allora esiste una ed una sola
T € D'(R; C) con Supp(T) C [0, +oo[, tale che esiste X € R tale che

1. {se C;Rs > A} C A,

2. M(T) < A,

3. LT|{s € C; Ns > A} = f|[{s € C;Rs > A}.
Enunciato

Definizione 28.5.1.2 Sia A C C; sia A aperto; sia f: A — C; sia f analitica;
supponiamo che f ammetta antitrasformata di Laplace; allora l'unica T € D'(R; C)
con Supp(T) C [0,+occ[, tale che esiste A € R tale che

1. {se C;Rs > A} C A,
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2. X(T) < ),
3. LTH{s € C; Rs > A} = f{s € C;Rs > A},
si chiama antitrasformata di Laplace di f e si indica con L7 f.

Osservazione 28.5.1.1 Il teorema si puo generalizzare considerando distribuzioni T’
con supporto inferiormente limitato.
In tal caso la condizione diventa

[f(s)] < e M(1+[s|)™

per un a € R; si ha allora Supp(7') C [a, +0o0].

28.5.2 Distribuzioni uguali e trasformata di Laplace

Teorema 28.5.2.1 Siano S,T € D'(R;C); sia Supp(T) C [0, +o0]; sia Supp(S) C
[0, 4+00[; sia A € R; allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. T=S5;
2. L(T) = L(S);
3. se A > (max({\(S),\(T)}), allora per ogni s € C, Rs > X LT(s) = T(s).

Dimostrazione. Segue da sopra.

28.5.3 Antitrasformata e derivate

Teorema 28.5.3.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f analitica;
supponiamo che f ammetta antitrasformata di Laplace; sia p € N*; indichiamo con

% la funzione
A-{0} — C,s — % .
allora % ammette antitrasformata di Laplace e si ha
£_1f _ Dp£—1 f(S)
= )

Dimostrazione. Poiche f ammette antitrasformata di Laplace esiste A € R, esiste
M € RY, esiste m € N tali che {s € C;Rs > A\} C A, e (Vs € C,Rs > ))
()] < M(1+]s])™
Sostituendo eventualmente A con max({A, 1}), possiamo supporre A > 1; per s € C,
Rs > 1 si ha quindi

fs)

| S I < MA+[s)™ .

Quindi % ammette antitrasformata di Laplace.
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Esiste A\; € R tale che {s € C; Rs > A} C A, A(L71f) < Ay, AL L) < .
Per ogni s € C, Ns > A; si ha

e D) = o Ly = L9 g

spP

28.5.4 [Espressione dell’antitrasformata

Teorema 28.5.4.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia f analitica; sia
uw e R; sia
{s € C;Rs > pu} C A};

supponiamo che esista o € R, a > 1, che esista M’ € R tali che per ogni s € C,
Rs > p, sia
1
f(s)| < M'—;

s>

per ogni a,b € C sia [a,b] il segmento orientato di punto iniziale a e punto finale b;
sia x € R; sia x > p; allora si ha

1. f ammetta antitrasformata di Laplace;

2. per ogni t € R la funzione

R, —CR— e*'f(2)dz
[z—iR,x+iR]

e convergente per R — +00;

3. posto per ognit € R

x+001
/ e f(2)dz = lim e f(z)dz
x—001 R—+00 Jz—iR z+iR)]
e
1 x+o0o1
u:R—)C,t*)—,/ e* f(2)dz
2mi T—001

st ha

(a) u & continua,
(b) Supp(u - A) C [0, +o0[ & inferiormente limitato,
(c) L7 f =u- A

FEnunciato



28.5. ANTITRASFORMATA DI LAPLACE 273

28.5.5 Antitrasformata come funzione

Definizione 28.5.5.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia [ analiti-
ca; supponiamo che f ammetta antitrasformata di Laplace; sia g € Lioc(R;C); sia
Supp(g - A) C [0,400[; si dice che g & un’antitrasformata di Laplace di f se g- X ¢
Uantitrasformata di Laplace di f.

Osservazione 28.5.5.1 Se g ¢ un’antitrasformata di Laplace di f, lo & anche ogni
funzione uguale a g quasi dappertutto.
Se esiste @ € R, o > 1, se esiste 1 € R, se esiste M’ € R tali che per ogni s € C,
Rs > p, sia
1
f(s)] < M'—

5]

(cioe se esiste & € R, a > 1 tale che f(s) = O (ﬁ) per s — 400) allora esiste g

continua tale che g & antitrasformata di Laplace di f.
g € l-unica funzione continua che & antitrasformata di Laplace di f. In tal caso si dice
che g e lantitrasformata di Laplace di f.

28.5.6 Alcune funzioni antitrasformate

Teorema 28.5.6.1 Sia

1
f:C"—C;s— —;
s

allora un’antitrasformata di f & la funzione di Heaviside H.
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 28.5.6.2 Sia o € C;

f:C—{a} —C,s — ! ;

S —«

allora un’antitrasformata di f é
g:R— R, t — H(t)e™ ;.
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 28.5.6.3 Sia w € R ; sia

w

fZC*{Z.w,—Z.LU}—>C,S—> m,

allora un’antitrasformata di f é
g:R— R,t — H(t)sin(wt) ;.

Dimostrazione. Immediata.
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Osservazione 28.5.6.1 Si noti il fatto che g & continua.

Teorema 28.5.6.4 Sia w € R ; sia

f:C—iw,—iw} — C,s — 82_’_% ;
allora un’antitrasformata di f é
g:R— R,t — H(t)cos(wt) ;.

Dimostrazione. Immediata.

Teorema 28.5.6.5 Sia w € R ; sia

f:CH{w,w} —C,;s — 52+

allora un’antitrasformata di f é

g:R— R,t — H(t)sh(wt) ;.
Dimostrazione. Immediata.
Osservazione 28.5.6.2 Si noti il fatto che g & continua.
Teorema 28.5.6.6 Sia w € R ; sia

f:C—{w,w} —C,s — 82%

allora un’antitrasformata di f &

g:R— R,t — H(t)ch(wt) ;.
Dimostrazione. Immediata.

Teorema 28.5.6.7 Sia n € N; sia

f:C*{OJ,CU}—>C,S—> W7

allora un’antitrasformata di f &
g:R— R, t — H()t" ;.
Dimostrazione. Immediata.

Osservazione 28.5.6.3 Si noti il fatto che per n # 0, g € continua.
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28.5.7 Antitrasformata di e *f(s)

Teorema 28.5.7.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia [ analitica;
supponiamo che f ammetta funzione antitrasformata di Laplace; sia g € Lioc(R; C);
sia Supp(g - A) C [0, +o00[; supponiamo che g sia un’antitrasformata di f; sia a € R;
indichiamo con e~ f(s) la funzione

A— C;s— e *f(s);

allora e~ f(s) ammette antitrasformata e un’antitrasformata di e=*° f(s) ¢ la fun-
zione
h:R— Rt —g(t—a).

Dimostrazione. Si ha infatti L(h) = e *L(g)(s) = e~ * f(s).

28.5.8 Antitrasformata di f(s — «)

Teorema 28.5.8.1 Sia A C C; sia A aperto; sia f : A — C; sia [ analitica;
supponiamo che f ammetta funzione antitrasformata di Laplace; sia g € Lioc(R; C);
sia Supp(g-A) C [0, 4+00[; supponiamo che g sia un’antitrasformata di f; sia o« € CC;
indichiamo con f(s — a) la funzione

a+A—C;s— f(s—a);
allora f(s—a) ammette antitrasformata e un’antitrasformata di f(s—a«) ¢ la funzione
h:R— R,t — e*g(t) .

Dimostrazione. Si ha infatti L(h) = L(g)(s — @) = f(s — a).

28.5.9 Antitrasformata di un prodotto

Teorema 28.5.9.1 Sia A C C; sia A aperto; siano f, f1 : A — C; sia f analitica;
supponiamo che f, fi ammettano funzioni antitrasformata di Laplace; siano g,g1 €
Lioc(R; C); sia Supp(g - A) C [0, 400[; sia Supp(gy - A) C [0, +o0[; supponiamo che
g sia un’antitrasformata di f; supponiamo che g1 sia un’antitrasformata di f1; allora
fg ammette antitrasformata e un’antitrasformata di f - f1 € la convoluzione g * g1 di
g e digy

Dimostrazione. Si ha infatti £(g* g1) = L(9)L(g1) = [ - f1-

Esercizio. Sia

1
F:C{l} —C,s — ——;
{1} ST Goe

provare che f ammette funzione antitrasformata di Laplace e trovare f € L(R;C), con Supp(f) C
[0, +o0[ che sia antitrasformata di F.
Risoluzione. Posto

G’:Cf{l}—>C,s—>i2,
s
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per ogni s € C, s # 1 si ha F(s) = G(s — 1).

La funzione G ammette funzione antitrasformata di Laplace continua £~1(G) e per ogni t € R si ha
L&) () = H(t)t .

Quindi F' ammette funzione antitrasformata di Laplace continua £~(F) e per ogni t € R si ha

L7YF)(t) = H(t)tet .

Esercizio. Sia L

s2—3s+2 :
provare che f ammette funzione antitrasformata di Laplace e trovare f € L(R;C), con Supp(f) C

F:C—{l1} —C,s —

[0, +00[ che sia antitrasformata di F.

Risoluzione. Siha s2 —3s+1=(s—1)(s— 2).

Scomponendo WI(S—Q) in fratti semplici, si trova

1 1 1

52—3s+2:s—2 s—1"

La funzione ——; ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata &
g1(t) = H(t)e? .
La funzione =5 ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata &
g2(t) = H(t)e" .
Quindi la funzione F' ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata &
g1 (t) = go(t) = H()(e? — e') .

Tale funzione & 'unica antitrasformata di Laplace continua.

Esercizio. Sia s

(52 + 1)2 ’
provare che f ammette funzione antitrasformata di Laplace e trovare f € L(R;C), con Supp(f) C

F:C-{1} —C,s —

[0, +o0] che sia antitrasformata di F.

: o . s _ s . 1
Risoluzione. Si ha il

La funzione ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata &

s
s24+1
g1(t) = H(t) cost .

La funzione s% ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata &

+1
g2(t) = H(t)sint .
Quindi la funzione F' ammette funzione antitrasformata di Laplace e una funzione antitrasformata

¢ la convoluzione g1 * g2 di g1 e di g2.
Per t > 0 e per le formule di Werner si ha

t

t t
1 1 1
(g1 % g2)(t) = / cosusin(t — u) du = / E(sin(2u —t) +sint) du5 [75 cos(2u — t) + usin t] =
0 0

0

1(1 t+t't+1't> lt't
— [ —=cos sin —sint ) = —tsint .
2 2 2 2

Una funzione antitrasformata di Laplace ¢ quindi

1
5H(t)tsint .
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Tale funzione & I'unica antitrasformata di Laplace continua.

Esercizio. Sia F(s) la funzione complessa, di variabile complessa definita naturalmente da

1 2 4+4
F(s) = - log | =2 ,
2 s

e dove gli argomenti di log e di VA intendono appartenere a C tagliato;

1. determinare il dominio di F}

277

2. provare che F' ammette funzione antitrasformata di Laplace e trovare f € L(R;C), con

Supp(f) C [0, +oo[ che sia antitrasformata di F.

Risoluzione.
1. Sia Q = dom(F).
Sia
T={zeR; z<0}.
Si ha
Q= {scCss0, 2 tdagr St amy

S

Sia s € C; si ha s2 44 € T se e solo se esiste € R, = < 0 tale che s + 4 = x, cioe tale che

s2 = — 4, ciot tale che s = £/4 — xi.
Si ha
{V4—z; € Rx <0} = [2,+00] .

Quindi si ha s2 4+ 4 € T se e solo se

s € {yi; y €] — 00, —2] U [2, +oo[} .

Sia s € C*, tale che vs2 +4 AnT; si ha 7VS52+4 € T se e solo se esiste x € R, < 0 tale che

S

2
s +4 — g, cioé tale che vs2 —4 = zs; per # = 0 si ha V52 —4 = 0; quindi s> +4 € T,

in contraddizione con l'ipotesi fatta; supponiamo dunque = > 0; si ha v/s2 —4 = xs; se e

2 _ 2.2 20,2 _
s?4+4=sz N s?(x® —1) = .
solo se { Am(sz) €] — z oz ciog tale che { R(sz) > 0 , ciog, essendo z < 0, tale
s2(x2—-1) =4 oo L . .
che { Rs < 0 ; per ¢ = —1 il sistema non ha soluzioni; supponiamo x # —1; si ha

Ns <0 Rs <0 V1—a2

20,2 1) — 2_ _4
{S (@ 1)=4 se e solo se{ s 22-1 .ge —1 < x < 0, si ha s = +—2—14; quindi

2

Va2-1

fs = 0; quindi il sistema non ha soluzioni; supponiamo = < —1; si ha s = £

essendo Rs < 0, s = ———=2—.
<o Va2-1

Si ha

{— ;€ Rae < —1} =] — 00,0] .

2
VaZ =1’

/33
Quindi si ha SS 1 ¢ T se e solo se

se{teR;t<9}.

Si ha quindi

Q=C- ({0} U{yi; y €] — o0, —2)U]2,+oo[}U{t € R; t <0}) .

; quindi
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2. Siha

{seC;Rs>0}CQ.

Consideriamo ’equivalenza asintotica per s — +oo.
Proviamo che per ogni s € C, Rs > 0 si ha

4
\s24+4=s 1+ .
s
Per quanto visto sopra la funzione

g1:{s€C; Rs >0} — C,s — \/s2+4
¢ analitica.
Sia s € C*; si ha ! + S% € T se e solo se esiste x € R, z < 0 tale che ! + S% = x, cioe tale che

%2 =z — 1, cioe tale che s? = —L_. ciot tale che s = —L—i. Quindi se s € C, Rs > 0, allora

-1’ Vol
s¢T.

Quindi la funzione

4

g2:{s€C; Rs >0} — C,s — sy /1+ —
s

¢ analitica.
SeteR,t>0,siha

G =VeE+i= \/t2(1+;=t\/1+;=92(t)~

Per le proprieta delle funzioni analitiche si ha g1 = g2; quindi per ogni s € C, s > 0 si ha

4
Ve t+d=s4/1+ = .
s
Sia s € C, s > 0; si ha
1. VeZ+d 1, syl+5 1 4
F(s)zilogizglogiﬁzflog 1+ =
s s s

2

11 4 1 4 114 1
5 o8 1+ 1+572_1 MRs—foo 5 1+872_1 MRsoteo 553 T 3
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Quindi esiste Ao € R tale che per ogni s € C con Rs > Ao si ha |F(s)| < ‘52‘2 quindi f

ammette funzione antitrasformata di Laplace.
Sia f € L1oc(R; C) con Supp(f - A) C [0, +00] tale che L71(F) = f - \.
Per ogni s € 2 si ha

1 _ 2
2\/s2+4253 s°+4 1 2 —s2—-4 —4 1

1 s 1
_1s _ 5 == -2 )
24/s 52 24s s24/s2+4  2s(s?2+4) s(s2+4)
Esistono A, B,C € C tali che

F'(s)

1 A Bs+C

s(s2+4) s s24a

Si ha
1=A(s2+4)+ (Bs+C)s.

Per s = 0 si ha 1 = 44; quindi A = 1.

Si ha 1
1= 1(32+4)+(Bs+0)s;
quindi
4:52+4+4(Bs+0)5;

quindi

—s2 =4(Bs+C)s ;
quindi

—s=4Bs+4C';

quindi 4B = —1,quindi B=—1 e C = 0.
Quindi

1 11 1 s

s(s2 +4) 4s 4s2+4°

1 s 1
F’ :7( —7) .
(®) 2\s24+4 s

Si ha quindi

Si ha quindi
LNF) = %(H(t) cos(2t) — H(£)) - A = %(H(t)(cos(2t) “1)a.

Si ha quindi
%(H(t)(cos(?t) —1)-A=—=tf(t)-\.

Quindi per quasi ogni t € R si ha

—t(1) = 3 (H(Hcos(20) 1)

quindi
11— cos(2t)
t) = ————= .
10 =5—=
Si ha s
1 — cos(2t 54t
li cos(2) _ 29
t—0 t t—0 t
Posto
1 1—cos(2t)
h:R—R,t—s4J 3 ¢ per t >0
0 pert <0
si ha
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28.6 Equazioni differenziali lineari su [0, +oo]

28.6.1 Equazioni differenziali lineari su [0, +o00]

Teorema 28.6.1.1 Sia n € N; sia (a;)i=1,2,...n una successione di C; sia f €
Lioc([0, +00[; C); sia u € Lioe([0, +00[; C); sia u|]0, +oo[e Wi (10, +o0[, C); per ogni
k=0,1...,n—1 (u]]0, +oc])¥)(t) sia convergente per t — 0+ di modo che per ogni
k=1,2,...,n — 1 u derivabile k volte in 0 e u®(0) = lim;_,04 ¢r~0u® (t) e dunque

per ogni k =0,1,....,n—1 u € C*([0, +00[C); sia

0. f() pert>0
f .R—>C,t—>{0 pert<0

per ogni k=0,1....,n—1 sia sia

u®(t) pert >0

(k)\0 . .
(u ).R—>C,t—>{0 pert<0

sia u(™ 3]0, +00[— C una derivata distribuzionale n-esima di u|)0, +oo|; sia

u®(t) pert >0

(n)\0 . .
(u'™) .RHC,tH{O pert<0

allora u é soluzione in WI?C)([O, +oo[; C) dell’equazione differenziale

v +ary" Y+t any = f

se e solo se
(W) A+ ar (D) A4 agu® A= 0N

Dimostrazione. Segue dal fatto che due distribuzioni g - A e h - A sino uguali se e solo
se g e h sono uguali quasi dappertutto.

28.6.2 Trasformabilita della soluzione
Teorema 28.6.2.1 Sia n € N; sia (a;)i=1,2,...n una successione di C; sia f €

Lioc ([0, +00[; C); sia u € Lioe([0, +00[; C); sia u soluzione in W ([0, +oo[; C) di

y ™ 4y Y 4 ey =S

sia

0. f) pert>0
f .R—>C7tﬁ{0 pert<0

per ogni k=1,2...,n—1 sia sia

u®)(t) pert>0

(K)\0 . .
(u ).R—>C,t—>{0 pert<0
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sia u'™ 3]0, 00— C ¢ una derivata distribuzionale n-esima di u|]0, +o0; sia

(k)

(n)\O . ul®(t) pert>0

(u ).R—>C7t—>{0 pert<0

sia fO- X\ trasformabile secondo Laplace; allora per ogni k = 1,2,...,n (u(k))o - e
trasformabile secondo laplace.

Dimostrazione. Per ogni k =1,2,...n sia (uo)(k) la derivata distribuzionale di u° - \.
Si ha A((u®)®) < A(u® - X) = A(fO-N).
Si ha A((u®)®) < max({0, \(u® - \)}) da cio la tesi.

Esercizio. Sia M € R’ ; sia

t per0<t< M

f:[0,+oo[—)R,t—>{ 0 pert>M

siano A, B € R; risolvere il seguente problema di Cauchy su [0, +ocol:

{ y'+9y=f

y(0) = A,4'(0) =B
Risoluzione. Sia y : [0,+oo[— R, sia y|]0, +oo[€ Wlic(]0’+°°[; C); sia y continuo in 0; sia
y[]0, +o00[(t) convergente per ¢ — 0; y risulta derivabile in 0 con y’(0) = lim¢—04,t>0 y'(¢), di modo
che u € C1([0, +oo; C).

Siano y° e (3')° i prolungamenti di y e di ¥’ a R con la costante 0.

Sia 3" :]0, +0o[— R una derivata distribuzionale seconda di y. Sia (y”/)° il prolungamento di y’’ a
R di y" con la costante 0.

Sia fO il prolungamento di f a R con la costante 0.

Si ha Supp(f°\) = [0, M].

fO -\ & quindi a supporto compatto; si ha quindi A(f° - \) = —oo.

Per ogni s € C, s # 0 si ha

+o0 M 1 M Mo
E(f0~/\)(s):/ e*stf(t)dt:/ te™Stdt = [—4&“} —/ — e stdt =
0 0 s 0 0 s

M
1 M 1 1 M 1 1 M
[—ﬂfe_“] + - e tdt = [—ﬂfe—“] + - [—76_St:| =
S 0 S 0 S 0 S S 0

1 . 1 M 1 1 1
[_ﬂteﬂt _ 72efst:| = lapeme Tommsy 1
s s 0 s s s

Si osservi che per s = 0 L£(f°)\) assume il valore

1 1 1
lim (—7M~'37MS — e Ms g *) =
5—0 s 52 52
. 1 1 1 2 2 1
lim (=M (1~ Ms+o0(s)) = (1= Ms+ > (~=Ms)* +o(s*)) + - | =
s—0 S 52 2 s?
1 M M? M2 M2
lim [ —=M 4 M? - =+ — - — N+ = | =lim | — D)=—
s%( + +o(1) 2+S D) + ()+52> Sgno(g +O()) 2
Si ha in W2 ([0, +o0[; R)
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se e solo se

{ ((y//)O,A_i_gyO,)\:fO,)\ )
y(0) =4, y'(0)=B ’

quindi se e solo se
{ L(((y")° - X+9y%-X) = L(f°-N)
y(0)=A4,y'(0) =B
Sia
Q= {s € C; R(s) > max({Ay” - X), M(¥)7-N), My - ND} -

Le condizioni sopra sono allora equivalenti a dire che per ogni s € €,

s2L(y0 - N)(s) = 9/ (0)s — y(0) + 9L(y0 - N)(s) = — g Me Mo — Sem Mo 4 &
y(0)=A4,y'(0)=B
Si ha quindi
2 0 0 1 —Ms 1 —Ms 1
s“L(y” -A)(s) —As—B+9L(y" - \) = ——Me - e + =
s s
cioe 1 1
Ly N (2 +9)=Bs+ A— —Me Ms — —Ze_MS + =
s s

Cid equivale a dire per per ogni s € 2—{37, —3i} si ha

s 1 e—IMs e—M.s 1

+ A - M + .
249 s249 s(s24+9)  s2(s249)  s2(s2+49)

yO-A:BL*( s )+AL*1( ! )-Mﬁl e
249 s2+9 s(s2+9)
—Ms 1
e O L1 (7)
<52(52+9)> + s2(s249)/)

dove le funzioni di variabile complessa si intendono definite nel loro dominio naturale.
Si ha

L -N(s) = B

Quindi

1 S _

L (82+9)—H(t)cos(3t)-)\.
Si ha 1 1 3 1

L1 =-r 1! = —H(t)sin(3t) - X .
(o) = 57 (o) = 5 H)sin(30)
Esistono a, b, ¢, d € R tali che su C—{0,3i,—3i} si ha
1 _a b +cs+d

s2(s249) s 2 s249°

Si hasu C

1=uas(s2+9) +b(s2+9) + (cs + d)s? .
Per s =0, si ha 1 = 9b; quindi b = .
Si ha quindi
1
1=as(s>+9) + 5(52 +9) + (es+d)s?;

quindi
1=uas(s>+9) + ész+1+(cs+d)52 ;
quindi
7332 = as(s2 +9) + (cs + d)s? ;
quindi

1
9= a(s2+9) + (cs+ d)s .
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Per s = 0 si ha 0 = 9a; quindi a = 0.

Si ha quindi
——s=(cs+d)s;
quindi
—— =cs+d;
quindic=0ed= 73.
Si ha quindi
1 11 1

Si ha quindi

1 1 1 1 1 1 1 1 3
Mamre) =05 (3) 3¢ (mm) ¢ (B) -7 (m) -
s2(s2 +9) 9 52 9 5249 9 52 27 5249

éH(t)t A %H(t) sin(3t) - A = (éH(t)(t - ésin(?)t))) A

Sia
™ :R— Rt —t—M.
Si ha
P 5*1( ! ) <1H(t M)(t— M — Lsin@3(t M))) A
- 5 | = = )otm=|-H({t— — M — = sin(3(t — A
s2(s2 +9) s2(s2 +9) M 9 3

Esistono a,b,c € R tali che su C—{0, 3¢, —3i} si ha
1 a bs+c

s(s2+9) s+52+9'

Si ha su C

1=a(s®+9)+ (bs+c¢)s.
Per s =0, si ha 1 = 9a; quindi a = %
Si ha quindi

1
1:§(SZ+9)+(68+C)5;

quindi
1
1= §sz+1+(bs+c)s;
quindi
1
—§52 = (bs+c)s;
quindi
1
——s=b .
95 S + ¢
Quindi b = % ec=0.
Si ha quindi
Lo 111 s
s(s24+9) 95 9 249
Si ha quindi
)= ()5 () -
s(s2+9) 9 s 9 s249
1 1 1
[ZH(t)-X— —H(t)cos(3t) - A = (7H(t)(1 - cos(3t))) “A
9 27 9
Si ha

_ e~ Ms _ 1 1
L ! (5(524»9)> =L 1 (m) OTyMm = (§H(t—M)(1—COS(3(t—M)))> S
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Si ha quindi
Y0 A=
(AH(t) cos(3t) + B%H(t) sin(3t) + éH(t)(t - ésin(?)t))
Mé(H(t — M)(1 — cos(3t — 3M))—
%H(t — M)t — M — % sin(3t — 3M)) - A

Quindi, essendo per ogni t > 0 y continua, per ogni t > 0 si ha

B 1 1
t)=A 3t — sin(3t —t — — sin(3t)—
y(t) = Acos(3) + = sin(3t) + 5t — - sin(3)

1 1
§H(t—M)(M—MCOS(3t—3M)+t—M— gsin(3t—3M)).

o anche
y(t) =
Acos(3t) + g sin(3t + %t - 2% sin(3t) per 0 <t < M
Acos(3t) + 7 sin(3t) + %t — % sin(3t)) — é(M — M cos(3t —3M)+
t— M — L sin(3t — 3M)) per t > M



