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Capitolo 14

Calcolo differenziale

14.1 Derivate parziali

14.1.1 Derivate parziali
1. Esercizio. Sia

y2+z2.
2 )

fi{(z,y,2) €R? x#0} — R, (2,y,2) — 2”sin

T

per (z,y, z) € dom(f), calcolare

of of of ,
xa(x,y,z) + yaiy(xvyvz) + Z@(xayvz) 3

si dimostri che esiste £ € R tale che

of of

of

(x,y,z) + z&(x,y,z) = kf(x,y,z) )
si determini tale k.

Risoluzione. Sia (z, Yz ) € dom(f) Si ha

gi(x Y,z )—596 smy+z + 5 cosy+z W2+ 22 (—2) =

3
+z +z
5zt sin Yo — 222 (y +z )cosyT,

2 2
gi(m Y,z )—a?5cosy 2" 2y = 223y cos L5,
of — B y+2" 22 _ y 427 +z
SL(x,y, 2) = 2° cos L7 25 = 22°2 cos

Si ha quindi

29 (2,1, 2) + Y%L (0,9,2) + 29 (3,9, 2) =

52° sin 1"2%22 —223(y? + 22) cos “’Z%Zz + 223y? cos LIXQZ%Q cos @
525 sin yz# =5f(z,y,2).

Si ha quindi k& = 5.



2 CAPITOLO 14. CALCOLO DIFFERENZIALE

14.2 Massimi e minimi

14.2.1 Massimi e minimi di funzioni
1. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:
fiAlr,y) eR%y 20,y 2 <00 +y <2} — R, (2,y) — 2 +ay

in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione. Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette
massimo e minimo

2

Sia D il dominio di f. Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo per f.

Consideriamo f su 10) Per ogni (z,y) 65 si ha
L(z,y) =22+,

0,
. 2z 4+y =0 N
Si ha grad f(z,y) = (0,0) se e solo se =0 , cioé se e solo se (x,y) =

(0,0). Essendo (0,0) ¢B, si ha BN D= 0; si ha quindi E C Fr (D).

Consideriamo f su Fr (D). Posto S1 = [(0,0),(2,0)], Sz =|(2,0),(1,1)], S3 =
](0,0), (1, 1)[7 si ha Fr (D) =51 US US;s.

A

F3 Fy

F1 2

Consideriamo f su S7. Su S; si ha (z,y) = (2,0) e 0 < z < 2; si ha quindi
f(z,y) = f(z,0) = 2?; sia
hy:[0,2] — R,z — 2%
se (z,y) € EN Sy, allora & & un estremante per hy. Sia Fj l'insieme degli
estremanti di hy. Poiche hy & strettamente crescente si ha E; = {0,2}. Si ha
quindi

EnS; € {(0,0),(2,0)}.
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Consideriamo f su So. Su Ss si ha (z,y) = (2,2 — ) e 1 < x < 2; si ha quindi
flz,y) = f(2,2 —2) = 22 + 2(2 — 2) = 27; sia
he : [1,2[— R,z — 2ux;
se (z,y) € E NSy, allora z & un estremante per hy. Sia Es l'insieme degli
estremanti di hy. Poiche hy & strettamente crescente si ha Ep = {1}. Si ha
quindi

EnSyc{(1,1)}.

Consideriamo f su S3. Su Ss si ha (z,y) = (z,2) e 0 < 2 < 1; si ha quindi
flx,y) = f(x,z) = 22%; sia

hs :]0,1[— R,z — 22%;

se (z,y) € ENSs, allora & un estremante per hs. Sia E3 l'insieme degli

estremanti di h3. Poiche hs ¢ strettamente crescente si ha E3 = (; si ha quindi
ENSs;=0.

Si ha quindi
E c {(0,0),(2,0),(1,1)} .
Si ha:
f(0,0) =0, f(2,0) =4, f(1,1) = 2.
Si ha quindi max(f) =4 e min(f) = 0.

2. Esercizio. Data la funzione
fi{@y) eRyz <1, -z <y<az} — R, (z,y) — 32> —ay+2°,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.
Risoluzione.
(a) Sia
D={(z,y) eR* o<1, y<uz y>-z}.
yl
1

-1

Essendo D compatto ed f continua, f ammette massimo e minimo.
(b) Sia E linsieme dei punti di massimo o di minimo per f.

Consideriamo f su ﬁ Per ogni (z,y) 65 si ha

L) = —z+4y.
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6xr—y=0
—x+4y=0"
(x,y) = (0,0). essendo (0,0) ng), si ha EN D= (); si ha quindi E C Fr (D).
Consideriamo f su Fr (D). Posto S; = [(—1,1),(1,1)], Sz = [(0,0), (1, 1)],
S3 :](0, O>7 (1, —1)[, si ha Fr (D) =51 US U Ss.

Consideriamo f su S;. Su S; si ha (z,y) = (1,y) e =1 < y < 1; si ha
quindi f(z,y) = f(1,y) = 3 —y + 2y°; sia

hy:[-1,1] — R,y — 29> —y + 3;

se (z,y) € EN Sy, allora y ¢ un estremante per h;. Sia E; l'insieme degli
estremanti di hy. Per y €] — 1,1[ si ha

Si ha grad f(z,y) = (0,0) se e solo se { cioe se e solo se

Wiy) =4y — 1;
si ha h{(y) = 0 se e solo se y = 1; si ha quindi
El C {i7_171};

si ha quindi

ENS;c {(1,31)7(1,—1)7(1,1)} .

Consideriamo f su Sz. Su Sz si ha (x,y) = (v,2) e 0 <z < 1; si ha quindi
f(x,y) = f(z,2) = 322 — 22 + 222 = 42?; sia
hy 1 [0,1][— R,z — 42
se (x,y) € EN Sy, allora x ¢ un estremante per hy. Sia Es l'insieme degli
estremanti di hy. Poiche hs € strettamente crescente si ha Es = {0}. Si ha
quindi

EnSy; c{(0,0)}.

Consideriamo f su S3. Su S3 si ha (z,y) = (z,—x) e 0 < z < 1; si ha
quindi f(x,y) = f(x, —x) = 322 + 232? = 622; sia

hs )0, 1[— R,z — 622;

se (z,y) € EN Ss, allora « & un estremante per hs. Sia E3 l'insieme degli
estremanti di hs. Poiche hs & strettamente crescente si ha E3 = (; si ha
quindi EN S3 = 0.

Si ha quindi

EcC {(1, 411)’(1’1)’(1’1)’(0’0)} .

Si ha:
f(0,0) =0, f(1,1) =4, f(1,-1) =6, f(L%) = %
Si ha quindi max(f) = 6 e min(f) = 0.

3. Esercizio. Data la funzione
fillwy eR y>—-1, —z—y>1, —a+y<1} —R,
(z,y) — =22y +3y° -y,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
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(b)

in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a)

Sia
D={(z,y) eR* y>-1,—z—y>1, —a+y<1}.
WY

-1

Essendo D compatto ed f continua, f ammette massimo e minimo.
Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo per f.

Consideriamo f su D. Per ogni (z,y) eD si ha

%(Z‘,y) = _2y7
g—{/(x,y) = —2r+ 6y — 1.

—2y=0
—2r+6y—1=0"~

se (z,y) = (—3,0). essendo (—1,0) ¢B, si ha

Si ha grad f(z,y) = (0,0) se e solo se { cioe se e solo

EQB:@;

si ha quindi E C Fr (D).
Consideriamo f su Fr (D). Posto
S1= [(727 71)7 (07 71)]3
S :](Oa _1)7 (_]-7 )]a
S3 :](_17 0)7 (_17 _1)[7
si ha Fr (D) =S US; US;s.
Consideriamo f su S;. Per ogni (z,y) € Sy sihay=—-1e -2 <2z <0;si
ha quindi f(z,y) = f(z,—1) =22+ 3+ 1 =2z + 4; sia
hi:[-2,0] — R,z — 2z + 4;
sia Fy l'insieme dei punti di massimo o di minimo per h; la funzione h; &
strettamente crescente; si ha quindi
By ={-2,0}
si ha quindi
EnsS; c{(-2,-1),(0,-1)} .

Consideriamo f su Ss. Su Se sihax =—-1—y e —1 <y < 0; si ha quindi
flzy) = f(=1-y,y) = =2(=1-y)y+3y* —y = 2y+2y>+3y> —y = 5y°+y;
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sia
hy :] — 1,0 — R,y — 5> + u;

sia E5 I'insieme dei punti di massimo o di minimo per ho; per ogniy €]—1, 0]

si ha hh(y) = 10y + 1; quindi h%(y) = 0 se e solo se y =

-1< —% < 0; si ha quindi Fy C {—%,0}; si ha quindi

ENS, C {(—1,0),(—190,—110)} .

1.
—1g; si ha

Consideriamo f su S3. Su Sysihaz=y—1e —1 <y < 0; si ha quindi
flay) = fly—1y) = =2(y—Dy+3y° —y = 29> +2y+3y° —y = y* +y;

sia
h3 :] - 170[—> Rvy — y2 +y7

sia Fs3 l'insieme dei punti di massimo o di minimo per hg; per ogni y €

] —1,0[ si ha h5(y) = 2y + 1; quindi h%(y) = 0 se e solo se y =
-1< —% < 05 si ha quindi F5 C {—%}; si ha quindi

EnSs C {(2,;)} .

Si ha quindi

9 1 3 1
EC {(231)7(031)7(170)7(10?10)7(2’2)} .
Si ha:
f(*2a *1) =0, f(()a*l) =4, f(*l,O) =0, f(*%(?’flilo) = 7%7
R

. . . . 1
Si ha quindi max(f) =4 e min(f) = —3.
4. Esercizio. Data la funzione
fiAlxy) eR: -1<2<1,-1<y<a'} —R,
(‘T,y) 4)1'4*2‘Ty2*y,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.
Risoluzione.

(a) Sia D = dom(f).

—35;

L. gi ha
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Essendo D compatto ed f continua, f ammette massimo e minimo.
Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo per f.

Consideriamo f su 10) Per ogni (z,y) 6[0) si ha
%(w) =t 2y,
7y (@,y) = —day — 1.
Se (z,y) € E, si ha grad f(z,y) = (0,0), cioe
{ 4z — 292 =0
—dxy—1=0 "

Per x = 0 il sistema non ha soluzioni. Supponiamo x # 0.

Si hay= —ﬁ; quindi si ha
473 — 2(—4-)? = 0;
quindi

3 1 _q
4x° — 2@ = 0,
quindi

3 1 _q
4x° — 822 — 07
quindi
32z°—1 _ (.
S =0
quindi
322° —1=0;

quindi
5 __ 1.
v B
quindi
1

Si ha quindi y = —i .

2
Si trova il punto (%, —1).
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Si ha quindi
EnDC {(1 —1)}-
27 27y
Consideriamo f su Fr (D). Posto
Iy = [(*17 71)’ (17 71)}7
Fy :](1’_1)a( 1 ]»
3 :](_17 _1)7 (_17 1)]7
Fy={(x,y) e R% -1 <2 <1,y=2a"}
bl ha FI‘(D) :Fl UFQUFgUF4.
Consideriamo f su Fy. Per ogni (z,y) € Fy sihay=-1e -1 <z <1;si
ha quindi
flx,y) = f(x,—1) =a* — 22+ 1;
sia
g1:[-1,1] — R,z — 2 — 22 + 1;
sia F; 'insieme dei punti di massimo o di minimo per ¢;.
Sia x €] — 1,1[. Si ha
g1 (z) = 43 — 2.
Si ha gi(z) = 0 se e solo se 4z — 2 = 0, cioe se e solo se 2® = 3, cioe se e
solo se © = 3%/5
Si ha quindi
Ein—1,1]c {%}.
Si ha quindi
FEi C {1, -1
Si ha quindi

25k

1
7 1)}.
Consideriamo f su Fy. Per ogni (z,y) € Fosihaz=1e -1 <y < 1;si
ha quindi
f(amy) = f(l,y) =1- 2y2 - Y
sia
g2 ] —1,1] — Ry —1-2y> —y;
sia Fs 'insieme dei punti di massimo o di minimo per gs.
Sia y €] —1,1[. Si ha
9a(y) = —dy — 1.
Si ha g5(y) = 0 se e solo se —4y — 1 =0, cioe se e solo se y = — 1.
Si ha quindi
Eon) —1,1[c {-1}.
Si ha quindi
Ey C {1, —i}
Si ha quindi

ENF C {(1, —1)a (_17 _1)7(

ENF c {(1,1),(1, _i)} .
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Consideriamo f su F3. Per ogni (z,y) € F3sihaz=—-1e -1 <y <1;si

ha quindi

flay) = f(=Ly) =1+2¢° —y;

sia

g3 ] —1,1] — R,y — 1+2y> —y;

sia F3 'insieme dei punti di massimo o di minimo per g3.
Siay €] —1,1[. Siha

g5(y) =4y — L.

Si ha g4(y) = 0 se e solo se 4y — 1 = 0, cioe se e solo se y = 1

Si ha quindi
E3n] —1,1[c {3}.
Si ha quindi
FE3 C {1, i}
Si ha quindi
1

EnF;c{(-1,1),(-1, 1)} .

Z'

Consideriamo f su Fy. Per ogni (z,y) € Fysihay=a%e -1 <z < 1;si

ha quindi

flx,y) = f(z,2%) = 2* — 22(2?)? — 2t = —229;

sia

g1 — 1,1[— R, o — —227%;

sia F4 l'insieme dei punti di massimo o di minimo per g4.

La funzione g4 & strettamente decrescente; si ha quindi E; = (.

Si ha quindi

ENFi=0.

Si ha quindi

Si ha:

11y 1 11 ,1_ 1-418 _ 5
f(3-3)=1—231+32= " — 15
fl,-T)=1-2+1=0,
f(=1,-1)=1+4+2+4+1=4,

1 (14 1 1.1 1 _ 3.1
fA,=)=1-2+3=1-5+3="F"=5%
fLl)=1-2-1=-2,

1 11 118412 _ 71
f-Lp) =142 —g=1+5— ;== =4
fl-1,1)=1+2-1=
Siha—2<—%%2+1seesolose3>%%ﬁ,seesolosel>

se 2 > 3%/5, se e solo se 8 > %; cio & vero; quindi si ha —2 <

1.1

233

Tﬁ—i-l.

_3
2

se e solo
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Si ha quindi max(f) =4 e min(f) = —2.

5. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:

fidlwy,2) eRYz+y+2=1,2>0,y>0,2>0} —R

(z,y,2) — 2® +y* + 2°
in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione. Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette
massimo e minimo.

11 dominio D di f ¢ un triangolo di R3; ogni punto di D & punto di frontiera.
A

Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo per f.

Sia T il triangolo {(z,y) € R*z+y < 1,2 > 0,y > 0}.

Su D si ha (z,y,2) = (z,y,1 —x — y) e (x,y) € T; si ha quindi f(z,y,2) =
flxyl—z—y) =22 +y* + (1 —x—y)? =22 + 2% + 22y — 22 — 2y + 1; sia
g: T — R, (z,y) — 222 + 2% + 22y — 22 — 2y + 1;

se (z,y,2z) € E, allora (z,y) & un estremante per g. Sia F; l'insieme degli
estremanti di g.

Consideriamo g su Io“ Per ogni (z,y) E]O“ si ha
§(x,y) = 4z +2y - 2,

%(x,y) =4y + 22 — 2. Si ha gradg(z,y) = (0,0) se e solo se { ix_:ézyj i 1 )
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cioe se e solo se { §§ : i ; si trova (z,y) = (5, 3). Essendo + + 4 =2 <1 si

ha (3, %) E]O“; si ha quindi

Consideriamo g su Fr (7). Posto S; = [(0,0),(1,0)], S2 =](0,0),(0,1)], S3 =
1(1,0), (0,1)[, si ha Fr (T') = S; U S2 U Ss.

AR

St

Consideriamo g su S;. Su Sy si ha (z,y) = (2,0) e 0 < x < 1; si ha quindi
g(z,y) = g(x,0) = 222 — 2z + 1; sia
hy :[0,1] — R,z — 222 — 22 + 1;
se (z,y) € Ey N S, allora x & un estremante per hy. Sia Ep linsieme degli
estremanti di hy. Consideriamo h; su ]0,1[; per ogni x €]0,1[ si ha hf(x) =

4x — 2; si ha quindi h/(z) = 0 se e solo se z = 1; si ha quindi E; ; C {1,0,1};

EnS c {(;,0),(0,0),(1,0)} .

Consideriamo g su S;. Su Sp si ha (z,y) = (0,y) e 0 < y < 1; si ha quindi
9(z,y) = 9(0,y) = 2y* — 2y + 1; sia

hy :]0,1] — R,y — 2y% — 2y + 1;

se (z,y) € Eq NSy, allora y ¢ un estremante per hy. Sia Ej o l'insieme degli
estremanti di he. Consideriamo hy su 0, 1[; per ogni = €]0,1[ si ha hi(y) =
4y — 2; si ha quindi h'(y) = 0 se e solo se y = %; si ha quindi Fy 9 C {%, 1};

1
EinSy C {(0, 5), (0, 1)} .
Consideriamo ¢ su Ss. Su S3 si ha (x,y) = (z,1 —z) e 0 < x < 1; si ha quindi
g9(z,y) = g(z,1—2) = 222 +2(1—2)? +22(1—2) —22—2(1—x)+1 = 222 22+ 1;
sia
hs:]0,1[— R,z — 222 — 22 + 1;
se (xz,y) € E1 N Ss, allora z ¢ un estremante per hs. Sia Ej 3 l'insieme degli
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estremanti di hs. Per ogni x €]0, 1] si ha hj(x) = 4o — 2; si ha quindi #/(z) =0

N}

se e solo se z = %; si ha quindi By 3 C {3};

N |

1
EiNS, C {(,
2
Si ha quindi
11 1 1, 11
B < { (33 0.0.0.. (1,0, (5,0, 0.5, (5. )} -

Si ha quindi

111 1 1 11,11
EC {(3,3,3),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(2,0,2),(0,2,2),(2,2,0)} .
Si ha
f(%’%@—%,
f(0,0,1) = (0,1,0) = f(1,0,0) =1,
F(3.5.0) = F(5,0.5,0)= £(0,4,4) = &
Si ha quindi max(f) = 1 e min(f) = 3.

14.3 Derivate parziali di ordine superiore

14.3.1 Derivate parziali di ordine superiore

1. Esercizio. Sia

fi{(z,y) € R% 2>y} — R, (2,y) — log(e” —€) ;

calcolare )
ooy (0f
0x2 Oy? 0xdy )
Risoluzione. Sia (z,y) € dom(f). Si ha
d x
g£ (z,y) = Pﬁiey e’ = f”‘efey’ Y
6;}; (3j y) eriey (_ey) = _emiey>
82 TLT LY\ LT T x_y
f(x y) = £ (e(ezie)y)f = = *(eze_eey)m
) _eV Ty
axafy (.13 y) =€ ( (em_eey)2 = (55_211)2’
2 ey —eY)4eYe? z Yy
Tg;éc(x7y) - = (p(ezie)y)‘j = = _(@mefeeyy'

Si ha quindi
O f O f 2 f 2
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<_<ex€me;>2> (‘ <)2) B (()2) -

629: 62y 62:E e2y

(ex _ ey)4 (eac _ ey)4

14.4 Differenziabilita e derivata

14.4.1 Dominio, matrice jacobiana e derivata

1. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da

flz,y,2) = (xsinz,ysinz,ezz) :

(a) determinare il dominio di f;

(b) determinare la matrice jacobiana di f in un punto generico del dominio;

(c) determinare la trasformazione lineare derivata di f in un punto generico
del dominio, esprimendola nella forma

T:V—Wh—T{h}.
Risoluzione.

(a) Si ha dom(f) = R3.

(b) Per ogni (z,y,2) € R? si ha g—i(x,y,z) = (sinz,0,0),
%i(xaya Z) = (O,Sinz, 0)7
%(z,y,z) = (z cos z, y cos 2,22622).

Quindi si ha

sin z 0 T COS 2
flz,y,2) = 0 sinz ycosz
0 0 2z¢%

(c) Per ogni (z,y,z) € R? si ha
f(@,y,2) : R — R®, (h1, ha, hs) —
((sin z)hy + z(cos z)hg, (sin z)ha + y(cos z)hg, 2z¢% hs) .
2. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da
f(z,y,z,t) = (zsint?, ycos 22, te‘”2, 2%e77) ;

(a) determinare il dominio naturale di f;

(b) determinare la matrice jacobiana di f in un punto generico del dominio;
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(¢) determinare la trasformazione lineare derivata di f in un punto generico
del dominio, esprimendola nella forma

T:V—W,h— T{h}.
Risoluzione.

(a) Si ha dom(f) = R%.
(b) Per ogni (z,y,2,t) € R* si ha
%(x,y, z,t) = (sint2,0, 2ate®’ —2%e7%),
g—g(x,y,z,t) = (0,cos 22,0,0),
%(x,y,z,t) = (0, —2yzsin 22,0, 2ze~7),
%(x,y, 2,t) = (2wt cost?, O,e’”z,O).
Quindi si ha

sin t2 0 0 2xt cos t?
0 cosz?  —2yzsin 22 0
!
t =
F@y,z1) 2ate”™ 0 0 e
—z%e™® 0 2ze % 0

(c) Per ogni (z,y,2,t) € R* si ha
f'(x,y,2,2) : RY — R, (hy, ha, hs, hy) — ((sint?)hy + 2z(cost?)hy,
(cos 22)h2 — 2yz(sin 22)h3, 2actze””2h1 + e’ ha, —z%e " "hy + 2ze " "hs) .
3. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da
fz,y) = (@¥,y%) ;
(a) determinare il dominio naturale di f;

(b) determinare la matrice jacobiana di f in un punto generico del dominio;

(¢) determinare la trasformazione lineare derivata di f in un punto generico
del dominio, esprimendola nella forma

T:V—W,h— T{h}.
Risoluzione.
(a) Siha
dom(f) = {(z,y) e R* x>0,y >0} .

(b) Per ogni (x,y) € dom(f) si ha
9 (z,y) = (y2¥~,y" logy),
SL(w,y) = (a¥logw, zy™ ).
Quindi si ha
v=1 a¥logx
()= 5 Lo ) .
f( y) ( yzlogy xyzzz 1
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(¢) Per ogni (z,y) € dom(f) si ha
f'(z,y): R* — R?,

(h1,ha) — (ya¥~'hy + 2¥(log z)ha, y* (log y)hy + 2y™ 'hs) .

14.4.2 Matrice jacobiana e derivata

1. Esercizio. Determinare la matrice jacobiana e la derivata della seguente fun-
zione:
f:R? — R3 (z,9) — (xsiny?, ™, Arctg(z? + y)) .

Risoluzione. Per ogni (z,y) € R? si ha

sin 32 2y cos Y2
"z,y) = e™v re®Y
[z, y) ye .

F@Hy)?  F@Fy)?
€
f/(xvy) : R2 — R37 (ha k) —
2

((siny?)h + 22y(cos y?)k, ye™h + xe™Vk, 1+(i§ﬁ_y)2 + 1+($’§+y)2 ).

2. Esercizio. Sia
f : R2 — R2,(I,y) — (emy’x+y) ;

dire se f & differenziabile in (1,2); in caso affermativo, determinare la derivata
di f in (1,2), esprimendola nella forma

T:V —W,h— T{h}.

Risoluzione. Per ogni (z,y) € R? si ha

%(xﬂy) = (yexy’ 1)7
o T
SL(w,y) = (we™, 1);

quindi f & di classe C''; quindi f & differenziabile; in particolare f ¢ differenziabile

in (1,2).
2 2
f(1,2) = ( S ) ;

Si ha
quindi
f(1,2) : R? — R2, (h, k) — (2¢*h + ek, h + k) .
3. Esercizio. Sia
f:R? — R3, (z,y) — (e"TY, sinz, cosy) ;

dire se f & differenziabile; in caso affermativo, per ogni (z,y) € R? determinare
la derivata di f in (z,y), esprimendola nella forma

T:V—W,h— T{h}.
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Risoluzione. Poiche f & di classe C!, f & differenziabile.

Per ogni (z,7) € R? si ha

eery eery

f(x,y) = cosz 0
0 —siny

quindi si ha
f'(z,y) : R? — R3, (h, k) — (e"TVh + *YE, (cos z)h, (— siny)k) .
4. Esercizio. Sia
JiR S R (2,y,2) — (@, V) s
determinare la derivata di f in (1,2,1), esprimendola nella forma

T:V — W,h — T{h}.

Risoluzione. Per ogni (7,y,2) € R3 si ha
F) . 2
aii(ly Y, Z) = (Zzy’ ex v 2)7
%(37,% Z) = (an _ex_y+z )7
H(w.y.2) = (0,226 7).
Quindi si ha

quindi

f(1,2,1) : R® — R2 (hy, ho, hg) — (4hy + ho, hy — hy + 2h3) .

14.4.3 Derivata della funzione composta

1. Esercizio. Sia g : R? — R differenziabile; sia
FiR? R, (z,y) — g(a®e? ay) ;

esprimere %(:m y) e g—i(x, y) attraverso le derivate parziali di g.

Risoluzione. Per ogni (z,y) € R? si ha
2 2 2
9L (z,y) = Dig(a?e¥" ,ay)2ze¥ + Dag(z®eV ,ay)y =
2 2 2
2ze¥ Dyg(a2e¥, xy) + yDag(x?e? , zy);

S (@,y) = Dig(a®e””, wy)a?2ye?” + Dag(a®e”, wy)w =

2x2yeY” Dlg(ac2€y2 ,xy) + mDQg(x26y2 ,TY).
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2. Esercizio. Sia g : R? — R differenziabile; sia
f:R? — R, (z,y) — g(sinx + cosy,sinz — cosy) ;
esprimere g—i(x,y) e g—i(m,y) attraverso le derivate parziali, D1g, Dog di g.

Risoluzione. Per ogni (x,y) € R? si ha

g—i(x,y) = Dsg(sinx + cosy,sinz — cosy)cosx + Dag(sinz + cosy,sinx —

COS Y) COS T;

%(w, y) = Dig(sinz + cosy,sina — cosy)(—siny) + Dag(sinz + cosy,sinz —

cosy)siny =
— Dig(sinx + cosy, sinz — cosy) siny + Dag(sinx + cosy, sinz — cosy) sin y.

3. Esercizio. Sia

f:R? — R3 (z,y) — (¥, sinz,sin(2?y?))

g:R?* — R? (z,9,2) — (z*sinzcosy, e?7¥T?)
determinare la derivata (g o f)'(0,0) esprimendolo nella forma

T:V—W,h— T{h}.

Risoluzione. Per ogni (z,y) € R? si ha

0 e¥
f(z,y) = cos T 0 :
cos(x?y?)22y?  cos(z?y?)2yx?

quindi
0 1
0= 10
0 o0

Per ogni (7,7, 2) € R? si ha
, - 22coswcosy —z’sinzsiny 2zsinzcosy
g (l‘, Y, Z) - ea:—y+z _eac—y—i-z ex—y+z ’

si ha f(0,0) = (1,0,0); quindi si ha

, {0 0 0
g(1a070)_ ( e —e 6) .

¢'(1,0,0)£'(0,0) = ( 2 0 0 )

—e e

Si ha

Quindi si ha
(go £)'(0,0) : R* — R?, (h, k) — (0, —eh + ek) .
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14.4.4 Gradiente e differenziale
1. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da
f(z,y) = (sina®)e Y ;
(a) determinare il dominio di f;

(b) determinare il gradiente di f in un punto generico del dominio;

(c) determinare la trasformazione lineare differenziale di f in un punto generico
del dominio, esprimendola nella forma

T:V — W,h— T{h}.

(d) esprimere il differenziale come combinazione lineare delle forme lineari dx;.
Risoluzione.

(a) Si ha dom(f) = R?.

(b) Per ogni (z,y) € R? si ha

%(a:,y) = 2z(cosz?)e7Y,
g—i(x,y) = —(sinz?)e Y.

Si ha quindi

grad f(z,y) = (2z(cosz?)e™ Y, —(sinz?)e™Y) .

(c) Per ogni (z,y) € R? si ha

df(z,y) : R* — R, (h1, ho) — 2x(cosz?)e Yhy — (sinz?)e Yhy .

(d) Siha

df(z,y) = 2x(cos x?)e™¥ dx — (sinz?)e ™V dy .
2. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da
flo.y) = (@ +y)=nor=my,

(a) determinare il dominio naturale di f;
(b) determinare il gradiente di f in un punto generico del dominio;

(c) determinare la trasformazione lineare differenziale di f in un punto generico
del dominio, esprimendola nella forma

T:V — W,h — T{h} .

(d) esprimere il differenziale come combinazione lineare delle forme lineari dx;.

Risoluzione.
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(a) Siha

dom(f) = {(z,y) € R* = +y >0} .

(b) Per ogni (x,y) € dom(f) si ha

f(:my) — e(simc—i—siny) log(z+vy) ]

Per ogni (z,y) € dom(f) si ha quindi

dz

(l‘ +y)sinx+siny (COSIIOg(.T + y) + sin;i:;iny);
oy

(1. +y)sina:+siny (COS:l/lOg(QE 4 y) + Siniiziny)'

Si ha quindi

grad f(z,y) = ((x 4 g)Sinatsiny (cosxlog(x +

(z + y)snetsiny (cos ylog(z +y) +

(¢) Per ogni (z,y) € dom(f) si ha

o (z,y) = elsmatsiny)log(ety) (Cosxlog(ai +y) + W) =

ﬂ(l’,y) — e(sinz+siny) log(z+y) (Cosylog(ac + y) + %) _

sinx +
T+

y) +

df (z,y) : R? — R, (hy, hy) —

(z + y)sinetsiny <cos xlog(z +y) +

(z + y)sinetsiny (cosy log(x +y) +
(d) Siha

df (z,y) = (x + y)sinersiny (cosx log(z + y) +

(4 y)sineteiny (Cosy log(z +y) +

3. Esercizio. Determinare il differenziale della funzione:

sinx + siny

>h1+
Tty

sinx -+ siny >
—~ho | .
Tty

sinz 4+ siny

x+y

[R* =R, (z,y,2,1) — ayzt +ax+y+z+t

nel punto (1,1, 1, 1), esprimendolo nella forma
T:V—W,h— T{h}.
Risoluzione. Per ogni (7,v,2,t) € R* si ha

grad f(z,y,2) = (yzt + L, zzt + 1, zyt + 1, xyz + 1);
quindi si ha grad f(1,1,1,1) = (2,2, 2,2); quindi si ha

siny)
y b

sinx + siny
r+y ’

) dx+

sinx +siny )
—dy .
Tty

df(1,1,1,1) : R* — R, (hq, ho, hs, hy) — 2hy + 2hy + 2h3 + 2hy .

19



20 CAPITOLO 14. CALCOLO DIFFERENZIALE

4. Esercizio. Sia
R} —= R, (z,y,2) — zlog(1l +2* +9?);

(a) determinare il gradiente di f in un punto (z,y, z) del dominio;

(b) determinare il differenziale di f in un punto (z,y,z) del dominio, espri-
mendolo nella forma

T:V — W,h — T{h};

(c) esprimere il differenziale come combinazione lineare delle forme differenziali

(dz,dy,dz).
Risoluzione.
(a) Per ogni (x,y,2) € R3 si ha

2xz 2yz
1+x2+y2’1+x2+y2’

grad f(z,y,2) = < log(1 4+ 2% + yz))

(b) Per ogni (z,y,2) € R? si ha

df (z,y,2) : R?> — R,

2xz 2yz
hy, ho, hs) —> h ho + log(1 + 22 4 y?)hs .
(h1, ha, h3) 1+x2+y21+1+m2+y22+0g( + 2 +y?)hs
(c¢) Siha
df (z,y, ) 202 b — 2 gy log(1 + 22 4+ y?)d
= ——QaXx —_— (0] .
W T e 2 T T TR T Y

14.5 Derivate direzionali

14.5.1 Derivate direzionali

1. Esercizio.
Sia
f:R* — R, (z,y) — 2y ;

determinare la derivata direzionale

Dz f(11).

2 2

Risoluzione. La funzione f & di classe C''; quindi & differenziabile.

Si ha quindi

V2 V2 V2 V2

D(g’g)f(l,l)z.f/(l,l)( ):df(lvl)( 2 ' 9 )
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Per ogni (z,7) € R? si ha

%ﬁ(x,y) = 2wy,
L (w,y) = a2

Si ha quindi

grad f(z,y) = (2zy,z°).

Si ha quindi

grad f(1,1) = (2,1).

Si ha quindi

df(]., ].) : R2 — R, (hl, hg) — 2h1 + hg.

Si ha quindi

V2
2

U

v
Il
[\}
S
[N}

“l%
Il
w\&oo

D(g Q)f(lv 1) = f/(lv 1)(

’ 2

)

. Esercizio. Sia
f:R* — R, (z,y) — cos(zy) ;

determinare la derivata direzionale

Dﬁ_l f(lvl)
( ’ 2)

2

Risoluzione. La funzione f & di classe C''; quindi & differenziabile.

Per ogni (z.y) € R? si ha

ot (z,y) == sin(zy)y = —ysin(zy),
g—';(m, y) == sin(xy)x = —zsin(zy).
Quindi
grad f(z,y) = (—ysin(zy), —zsin(zy)) .
Quindi
grad f(1,1) = (—sinl,sin1)) .
Quindi

df(1,1) : R? — R, (h1, ho) — —(sin1)hy — (sin1)hy .

Si ha quindi

3 1 . 3 . 1
Do /1) = AL DL ~1) = 12 — (s 1))
s11211(1 _ \/§) .
. Esercizio. Sia
1

f: RBf{(O,O,O)} — R, (z,y,2) —

Va4 y?+ 22 '

sia (x,y, z) € dom(f); determinare:

21
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(a) df (z,y,2);
(b) llgrad f(z,y,2)l;

(c) la direzione
e,y 2) = grad f(z,y,2)
e lgrad f(z,y, 2)| ’

(d) la derivata direzionale
De(x,y,z)f(wv Y, Z) .

Risoluzione.
(a) Siha
%(x,y, Z) = _acz-i-yl2—',-,z2 2\/12122_,_22 = (I2+y2z+zz)% ’
%5(377:‘/’ Z) = _m2+yl2+z2 2\/wziyyz+zz == (IerngrZz)% )
%(x,y, z) = _x2+z/12+z2 2\/w2izy2+zz == (zeryzerzz)% :

Si ha quindi
grad f(z,y,2) =

bl

T y z
( (22 + Y2+ 22)2 (22492 + 22)3 (x2+y2+z2)3>'

Si ha quindi
df (x,y,2) : R> — R, (hy, ha, h3) —

a h i h : h
@2 +y2+22)3  (@2+yP+22)3 0 (@24yrte2)d o)

(b) Siha
lgrad f (2, y, 2)|| =
72 N y? N 22 B
(22 + 92+ 22)3 (22 + 92 +22)3 (22 + 92+ 22)3 B
2 +y?+22 1 - 1
(x2_|_y2+22)3 - (.132 +y2+z2)2 - $2+y2+22 :
(c¢) Siha

grad f(z,y, 2)

gradj\r,y,z) 2 2 2y,
lerad [, g, 0]~ & Y T

b

T y z -
( (22 + 42+ 22)2 (22 492 + 22)2 (x2+y2+22)3> '

x Yy z
< \/x2+y2+227 \/x2+y2+z27 \/x2+y2+z2>'
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Si ha quindi

T Yy z
e\r,y,z) =1 — y y .
(z,9,2) ( Va2t i+ 22 22 yE 22 \/x2+y2+22>
(d) Siha
De(ey,) f(2,y,2) = df (z,y, 2)(e(x,y, 2)) =
x T Y Y

(@2t 22)d _\/W)_(m2+y2+z2)%( \/W)
z z
T@rpral yErgra
(E2 y2 22
(-T2+y2+22)2 + (x2+y2+22)2 (l‘2+y2+22)2 =

22 +y? + 22 1

(22 + 32 4 22)2 _1:2—|—y2+z2 ’

14.6 Diffeomorfismo

14.6.1 Diffeomorfismo e derivata della funzione inversa

1. Esercizio. Sia
f:R? — R (z,y) — (2® —zy, 2 +1°);

(a) determinare la matrice jacobiana di f nel punto (1,1);

(b) determinare la derivata di f nel punto (1, 1) esprimendola nella forma
0:V— W,h — T{h};
(c) dire se esiste un intorno aperto U di (1, 1) tale che
U— fU),u — f(u)

¢ un diffeomorfismo;

(d) in caso affermativo, indicato ancora con f tale diffeomorfismo, si determini
f(1,1) e la trasformazione lineare (f~')’(f(1,1)) esprimendola nella forma

0V — W,k — T{k}.

Risoluzione.
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(a) Per ogni (z,y) € R? si ha
%(xvy) = (2I -Y ]')a
Fi(xvy) = (—l'73y2)

Si ha quindi

ran=(1 3 )

(b) Siha
f’(l, 1) :R? — Rz, (h1,h2) — (hl — ho, hy —|—3h2) .
(c¢) Siha
’ } ‘31 —341=440;

quindi esiste un intorno aperto U di (1, 1) tale che U — f(U), (z,y) —
f(z,y) & un diffeomorfismo.

(d) Indichiamo ancora con f tale diffeomorfismo. Si ha f(1,1) = (0,2). Si ha

(17 ) (5 1) (4

Si ha quindi
—1\/ 2 2 3 1 1 1
(f7)(0,2) : R* — R7, (k1, ko) — | k1 + —ko, ——k1 + —kao | .

2. Esercizio. Sia
[ R — R (2,y) — (a7 + ¢, 2"%) 5
(a) determinare la trasformazione lineare f’(1,1) esprimendola nella forma T :
V — W,h — T{h}, esplicitando U, V e T{h}.
(b) dire se esiste un intorno aperto U di (1,1) tale che

U— f(U),u — f(u)

¢ un diffeomorfismo;

(c) in caso affermativo, indicato ancora con f tale diffeomorfismo, si determini
la trasformazione lineare (f~')’(f(1,1)) esprimendola nella forma sopra
descritta.

Risoluzione.

(a) Per ogni (z,y) € R? si ha
%(w,y) = (22, 22y°),
5L (x.y) = (29,307
Si ha quindi

, . 2x 2y )
f ($,y) - ( 2(17:1/3 3.’E3y2 )
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Si ha quindi

ran=( 3

;)

f/(l, 1) ‘R? — ].:{,27 (hl,hg) — (2h1 + 2hs,2h1 + 3h2) .

Quindi si ha

(b) Si ha
2 2
'2 3| =270

quindi esiste un intorno aperto U di (1, 1) tale che U — f(U), (z,y) —
f(z,y) & un diffeomorfismo.

(¢) Indichiamo ancora con f tale diffeomorfismo. Si ha f(1,1) = (2,1). Si ha

(f_l)/@’l):(g g)_lzé(?} _22>:(§1 _11)

Si ha quindi

(fil)/(Q, 1) ‘R?2 — RQ, (kl,kig) — (gkl — k‘g, —k1 + k‘z) .
3. Esercizio. Sia

f:R? — R?, (2,y) — (cos(ay), cos(zy?)) ;
(a) determinare la trasformazione lineare f’(%,1) esprimendola nella forma
T:V — W,h — T{h}, esplicitando U, V e T{h}.

(b) dire se esiste un intorno aperto U di (7,1) tale che
U— fU),u — f(u)

¢ un diffeomorfismo;

(¢) in caso affermativo, indicato ancora con f tale diffeomorfismo, si determini

f(%,1) la trasformazione lineare (f~)’(f(%,1)) esprimendola nella forma
sopra descritta.

Risoluzione.

(a) Per ogni (z,y) € R? si ha

z,y) = (—sin(zy)y, — sin(zy?)y?) = (—ysin(zy)y, —y? sin(xy?)y?),
gg (z,y) = (—sin(xy)x, — sin(zy?)2zy) = (—x sin(zy), —2zy sin(zy?)).
Si ha quindi

Flay = Zpintew) - einten),

—y?sin(zy) —2xysin(xy?)
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Si ha quindi

Quindi si ha

T 7
f'(5:1) s R? — B2, (b1 ho) — (=h1 — %hg, —hy — 7hs) .
(b) Siha
-1 -5 T T
‘—1 a TR0

quindi esiste un intorno aperto U di (7, 1) tale che U — f(U), (z,y) —
f(z,y) & un diffeomorfismo.

(¢) Indichiamo ancora con f tale ihﬁeomorﬁsmo Si ha f(3,1)
-1 -z - —Tr s -2
—1y/ _ 2 — 2 —
oven=(5 ) (7 A)-(F )

Si ha quindi
—1y\/ 2 2 2 2
(f ) (0,0) R — R ,(kl,kig) — —2/4}14—/4}2,;]61—;]{}2 .

NH‘)—'

4. Esercizio. Sia
R —R3 (2,y,2) — (2 +* + 220 +y+2,2);
(a) determinare la trasformazione lineare f’(1,5,0) esprimendola nella forma
T:V — W,h — T{h}, esplicitando U, V e T{h}.
(b) dire se esiste un intorno aperto U di (1,5,0) tale che

¢ un diffeomorfismo;

(¢) in caso affermativo, indicato ancora con f tale diffeomorfismo, si determini

la trasformazione lineare (f~1)’ ( f(1,5, O)) esprimendola nella forma sopra
descritta.

Risoluzione.

(a) Per ogni (z,y, 2 si ha

(
gw (.’1? Y,z ) =
ay (x Y,z )
L(w,y,2) =
Si ha quindi

z) € R?
(22,1,1),
(2y,1,0),
(22,1,0).

2z, 1,
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quindi
Si ha quindi

[y
o

f/(lv 9, O) =

Ll el \V]
o =
o = O

Quindi si ha

f/(1,5,0) ‘R3 — RS, (hl, ho, h3) — (2h1 + 10ho, b1 + ho + h3,h1) .

(b) Si ha
2 10 0
1 1 1 :‘110 ?‘:10#0;
1 0 0

quindi esiste un intorno aperto U di (1, 5,0) tale che
U— f(U)7 (l',y,Z) — f(m,y,z)

¢ un diffeomorfismo.

(¢) Indichiamo ancora con f tale diffeomorfismo. Si ha f(1,5,0) = (26,6, 1).

Si ha X
2 10 0 0 0 10
Fyeeen=|(1 1 1] =4[ 1 0 —2]|=
1 0 O -1 10 -8
0o 0 1
1 1
505,

10
Si ha quindi

(f1(26,6,1) : R* — R3, (ky, ko, k3) —
1 1, 1 4
(k?n Ekl - gk’37 E]{il + ]{12 — 5]{}3) .

14.7 Estremanti relativi

14.7.1 Estremanti relativi in R?

1. Esercizio. Determinare e classificare gli estremanti relativi della seguente
funzione:
f:R? —R,(z,y) — 2" +y* —y.

Risoluzione. Per ogni (x,y) € R? si ha
Sh(wy) =4y® -
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I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

43 —y=0
43 —x=0 "

il sistema equivale a

y = 423 y = 4a3 y = 4a3
4(42%)3 —x =0 2829 —x =0 (2828 —1) =0~

Sihaz=0ey=0,oppurez =% ey =1, oppures =—1 ey =—1.
Per ogm (z,y) € R? si ha
g 9L (x,y) = 1222
Gt (@,y) = 12y
gawafy(xay) =-1
Si ha
0 -1
quindi si ha det(H(f)(0,0)) = —1 < 0; quindi (0,0) non & un estremante
relativo.
Si ha .
1 3 -1
si ha
3 -1
‘ 1 3 '—8>Oe3>0,
quindi d2f(%, %) ¢ strettamente positivo; quindi (%, %) ¢ un punto di minimo
relativo.
Si ha L
3 -1
si ha
3 -1
‘ 13 '8>0e3>0,

quindi d*f(—3,—3) & strettamente positivo; quindi (—3,—3) ¢ un punto di

minimo relativo.

. Esercizio. Determinare e classificare gli estremanti relativi della seguente

funzione:
f:R*> —=R,(2,9) —2°—y>+ay—vy.

Risoluzione Per ogni (r,7) € R? si ha
x,y) =322 +y
g? (z, -2 -1
By y)=—2y+z
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I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

322 +y=0 )
—2y4+zx—-1=0 "~

il sistema equivale a
Yy = —3x2 Yy = —3x2
—2(=32?)+x-1=0 62 +x—-1=0 "

(Si h&; x :( _1&{231‘)"24 _1i5, quindiz =1%oz = qumdl (z,y) = (% —%) 0

3
Per ogm (r,y) € R? si ha
ot (@, )—655
() =
af(xvy)_l

oxdy

Si ha

1 1 2 1
quindi si ha det(H(f)(3,—%) = —5 < 0; quindi (3, —%) non ¢ un estremante
relativo.
Si ha 5

1 -3 1
si ha

-3 1
‘ . 9 ‘—5>Oe -3<0;

quindi d?f (2, 2) ¢ strettamente negativo; quindi (—%, —%) ¢ un punto di mas-
simo relativo.

. Esercizio. Determinare e classificare gli estremanti relativi della seguente
funzione:
f:R> —R,(2,9) — 2’y +ay+3.

Risoluzione. Per ogni (z,y) € R? si ha
(z,y) = 2xy +y
g? (z,y) =24z
dy Y) =

I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

2xy +y=0
2> +z=0

il sistema equivale a
zx(rx+1)= ciod a r=00z=-1
ey +y =0’ 2ey +y =0
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Se x = 0 si ha y = 0; si trova (0, 0).
Se x = —1si ha —2y +y =0, cioe —y = 0, cio¢ y = 0; si trova (—1,0).

I punti critici di f sono quindi (0,0) e (—1,0).

Per ogni (7,y) € R? si ha
%%g(w,y) =2y

?%c(l’,y) =0

w0y (y) =2z +11

Si ha quindi

e = (50 2

Si ha
oo =(1 ¢ )
si ha
‘ (1) (1) ‘=—1<0};;
quindi (0,0) non ¢ un estremante relativo.
Si ha
o= ()
si ha

0 -1
-1 0

’=—1<0];;

quindi (—,0) non ¢ un estremante relativo.

Quindi la funzione f non ammette estremanti relativi

. Esercizio. Sia f la funzione (reale, di variabili reali) definita naturalmente da

f(z,y) = zlog(x — y) ;

(a) determinare il dominio di f;

(b) determinare e classificare gli estremanti relativi di f.

Risoluzione.

(a) Siha
dom(f) = {(z,y) e R* z —y >0}.
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(b) Per ogni (z,y) € dom(f) si ha

L(w,y) =log(x —y) + 7%
2] x .
8731;(1:7?;) = Ty

I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

{ log(z —y) + 3%, =0
B

z—y

Dalla seconda equazione si ricava x = 0; si ha quindi log(xz —y) = 0; quindi
x —y = 1; quindi, essendo z = 0, si ha y = —1.

La funzione f ammette quindi un solo punto critico, dato da (0, —1).

Per ogni (z,y) € dom(f) si ha

02f _ 1 r—y—x __ 1
@(Ly) = a‘)" (x_yy)Q = o=y (x_yy)z’
o°f _z(=1) _ T
%ngzvy)“<x—yw BERCEDE
g0y (O Y) = ~Gg? = g
Si ha
2 -1
si ha
2 -1
N e

quindi (0, —1) non & un estremante relativo.
Quindi la funzione f non ammette estremanti relativi

14.7.2 Estremanti relativi in R?

1. Esercizio. Determinare e classificare gli estremanti relativi della seguente
funzione:
R} =R, (z,y,2) — 2>+ > + 22 —ay —zz.

Risoluzione. Per ogni (z,v,2) € R? si ha
Ay, 2)=20-y—=

@(xay7z) - 2y -z

?(x,;%z) =22 —z

z

I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

2 —y—2=0
20—z =0 ;
2z—x=0
il sistema equivale a
y= iz z=0

f

ZZQCE
1 1
2x—§ —szo z=0
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Si ha un unico punto critico dato da (0,0, 0).

Per ogni (7,y,z) € R3 si ha
BJ@%) 2

d;gdfy(‘r Y,z ) =-1

Zfz(x y,z)=—1

287
T(x Y,z )
5i%%d=0
a = (x,y,2) =2
Slha
2 -1 -1
H(f)(0,0,0)=| -1 2 0
-1 0 2
Si ha
2 -1 -1
-1 2 0 ‘;1é‘+2wi ;1‘2+234>&
-1 0 2
2 -1
‘_1 , | =3>0,2>0

quindi d?£(0,0,0) & strettamente positivo; quindi (0, 0,0) ¢ un punto di minimo
relativo.

. Esercizio. Determinare e classificare gli estremanti relativi della seguente

funzione
R =R, (z,y,2) — 2 —y* —axz+2.

Risoluzione. Per ogni (7,y,2) € R? si ha
o (p =9 —

Y, 2) =2z —2
o)

%@%d=—%

I punti critici di f sono le soluzioni del sistema

20— 2=0
—2y=0
—x+1=0

il sistema equivale a

r=1
y=20 .
z=2

Si ha un unico punto critico dato da (1,0, 2).
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Per ogni (z,y,z) € R3 si ha

b (2.1:2) = 2
aamzi}y(x’y7z) =0
g??z(xayﬂz) =-1
L (rry,2) = -2
2’f

aaz(xvyvz)zo

9L (z,y,2) =0

Si ha
2 0 -1

H(L0.2)=( 0 -2 0

-1 0 0

Si ha

2 0

‘0 9 ‘4<0,

quindi d? f(1,0,2) non & né semidefinito positivo neé semidefinito negativo; quin-
di (1,0,2) non ¢ un estremante relativo. Quindi la funzione non ammette
estremanti relativi.
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Capitolo 15

Forme differenziali lineari

15.1 Forme differenziali esatte

15.1.1 Forme differenziali esatte in R?

1. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale ¢ esatta e, in caso affermativo
determinarne I'insieme delle primitive:

2aydr + (x2 — 1) dy .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. Il dominio di w & R2. Posto
f:R?> — R, (r,y) — 2%y —y, per ogni (z,y) € R? si ha

of of 2
—_— = 2 —_— = — 1 N
By (& Y) = 2wy e 9y (z,y) == ;

quindi f & una primitiva di w. Quindi w & esatta.
L’insieme delle primitive di w & {f + ¢; ¢ € R}.

2. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale € esatta e, in caso affermativo,
determinarne I'insieme delle primitive:

2?yde + (> + x)dy .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. Il dominio di w & R2.
Si ha

0 0

a—y(ny) =xe %(y2 +z)=1.

Quindi w non & chiusa. Quindi w non & esatta.

35
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3. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale ¢ esatta e, in caso affermativo

determinarne I'insieme delle primitive:

1 x
fdx——Qdy.
Y Y

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. Il dominio di w & l'insieme A =
{(z,y) € R*y # 0}. Posto
f:A— R (x,y) — %, per ogni (z,y) € Asiha

g( )_l ﬁ( )__ﬁ.

quindi f € una primitiva di w. Quindi w & esatta.

L’insieme delle primitive di w ¢ dato dall’insieme delle funzioni della forma
f + ¢, dove ¢ & una funzione costante su ogni componente connessa di A, cioe
su {(z,y) € R*;y > 0} e su {(z,y) € R*y < 0}.

. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale € esatta e, in caso affermativo,

determinarne I'insieme delle primitive:

y T
dx
1+ 22y? 1T z2y

5 dy .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. Il dominio di w & R2. Posto
f : R2 — Rv (x,y) — AI‘Ctg(l‘y) )

per ogni (z,y) € R? si ha
p)

— — Y
m(%y) - 1+(my)2y - 1+1.2y2
e
of
Oy

L’insieme delle primitive di w & {f +¢; ¢ € R}.

g s oL . T
(x,y) = T2 s = 1Tz quindi f € una primitiva di w. Quindi w ¢ esatta.

. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale € esatta e, in caso affermativo,

determinarne I'insieme delle primitive:

£ Y
d
1+ 22y? $+1+z2y

5 dy .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. I1 dominio di w & R2.

Si ha
o x _ 2z2y _ 2137;
oy T+a2y? — x(1+12y2)2 - (I+z%y?)2
e 0 Yy _ 2xy2 _ 2xy3
Oz T+x2y? y(1+12y2)2 - (Atz2y2)2"

Quindi w non & chiusa. Quindi w non & esatta.
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15.1.2 Forme differenziali esatte in R3

1. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale & esatta e, in caso affermativo
determinarne I'insieme delle primitive:

ydx + xdy + zdz .

Risoluzione. Sia w la forma diﬁgrenziale. 11 dominio di w & R3. Posto
f:R*—R,(1,y,2) — zy + %, per ogni (z,y,2) € R3 si ha

L= Dwv=e Lwyo=s;
8:1:’ x7y) z - y7 ay ‘/L.7 y?z - ‘/L.’ az ‘/L.7 y7Z =2z )

quindi f € una primitiva di w. Quindi w & esatta.
L’insieme delle primitive di w & {f + ¢;c € R}.

2. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale ¢ esatta e, in caso affermativo,
determinarne I'insieme delle primitive:

zdx + xdy + dz .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. 11 dominio di w & R3.
Si ha 5 o7

— = —- =1.

So(@=0e 5 @)
Quindi w non & chiusa. Quindi w non & esatta.

3. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale € esatta e, in caso affermativo,
determinarne I'insieme delle primitive:

ye™ dx + xe®™ dy + dz .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. Il dominio di w & R3. Posto
f:R*—R,(2,y,2) — ¥ + 2,
per ogni (z,y,2) € R3 si ha

of o Of o Of
—_— = —_— = —_— = 1 M
B (&Y 2) = ye, By (@,y,2) =we™,  2>(z,y,2) =1;

quindi f € una primitiva di w. Quindi w & esatta.
L’insieme delle primitive di w ¢ {f + ¢;c € R}.

4. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale & esatta e, in caso affermativo,
determinarne I'insieme delle primitive:

ze®™dx + ye™ dy + dz .
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Risoluzione. Sia w la forma differenziale. II dominio di w & R3.
Si ha 9
a—y(xezy =z%e™ e —i(yemy) = y2e™ .

Quindi w non & chiusa. Quindi w non & esatta.

15.1.3 Forme differenziali esatte in RY

1. Esercizio. Dire se la seguente forma differenziale ¢ esatta e, in caso affermativo
determinarne I'insieme delle primitive:

ydx + xdy + dz + 2tdt .

Risoluzione. Sia w la forma differenziale. II dominio di w & R*. Posto
f:R*— R, (2,y,2,t) — 2y + z + t2, per ogni (z,y,2,t) € R* si ha

of _, 9 S § _, 9 _op
ax(m7y7zat)_y7 8y(x7yazat)_m7 8Z($7y727t)_17 at(x7yazat)_2t7

quindi f € una primitiva di w. Quindi w & esatta.

L’insieme delle primitive di w & {f + ¢;c € R}.

15.2 Campi di vettori esatti

15.2.1 Campi di vettori esatti

1. Esercizio Dire se il seguente campo di vettori ammette potenziale:

F(z,y,2) = (1 _r _x> :

yz'  zy?’ yz?

in caso affermativo, determinarne I'insieme delle primitive.

Risoluzione Il dominio di F & I'insieme A = {(z,y,2) € R%y # 0 e 2z # 0}.
Posto
f:A— R, (2,y,2) — 45> ber ogni (z,y,2) € Asiha

of af r 0 T

1
%(a:,y,z) B %’ @(x’y’z) - 7?7 a(x,y,z) - 7?}? )

cioé grad f(z,y,2) = F(z,y,2); quindi f & una primitiva di F. Quindi F &
esatto.

L’insieme delle primitive di F' ¢ dato dall’insieme delle funzioni della forma
f + ¢, dove ¢ & una funzione costante su ogni componente connessa di A, cioe
su{(x,y,2) € R%y > 0,2 >0}, su{(x,9,2) € R}y >0,z <0}, su{(r,y,2) €
R?%y<0,2>0}esu{(z,y,2) e R%y < 0,2 <0}.
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15.3 Integrale di forme differenziali su traiettorie

15.3.1 Integrale di forme differenziali su traiettorie

1. Esercizio Calcolare il seguente integrale di forma differenziale su traiettoria

/ zydx + rydy ,
©

dove -
Y [O, 5] — R?t — (cost,sint) .

Risoluzione La funzione ¢ si scrive

T = cost IG[OE]
y =sint ’ 21

Si ha
fs@ wydr + xydy = [ (costsint(—sint) + costsintcost) dt =
J;? (—sin®tcost) + cos® tsint) dt = [? (—sin®tcost) — cos? t(—sint) dt =

b bt
[—%sin®t — £ cos? t]oz =-1 [Sin?’t—i—cos?’t}oz =-1i1-1)=0.
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Capitolo 16

Equazioni implicite

16.1 Problema con equazione implicita

16.1.1 Problema con equazione implicita in R?

1. Esercizio. Dire se il seguente problema implicito di incognita y(z) ammette in
un intorno di 0 una ed una sola soluzione ¢:

{ sin(zy) +r+y+a22+y? =0
y(0) =0 ’

in caso affermativo determinare ¢’(0).

Risoluzione. Sia

f:R* — R, (z,y) —sin(zy) + 2z +y + 2% +9°.

Per ogni (z,7) € R? si ha
%(m, y) = xcos(xy) + 1+ 2y.

Poiche f(0,0) =0 e %(0,0) = 1 # 0, esiste [ intervallo aperto contenente 0

tale che su I il problema implicito assegnato ammette una ed una sola soluzione
©.

Per ogni = € I si ha

sin(z(z)) +z + (@) + 2% + ((x))* = 0;

quindi, derivando, per ogni x € I si ha

cos(zp(z))(p(x) + 2@ () + 1+ ¢ () + 2z + 20(x)¢' (z) = 0;

per = 0 si ha 1+ ¢'(0) = 0; quindi ¢’(0) = —1.

2. Esercizio. Assegnato il problema con equazione implicita di funzione incognita

y(x)
{ rr4yt et —e¥ =0
y(0) =0 ’

41
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(a) provare che esiste un intervallo aperto su cui il problema ammette una ed
una sola soluzione,

(b) chiamata ¢ tale soluzione, calcolare ¢'(0) e ¢ (0).
Risoluzione.

(a) Sia
f:R? —R,(z,y) — ' +y*+e" —e¥ .

Si ha f(0,0)=0+0+1—-1=0.

Per ogni (x,y) € R? si ha

Gh(x,y) = 4y® —ev.

Si ha quindi %(o, 0) = —1#0.

Per il teorema di Dini, esiste I intervallo aperto contenente 0 tale che su I
il problema implicito assegnato ammette una ed una sola soluzione .

(b) Per ogni = € I si ha
zt 4 (p(x))* 4 e® — @) = 0;
quindi, derivando, per ogni « € I si ha
423 + 4(p(2))? + €* + e?®) ! () = 0;
per x = 0, essendo ¢(0) = 0, si ha 0+ 0 + e + €%¢’'(0) = 0; quindi
1 —¢'(0) = 0; quindi ¢'(0) = 1.
Per ogni = € I si ha
1202 12(p(2)) (! ()2 +4(p(2)) 36" () + 7?0 (¢ (2)2— P2 () =

0;
per z = 0, essendo ¢(0) =0, ¢'(0) =1siha1l—1+0+ ¢"”(0) = 0; quindi
1— ¢"(0) = 0.

16.1.2 Problema con una equazione implicita in R?

1. Esercizio. Assegnato il problema con equazione implicita di funzione incognita
z(2,y)
224y —2=0
2(0,2) =0 ’

(a) provare che esiste un aperto connesso su cui il problema ammette una ed
una sola soluzione,

(b) chiamata ¢ tale soluzione, calcolare g—i(O, 2), g—‘;(o, 2), 22—5(07 2), %(O, 2),
62
22(0,2).

Risoluzione.

(a) Sia
R} —R,(2,y,2) — 22 +y23 — 2.
Si ha £(0,2,0) = 0.
Si ha
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o
9 (2,y,2) = 3yz2 — 1;

quindi si ha

9

%(07270) =-1 7{ 07

per il teorema di Dini, esiste un aperto connesso U su cui il problema
ammette una ed una sola soluzione .

(b) Per ogni (z,y) € U si ha
z? + y(@(x7y))3 - gD(.T,y)
Si ha quindi

2¢ + 3y(p(z,y))* 5 (
qu1nd1 per (z,y) = (0,

x

_7(03 2) 07
quindi
92(0,2) = 0.
Per ogni (z,y) € U si ha
(e(z,9))® + 3y(p(x,v))*G ay (@) - 52 (x,y) = 0;
qulndl per (z,y) = (0,2) si ha

52(0,2) = 0;
quindl
52(0,2) = 0.
Per ogni (z,y)

2+ 6yp(z, y)
qumdl per (z,
8&02 (0 2)
quindi
22(0,2) = 2.
Per ogni (z,y) € U si ha

3(o(x,9))2 G2 (w,y) + by (z, y) 52 (2, y) 52 (2, y) + By (e(x, ))? a;g”y(x Y)
82

y) — G2 (,y) = 0;
2) si ha

U si ha
(sc,y)) + 3y(p(2,9))2 22 (2, y) — 28 (2,y) = 0;

€
9y
o
) =(0,2) si ha

~ dzdy (x,y) = 0’
quindi per (z,y) = (0,2) si ha
8x8y (O 2) 0;
qumdl
Ba:ay( )
Per ogni (z,y )EUsiha
) 2 0¢

3ol )92 (2.0) + 3(p(, )22 (2.9) + b, ) (2 (x0) +
3y(p(z, ))2?9 (z, )—2?(%9):0;

qu1£1d1 per (z,y) = (0,2) si ha

_%(072)_07

quindi

5£(0,2) = 0.
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16.1.3 Problema con un sistema di due equazioni implicite in

R3
1. Esercizio. Assegnato il problema con equazione implicita di funzione incognita

(y(x), 2(x))
22yt —ay—2=0

22—yt rz—y=0
y(0)=0 ’
2(0)=0

(a) provare che esiste un intervallo aperto su cui il problema ammette una ed
una sola soluzione,

(b) chiamata ¢ tale soluzione, calcolare ¢} (0) e ©5(0).
Risoluzione.

(a) Sia
fiRP — R (1,y,2) — (0 + 9> —ay — 2,2° —y> + 22 —y).
Si ha £(0,0,0) = (0,0). Si ha

af _( 2y—x -1,
a(yyz)(xayvz)_ ( _2y_1 T )7

quindi si ha

9 0o -1
5055(0,0,0) = ( 1 0 );
si }(1)& .

-1 0 ’ =170
per il teorema di Dini, esiste un intervallo aperto I su cui il problema
ammette una ed una sola soluzione .

(b) Per ogni = € I si ha
{ 2% +(p1(2))? — 2p1(7) — p2()
2’ — (p1(2))? + p2(z) — p1(2)
quindi si ha
{ 2z + 2p1(x) ) (z) — p1(2) 2P (7) — Ph(x) = g)

O .
0 )

/

32? — 201 (2) ¢ () + p2(7) + 20 (2) — ¢y (z
quindi per z = 0 si ha
{ —p2(0) =0

—1(0)=0"
quindi si ha ¢} (0) =0 e ©5(0) = 0.

=0



Capitolo 17

Sottovarieta differenziali di

RN

17.1

17.1.1

Sottovarieta differenziali di RY

Sottovarieta differenziale; spazio tangente, spazio nor-
male, varieta lineare tangente, varieta lineare normale

1. Esercizio. Sia

(d)

V ={(x,y,2) € R? ysin(z + 2) — zcosy + 7 = 0} ;

) dimostrare che V & una sottovarietad di R? differenziale di dimensione 2;

dimostrare che (7,0,%) € V;

determinare lo spazio normale, la retta normale, lo spazio tangente, il piano
tangente a V' in (7,0, 5), esprimendoli attraverso le equazioni parametriche
o attraverso le equazioni cartesiane;

determinare una base dello spazio tangente a V' in (7,0, §).

Risoluzione

(a)

Sia
g:R* —R,(z,y,2) — ysin(z + 2) — xcosy + .

Dimostriamo che V & la sottovarieta differenziale di R3 di dimensione 2 di
equazione cartesiana g(x,y, z) = 0.

Si ha g di classe C! e
V = (z,9,2) € R g(x,y,2) =0} .
Si ha g(m,0,0) = 0; quindi V # 0.

45
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Si ha

%‘Z(I, Yy, %) = ycos(x + z) — cosy,
%Z(xa Yy, z) = sin(x + z) + wsiny,
%9 (z,y,2) = ycos(x + 2).

Sia (x,y,2) € R3.
La matrice jacobiana di g in (z,y, 2)

g (z,y,2) = (ycos(z + 2z) —cosy sin(z+ 2) +xsiny ycos(z + z2)) .
Si ha quindi ¢'(z,y,z) = 0 (0 & la matrice 1 x 3 nulla) se e solo se

ycos(x + z) —cosy =0
sin(z + 2) + xsiny =0
yeos(x+2) =0

Si ha
0 perg(z,y,2)=0

rangog’(%y’z) = { 1 per ¢ (z,y,2) #0

Per provare che V & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2 di
equazione cartesiana g(x,y, z) = 0 & quindi sufficiente provare che per ogni
(x,y,2) € V siha ¢'(x,y,2) # 0, ciog che il sistema

ycos(x + z) —cosy =0
sin(x 4+ z) + xsiny =0
yeos(x +2)=0

ysin(x + z) —xcosy+m=0

non ha soluzioni.

Si ha ycos(z +2) =0 se e solo se y =0 o cos(z + 2z) =0.

Se y = 0, dalla prima equazione si ricava —1 = 0; cio & assurdo.
Supponiamo cos(z + z) — 0.

Dalla prima equazione si ricava —cos0 = 0; quindi (Ik € Z) y = § + k.
Essendo cos(z + z) = 0, si ha sin(z + z) = £1.

Supponiamo sin(z + z) = 1; dalla quarta equazione si ricava

z—|—,lc7r—|—7r:0;

2
quindi
E +k+1=0;
9 ;
quindi k£ = —%; cio e assurdo.
Supponiamo sin(z + z) = —1; dalla quarta equazione si ricava

(g +Ekm)(=1)+7=0;
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quindi
1
———k+1=0;
2
quindi k = %; cio ¢ assurdo.
Il sistema non ha dunque soluzioni; cio prova l'affermazione.
Si ha g(7,0,%) = 0; quindi (7,0, %) € V.

) Per ogni (z,y,2) € R3 si ha

grad g(x,y, z) = (ycos(x + z) — cosy, sin(x + z) + xsiny, y cos(x + z)) .

Si ha quindi

gradg(ﬂ-707 g) = (_L _170) .

Una base di Nz 0,z)(V) ¢ quindi (-1, —1,0); un’altra base ¢ (1,1,0).
Delle equazioni parametriche dello spazio normale sono quindi

(x,y,z):t(l,l,O), teR,

cioe
r=t
y=t , teR.
z=0

Delle equazioni parametriche della retta normale sono

(2.9.2) = ((1L,1,0) + (7.0,5), teR,
cioe
r=t+4+m
y=t , teR.
z=71

2

Delle equazioni cartesiane dello spazio tangente sono

((z,9,2)(1,1,0)) =0,
cioe
rz+y=0.

Delle equazioni cartesiane del piano tangente sono

((@,y.2) = (7,0, 3)I(1,1,0)) = 0.,
cioe
r—m+y=0,
cioe

rTH+y=m.
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(d) Una base di Nz ,2)(V) ¢ (1,1,0).
I vettori (1,—1,0) e (0,0, 1) sono ortogonali a (1, 1,0); quindi appartengono
a T(mo)%)(V).

Si ha
1 0
rango | —1 0 | =2.
0 1

Quindi I vettori (1,—1,0) e (0,0,1) sono linearmente indipendenti.
Quindi
((L 717 O)a (O» 07 1))

¢ una base di T(; o, z)(V).
2. Esercizio. Sia
V={(z,y) eR* 2 =10 -’} ;
(a) dimostrare che V & una sottovarietd di R? differenziale di dimensione 1;
(b) dimostrare che (1,3) € V;

(¢) determinare lo spazio normale, la retta normale, lo spazio tangente, la retta
tangente a V in (1, 3), esprimendoli attraverso le equazioni parametriche o
attraverso le equazioni cartesiane;

Risoluzione

(a) Sia
g:R> —R,(z,y) — =+ 1> — 10.
Siha V # 0 e per ogni (z,y) € V si ha rango(¢'(z, y, z)) = rango(1,2y) =

1.
Quindi V' & la sottovarieta differenziale di R? di equazioni cartesiane
9(z,y) = 0.

(b) Si ha g(1,3) = 0; quindi si ha (1,3) € V.

(c) Per ogni (x,y) € R? si ha grad g(z,y) = (1, 2y); si ha quindi grad g(1,3) =
(1,6).
Una base dello spazio normale a V' in (1,3) ¢ quindi

((1,6)) -

Delle equazioni parametriche dello spazio normale in forma vettoriale sono
quindi
(z,y) =1(1,6), teR;

in forma scalare sono
r=t

y—ot - LER
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Delle equazioni parametriche della retta normale in forma vettoriale sono
quindi
(xvyaz):t(136)+(133)’ teR;

in forma scalare sono

r=t+1
{y:6t+3 , tER.

Delle equazioni cartesiane dello spazio tangente sono quindi

((z,9)I(1,6) =0,

cioe
z+6y=0.

Delle equazioni cartesiane della retta tangente sono quindi

((z,y) — (1,3)[(1,6) =0,
cioe
(r—1)+6(y—3)=0,
cioe
r+6y—19=0.

3. Esercizio. Sia

—
o

(d)

V={(z,y,2) eR* 2 —axy+22—1=0,22—-1=0};

) dimostrare che V & una sottovarieta di R? differenziale di dimensione 1;

dimostrare che (1,1,1) € V;

) determinare lo spazio normale, la retta normale, lo spazio tangente, il piano

tangente a V in (1,1, 1), esprimendoli attraverso le equazioni parametriche
o attraverso le equazioni cartesiane;

determinare una base dello spazio tangente a V in (1,1,1).

Risoluzione

(a)

Sia
g:R> —R? (2,9,2) — (2? —xy+ 2> — 1,22 —-1).

Dimostriamo che V & la sottovarieta differenziale di R3 di dimensione 1 di
equazione cartesiana g(zx,y, z) = 0.

Si ha g di classe C' e
V = (z,9,2) € R g(x,y,2) =0} .

Si ha g(1,1,1) = (0,0); quindi V # 0.
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Si ha

oy \ T Y V)
%(z,y,z) = (2z,2).
Sia (x,y,2) € R3.

La matrice jacobiana di g in (z,y, 2)

2r — —x 2z
o= (F0 )

z T
Si ha
-r 2z | 2.
0 z | '
si ha quindi
—x 2z
‘ 0 x| 0

se e solo se x = 0.
Per x # 0 si ha quindi rangog’ (z, y, 2) = 2.
Per x =0, si ha ga(x,y,2) = —1; quindi si ha (z,y,2) € V.
Si ha quindi
(V(z,y,2) = inV) rangog’ (z,y,2) = 2.

Quindi V & la sottovarieta differenziale di R di dimensione 1 di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Si ha ¢(1,1,1) = (0,0); quindi (1,1,1) e V.
Per ogni (x,y,2) € R3 si ha

grad g1 (xa Y, Z) = (Qx - Y, =T, 22)

e

grad 92(':6’ Y, Z) = (Z7 07 SC)

Si ha quindi grad g1(1,1,1) = (1,-1,2)

e

grad92(17 1, 1) = (1’ 0, 1)

Una base di N(1,1,1)(V) & quindi

((1,-1,1),(1,0,1)) .
Delle equazioni parametriche dello spazio normale sono quindi
(z,y,2) =u(l,-1,2) +v(1,0,1), w,veR,
cioe
r=u-+v

Y= —u , w,veER.
z=2u+v
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Delle equazioni parametriche del piano normale sono quindi

(z,y,2) =u(l,-1,2) +v(1,0,1) + (1,1,1), wu,v € R,

cioe
r=u+v+1
y=—-u+1 , u,veER.
z=2u+v+1

Delle equazioni cartesiane dello spazio tangente sono

{ (x,y,z), (17 _172)) =0

(SC,y,Z) 7(17071)) =0 ’
cioe
r—y+22=0
z4+2=0 ’
cioe

r—y+22—-2=0
r+y—2=0

Delle equazioni cartesiane della retta tangente sono

(m,y,z) - (17171)|7(17_1’2)) =0
(gj’y,z) - (17171)|7(1’031)) =0 ’
cioe
r—1-(y—1)+2(z—1)=0
r—14+2z—-1=0 '
cioe

r—y+22—-2=0
r4+2—2=0

(d) Una vettore non nullo ortogonale allo spazio tangente ¢ dato da

(1a _17 2)7\(1707 1) )

1 1 11

Quindi una base per lo spazio tangente ¢ (1,1, —1).

cioe
-1 0
2 1

9

4. Esercizio. Sia
V ={(z,y,2) € R3 ycos(xz+2y) =1, 222y — 22> = 6} ;

(a) dimostrare che (—1,1,2) € V;

(b) dimostrare che esiste un intorno aperto U di (—1,1,2) tale che VNU &
una sottovarietd di R3 differenziale di dimensione 1;
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(¢) determinare lo spazio normale, la retta normale, lo spazio tangente, il piano
tangente a V in (—1,1,2), esprimendoli attraverso le equazioni parametri-
che o attraverso le equazioni cartesiane;

(d) determinare una base dello spazio tangente a V' in (—1,1,2).
Risoluzione

(a) Sihalcos((—1)-242:1) = cos(—2+2) =cos0=1e2(-1)%-1—(-1)-22 =

2+4=6.
Quindi (-1,1,2) e V.
(b) Sia

g: R — R? (z,y,2) — (ycos(zz +2y) — 1,22%y — 22> — 6) .
Si ha g di classe C* e
V = (2,y,2) € R% g(a,y,2) = 0} .

Si ha

%(x, y,2) = (—yzsin(zz + 2y), 4oy — 2?),

B—Z(x, Yy, 2) = (cos(rz + 2y) — 2ysin(xz + 2y)x, 22%),
%(m, y,2z) = (—yzsin(zz + 2y), —2zz).

Sia (z,y,2) € R®.

La matrice jacobiana di g in (z,y, 2) &
g'(z,y,2) =

—yzsin(zz + 2y) cos(xz 4+ 2y) — 2ysin(zz + 2y) —yzsin(zz + 2y)
4zy — 2° 222 —2zz ’

Si ha quindi

, /(0 10
9(1’1’2)<—8 92 4>

1 0
HHE

Si ha

La funzione
a:R?*—R,

cos(zz + 2y) — 2ysin(zz + 2y) —ywsin(xz + 2y)

(a:,y,z) — 2372 91z

¢ continua e si ha

a(-1,1,2) =

= O

1
4 20
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Quindi esiste U intorno aperto di (—1,1,2) tale che per ogni (z,y,2) € U

si ha a(x,y,z) =#0.
Per ogni (z,y, 2) = inU si ha quindi rangog’(x,y, z) = 2.
Sia f = g|U.
Si ha
VU ={(z,y,2) € R f(x,y,2) = (0,0)} .

Essendo (—1,1,2) e VNU siha VNU # 0.

f ¢ di classe C' e per ogni (z,y,2) € U si ha rangof’(z,v,2)

rangog’(x,y, z) = 2.

Quindi V N U ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 1 di

equazione cartesiana f(z,y,z) = 0.

Per ogni (z,y,2) € U si ha

gra‘d fl(_17 1, 2) = gradgl(_la 1, 2) = (07 L, 0)

grad f1(—1,1,2) = grad 2;(—1,1,2) = (—8,2,4) .
Una base di N(_1,1,2)(V NU) & quindi
((0,1,0),(—8,2,4)) .
Una altra base ¢ quindi
((0,1,0),(—4,1,2)) .
Delle equazioni parametriche dello spazio normale sono quindi

(x,y,2) =u(0,1,0) + v(—4,1,2), u,v€eR,

cioe
T = —4v
y=u+v , u,veER.
z =2

Delle equazioni parametriche del piano normale sono quindi

(z,y,2) =u(0,1,0) +v(—4,1,2) + (-1,1,2), w,veER,

cioe
r=—4v—1
y=u+v+1 , uwveR.
z=2v+2

Delle equazioni cartesiane dello spazio tangente sono

{ Ex,y,z),(o,l,O))zo
x,y,z)\,(—4,1,2)):0 ’



o4

17.1.2

1. Esercizio. Trovare delle equazioni parametriche o cartesiane dello spazio tan-
gente, della varieta lineare tangente, dello spazio normale, della varieta lineare
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cioe

y=0
—Adr+y+2z=0 ~

y=0
20 —2z2=0

Delle equazioni cartesiane della retta tangente sono

{ Ex,y,z) (-1.1, )I,(, 0))

xayaz) ( ) a ) 7 72)

cioe

0

cioe
—-1=0
—Az+1)+y—142(z—2)=0 "’
cioe
y=1
20rc+1)—(2—2)=0 ~
cioe
y=1
2c —z+4=0
Una vettore non nu;;o ortogonale allo spazio tangente e dato da

(0,1,0)A(—4,1,2) ,
cioe
0 —4

11
(‘0 2 11 ’):(270’4)'

Quindi una base per lo spazio tangente ¢ (2,0,4).
Un’altra base ¢ (1,0, 2).

o -4
" Tlo 2

Spazio tangente, spazio normale, varieta lineare tan-
gente, varieta lineare normale ad una sottovarieta in

forma parametrica

normale alla sottovarieta (curva) di equazioni parametriche

x = 3t°
y=>5t+1 , teR
z=—=3t+2

nel punto corrispondente a t = 1.

Risoluzione Sia V' la curva e sia ¢ la parametrizzazione di V assegnata.
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Si ha (1) = (3,6, —1).
Per ogni t € R si ha ¢/(t) = (15t%,5, —3); si ha quindi ¢'(1) = (15,5, —3).
Una base dello spazio tangente a V in (3,6, —1) ¢ quindi

((15,5,-3)) .

Delle equazioni parametriche dello spazio tangente in forma vettoriale sono
quindi
(z,y,2) =t(15,5,-3), teR;

in forma scalare sono

xr = 15t
y=5 , teR.
z=—3t

Delle equazioni parametriche della retta tangente in forma vettoriale sono quindi
(x,y,2) =t(15,5,-3) + (3,6,—1), teR;

in forma scalare sono

rx=15t+3
y=5+6 , teR.
z=-3t—1

Delle equazioni cartesiane dello spazio normale sono quindi
((z,9,2)|(15,5,=3) =0,
cioe
152 +5y—32=0.

Delle equazioni cartesiane del piano normale sono quindi

((z,y,2) — (3,6,—1)|(15,5,-3) =0,
cioe

15(x —3)+5(y—6)—3(z+1)=0,
cioe

152 +5y—32—78=0.

17.1.3 Sottovarieta e derivate direzionali

1.

Esercizio.
Sia

f:R>—R,(z,y,2) — 2° 4 6zy — 2> ;
sia

V ={(z,y,2) € R® 32° + 6xy* — 2° = 1} ;
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(a) dimostrare che V & una sottovarietd di R? differenziale di dimensione 2;
(b) dimostrare che (1,—-1,2) € V;
(¢) determinare lo spazio normale a V in (1, —1,2);
(d) determinare il versore normale a V' in (1, —1,2) v tale che v3 > 0;
(e) calcolare D, f(1,—1,2).
Risoluzione
(a) Sia
g:R> —R,(z,y,2) — 32% + 62y — 25— 1.
Si ha

V ={(z,y,2) € R% g(z,y,2) =0} .

La funzione g & di classe C!. Per ogni (z,y,z) € R3, indicando con
g’ (z,y, z) la matrice jacobiana, si ha

g'(z,y,2) = (62 + 6y, 122y, —32%) ;

Si ha rango(g’(z,y, 2) = 0 se e solo se

6x +6y2 =0
122y =0 ;
-322=0

Dalla terza equazione si ricava z = 0; dalla seconda x = 0 o y = 0; se
x = 0, dalla prima si ricava y = 0; se y = 0, dalla prima si ricava x = 0; il
sistema ¢ quindi soddisfatto se e solo se (z,y,2) = (0,0,0).

Si ha quindi rango(¢'(z,y,z) = 0 se e solo se (z,y,z) = (0,0,0); per
(x,y,2) # (0,0,0) si ha rango(¢'(x,y,z) = 1.

Si ha (0,0,0) € V; per ogni (z,y,z) € V si ha quindi rango(¢'(z,y, z) = 1.
Da cid segue che V & la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 2 di
equazione cartesiana g(x,y, z) = 0.

Siha g(1,-1,2) =3+ 6 —8 — 1 =0; quindi si ha (1,—1,2) = inV.

Per ogni (x,y,2) € R3 si ha

grad g(z,y, 2) = (6 + 6y%, 122y, —32%) .

Si ha quindi

gradg(1,-1,2) = (12, —-12zy,—12) .
Quindi ((12, —12zy, —12)) & una base dello spazio normale a V in (1, —1, 2);
un’altra base & (1,—1,—1).

Lo spazio normale a V in (1,—1,2); & quindi

{t(1,-1,-1); t e R} .
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(d) Siha |[(1,—1,—1)|| = v/3. i versori normali a V in (1, —1, —1) sono quindi
1
o (1,-1,-1).

V3

Si ha quindi
/111
N (ﬁ’_ﬁ’_ﬁ) '
(e) Per ogni (z,y, z)R3 si ha
am(m Y,2) = 2x+6y7
By (‘T Y,z ) - 637

g£ ($ Y,z ) - _323'

Si ha quindi
grad f(z,y,2) = (23@ + 6y, 6z, —322) .

Si ha quindi
grad f(1,-1,2) = (—4,6,—12) .

Si ha quindi
df(1,-1,2) : R®> — R, (hy, ha, hs) — —4h + 1 + 6hy — 12h3 .

Si ha quindi

D, f(1,-1,2) = df(1,-1,2)(v) = —4(%) + 6\% - 12% =
1 2 2
HZUtT6=12) == —3V3.

17.2 Massimi e minimi

17.2.1 Massimi e minimi di funzioni di due variabili

1. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:
2
x
Fillmy) eRE L +y" <1} — R, (2,y) — 20—y

in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo
e minimo

TN
N,
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Sia D il dominio di f.
Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.
Consideriamo f su D.

Per ogni (z,y) €D si ha
L(zy) =2
Quindi (z,y) 9{5 Quindi E C Fr (D).

Si ha Fr (D) = {(z,y) € R% % 442 = 1}. Quindi Fr (D) ¢ una varieta V di R2
di dimensione 1. Sia

g:R? — R, (z,y) — %—ﬁ-yz—l;

la varietd V' ha equazione cartesiana g(z,y) = 0. Se (z,y) € Fr (D) ¢ un punto
di massimo o di minimo di f, esiste A € R tale che

grad f(z,y) = Agrad g(z, y);

si ha allora

(2, —1) = A3, 2y);

quindi si ha

2= %/\x
—1=2\y
THyt=1

Si ha 1?7 = A2 quindi A = + V17,
Per A = @ si ha (z,y) = (L —%)

Per A = —@ si ha (z,y) = (—%, #)

pe{(S L) ()
17 17 17 /17
Si ha

8 1) _ 17
(=) = o
8 1 — _ 17
F-dm i) =5
Quindi si ha max(f) = \}% e min(f) = —\1[—177.

Si ha quindi

. Esercizio. Data la funzione

fi{(z,y) € R% 22 +4? <1} — R, (2,y) — 32% —day ,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.
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(a) Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e

minimo
yl

Sia D il dominio di f.

AW
/

(b) Sia E l'insieme degli estremanti di f.

Sia (z,y) eD.
Si ha
§—§<x7y) = 6z — 4y;
oy (@, y) = —4a.
Si ha grad f(z,y) = (0,0) se e solo se

6x —4y =0
{ —4x =0 ;
quindi se e solo se (z,y) = (0,0).
Si ha quindi

En DC {(0,0)} .

Sia (z,y) € Fr (D).
Si ha Fr (D) = {(x,y) € R% 2% +y? = 1}.
Sia
g:R? — R, (z,y) — 2%+ 9> — 1.
Identifichiamo f con la funzione
R? — R, (z,y) — 322 + 4ay.
Se (z,y) € ENFr (D), esiste A € R tale che
grad g(z,y) = Agrad g(z, y),
quindi tale che
(6x — 4y, —4x) = A\(2z, 2y),
quindi tale che
6x — 4y = 2)\x
—dx =2\y
?+y?=1
quindi tale che
3r—2y = \x
—2x = Ay
2?4y =1
Si ha z = —%; quindi
3(—4) — 2y = A=%);
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quindi
3y + 4y = N?y;
quindi
y(A\2 —3)1—4) =0.
Se y = 0, si ha z = 0; cid & incompatibile con la condizione z2? 4+ y? = 1; si
ha quindi y # 0.
Si ha quindi
A2 -3X—-4=0
quindi
P —3+v9416 _ —3%5
2 2
quindi
A=40Al=-1.
Per A = 4, si ha —2x = 4y; quindi = —2y; quindi (—2y)?+? = 1; quindi

4y? +y? = 1; quindi 5y? = 1; quindi y? = % quindi y = j:%.
Per y = f , si ha o = —2/5; quindi (z,y) = (—£V/5, %)

Per y = —i si ha z = Q\f, quindi (z,y) = (%\f,—?)
Per \ = —1, si ha —2x = —y; quindi y = 2z; quindi 2% + (27)? = 1; quindi
2% 4 42? = 1; quindi 522 = 1; quindi 2 = #; quindi z = £%°.
Per x = f , si ha y = 2V/5; quindi (z,y) = ( = ,5\f)

— f — VB o2
Per z = —¥3 si ha y = —2v/5; quindi (z,9) = (—%>, - 2V5).
Si ha qulndl

ENFr(D)C

2 1 2 1 1 2 1 2
{(_g\/g7 g\/g)’ (5\/57 —5¢5)(3f, g\/g), (_5\/5, —5\/5)} :

Si ha quindi

EC{(0,0),(—2\/5,%\/5),(;/5,_é\/g)(%\/g%\/g)’(_é\/g’_g\/g)}.

Si ha

£(0,0) =0,

FEVBAVE) =3t +al= 2434,
F((3V5,—5V5) =4,
F((3V5,3V5) =3k —42 =3 -5 =1,

Si ha quindi
max(f) =4 min(f) = —1.

3. Esercizio. Data la funzione
fiilmy) eR*1<22+y2 <4} — R, (z,y) — 5z — 2y,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;
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(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.
Risoluzione.
(a) Sia D il dominio di f.
Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e

minimo
yl

b

&j 2 =
(b) Sia E linsieme degli estremanti di f.
Sia (z,y) eD.
Si ha
Gy =5#0.
Si ha quindi
END=10.

Sia

Py ={(z,y) € R%2? +y* =4},
Fy={(x,y) e R%; 2% +y? = 1}.

Si ha Fr (D) = F1 @] F2.

Sia

g1:R? — R, (z,y) — 22 +y> — 4.

F ¢ la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 1 di equazioni carte-
siane g1 (z,y) = 0.

Identifichiamo f con la funzione

R? — R, (z,y) — bx — 2.

Se (z,y) € EN F, esiste A € R tale che
grad f(z,y) = Agrad g1(x,y), cioe tale che
(5,—2) = A\(2z, 2y), cioe tale che

5=2\z

—2=2\y

22 +y? =4
Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.
Si ha x = %, Yy = —%; quindi
(%)2 + (*%)2 = 4; quindi

_ L0 1s 2 20, aas y 29
29 = 16A?; quindi A2 = 155 quindi A = £5°.
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T2y T v 2 ¢
_ 4 _ _4V29,
Yy 725 29

Per A = —¥Y2 i ha
(z,y) = (—10@ @)

29 29
Si ha quindi

cone (262 +). (5245))

29 729 29 7 29

Sia

g2 :R? — R, (z,y) — 22+ 9> — 1.

Se (z,y) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,y) = Agrad g2(x,y), cioé tale che
(5,—2) = A(2z, 2y), cioe tale che

5=2\x

—2=2\y

1‘2 +y2 =1
Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.
Si han = %, 2y = f%; quindi
(%) + (—%) = 1; quindi

OAN2. s X2 29, i3y 4 29
29 = 4)%; quindi A\* = <7; quindi A = &5
Per A = @ si ha
p—5_2 _ 5 _5/%9

229 V29 29
_ 2 _ _2v/29.

V="V T T

si ha quindi (z,y) = (%7 _%)'

Per)\:—@ si ha

(z,y) = (—55?%)

Si ha quindi

Emc{(wﬁ_N@) <_5@2@>} |
29 29 29 29

Si ha quindi

b {(10@ _4@) (_10@ 4@) (5@ _2@)

29 729 29 7 29 29 29
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(o))

29 7 29
Sihaf V29 V29 V29 V29 /:
10v/29  4v29 ) _ 50v29 | 8v29 __ 58v29 __
f( 29 0~ 29 )_ 20 1T 720 — 29 = 2v29,

f(_lOQ\é@74\2/9279) :_2m7
f (5@ _2@) _ 252\6@+ 4\2/92@ — /29,

29 29
5v29 2v29) _
f(“@*f@?)-——v29

Si ha quindi
max(f) = 2v29 min(f) = —2v/29.

4. Esercizio. Data la funzione
f{(wvy) €R2; $2+y2 S 17 —yﬁxﬁy} —>R,(£C7y) _>2x+3ya

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D il dominio di f.

Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e

minimo
yl
D
1 =
(b) Sia E l'insieme degli estremanti di f.
Sia (z,y) eD.
Si ha
L(w,y) =2#0.
Si ha quindi
EnD=10.

of

La retta y = x interseca la circonferenza z2 442 = 1 nei punti (fg, —
e (2, ¥2).

27 2

)
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La retta y = —x interseca la circonferenza z2 +y? = 1 nei punti (—@, @)
V2 V2

e (%5, —%)

Sia

Fl *](0,0)7 (72a 72)[3

F2 :](070)7 (_727 ﬁ)[a

2
={(z,y) eR% a2+ =1, -2 <o < Y2 y >0},

Si haFr(D) ZFl UFQUFgUF4UF5.

Identifichiamo f con la funzione

R? — R, (z,y) — 2z + 3y.

Sia

g:{(z,y) eR% 0< 2 < %} — R, (z,y) — z—y.

F, ¢ la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 1 di equazioni carte-
siane g(x,y) = 0.

Se (z,y) € EN F, esiste A € R tale che

grad f(z,y) = Agrad g(x,y), cioe tale che

(2,3) = M1,-1);siha2=Xe3 =—-X quindi A\ =2e A = —3; civo &
assurdo.

Si ha quindi

ENnF=0.

Sia

g:{(z,y) € R?% —72 <z <0} —R,(z,y) —z+y.

I ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1 di equazioni carte-
siane g(z,y) = 0.

Se (z,y) € EN F, esiste A € R tale che

grad f(z,y) = Agrad g(x,y), cioe tale che

(2,3) = A(1,1); siha2=Xe 3=\ cio & assurdo.

Si ha quindi

ENnF=10.

Sia

g:{(z,y) € R% —? <z< ?,y>0}—>R,(m,y) — 2?2+ -1

F5 ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1 di equazioni carte-
siane g(z,y) = 0.

Se (z,y) € EN F, esiste A € R tale che

grad f(z,y) = Agrad g(x,y), cioe tale che
(2,3) = A(2z,2) cioe tale che
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2 =2)\x
3=2\y
$2+y2:1
VSRR,
y>0

Per A\=0il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.
Sihaz =1 )\, y= 2)\, quindi

(3)°+ (35)" = L quindi

13 = 4)2; quindi A2 = %, quindi A = :I:@.

Per)\——&ha

i_%ﬁ
=T e
— 3.2 _ 3/13
Y=92y13 = 13 -

Si ha %3173 < ¥2 56 e solo se % < %, cioe se e solo se 8 < 13; quindi

2
2v/13 213
13 7 13

soddisfa il sistema scritto sopra.

Per A = —L si ha
Yy = f§f < 0; non si ottiene quindi alcuna soluzione del sistema scritto

sopra.
213 213
ENF: _ .
: 3C{< 13 7 13 )}
Si ha quindi

2v13 3VI3 AN R
EC{<1313> ©.0), (2’2)’ (‘2’2)} -

Si ha
2v13 3V13)\ _ 4V13 | 9V13 _ 13V13 _ /19
f 13’13)—13+13— 13 — 13,

Si ha quindi

_|_
P )-8 3818

Si ha v/13 > g\[ se e solo se 24/13 > 5\/5; quindi se e solo se 4-13 > 25-2;
quindi se e solo se 52 > 50; cio e vero.
Si ha quindi

max(f) =13 min(f) =0.
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17.2.2 Massimi e minimi di funzioni di tre variabili

1. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:
fiA(@y,z) eRY 22+ 92+ 22 <1} — R, (1,5,2) — 20—y +2

in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione. Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette
massimo e minimo

Sia D il dominio di f.

Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.
(o)
Consideriamo f su D.

Per ogni (z,y, 2) 6[0) si ha

of _

F(z,y,2) = 2.

Quindi (z,y, 2) %B Quindi E C Fr (D).

Si ha Fr (D) = {(z,9,2) € R32? + y* + 22 = 1}. Quindi Fr (D) ¢ una varieta
V di R? di dimensione 2. Sia

g: R — R, (2,y,2) — 22 + 9%+ 22— 1;

la varietd V' ha equazione cartesiana g(z,y,z) = 0. Se (x,y,2) € Fr(D) & un
punto di massimo o di minimo di f, esiste A € R tale che

grad f(z,y, Z) = )\gradg(x, Y, 2);

si ha allora

(2,—-1,1) = \(2z, 2y, 22);

quindi si ha

2 =2\x
—1=2\y
1=2)\z

2242422 =1
Si ha 6 = 4A2; quindi A — i\/?

Per)\:\/gsiha (x,y,2) \/g \/;2@).
Per)\:—\/gsiha (z,y,2 \/% \/;— \/g
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Si ha quindi
o \/5_1\F 1\/5 _\f 1\/5 _1\/E
37 2V32V3)’ 3’2V3 2V3 '

V-
Quindi si ha max(f) = /6, min(f) = —/6.

2. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:

Si ha

[T NI

[y 2)eRY P+ +2° =1} — R, (2,y,2) —z—y+2

in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione. Sia V il dominio di f. L’insieme V & la superficie sferica 22 +
y?+ 22 = 1. Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo
e minimo.

Sia E linsieme dei punti di massimo o di minimo di f. L’insieme V & una
sottovarietd di R3 di dimensione 2. Sia

g:R>*— R, (2,y,2) — 22 + 9% + 22— 1;

la varietd V' ha equazione cartesiana g(z,y, z) = 0.

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, se (z,y,z) € E, esiste A € R tale
che

grad f(z,y, 2) = Agrad g(x, y, 2);

si ha allora

(1,-1,1) = \(2z, 2y, 22);

quindi si ha

1=2\z
—1=2\y
1=2\z

2?2 b2 42 =1

Si ha 3 = 4A2; quindi A = +¥3.
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Per \ = 3 s1hax—% =——=,z=

Per)\:—% sihax=—

s <
N
I
<
N
I
|
S

Si ha quindi

Si ha

f(w*T %) =

(% 7)—_%'
3

Quindi si ha max(f) = = min(f) = —%.

g

. Esercizio. Dire se esistono il massimo ed il minimo della seguente funzione:

fii(z,y,2) e R% 2? +y?+22 <1, o+y+2=0} — R, (z,9,2) — 2—y+2

in caso affermativo, determinarli.

Risoluzione. Sia V il dominio di f. L’insieme V & il cerchio chiuso intersezione
della sfera sferica 22 +1y% +22 < 1 con il piano £ +y+2 = 0. Essendo f continua
e definita su un compatto, f ammette massimo e minimo.

Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f. Sia S = {(z,y,2) €
R 22 +¢y*+22 < lL,o+y+z2z=0}el = {(z,y,2) € R3 2?2 + 9% + 22 =
lL,z+y+2=0}sihaV=SUTL.

Consideriamo f su S. L’insieme S ¢ una sottovarietd di R? di dimensione 2.
Sia

g:{r,y,2) eR* 2* +9y* + 22 <1} — R, (2,9,2) — z+y+2;

la varieta S ha equazione cartesiana g(z,y, z) = 0.

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, se (z,y,x) € EN S, esiste A € R
tale che

grad f(z,y,z) = Agrad g(z,y, 2);

si ha allora

(1,-1,1) = A(1,1,1);

quindi si ha
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1=)
-1=X"
cio & assurdo; si ha quindi ENS = 0.

Consideriamo f su I'. L’insieme I' ¢ una sottovarieta di R? di dimensione 1. Sia
h:R3 — R2 (2,y,2) — (22 +9y2+ 22— Lo+ y+ 2);
la varieta S ha equazione cartesiana h(z,y,z) = 0.

Per il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, se (x,y,z) € E N T, esistono
A, i € R tale che

grad f(z,y, 2) = Agrad hy(z,y, 2) + pgrad ha(x, y, 2);

si ha allora

(1,—-1,1) = M2z, 2y,22) + u(1,1,1);

quindi si ha

1=2Xz+p
—1=2\y+pn
1=2Xz+4+p ;
2yt 422 =1
r+y+z=1
siha A#0e

s

y:;§“;

2=y

sostituendo nella quinta equazione, si ha quindi

1—p 1—p 1—p _ 0.
> T T =0;

quindi
l—-p—-1-p+1-p=0;
quindi
—3u+1=0;
quindi
_1 2
,u:%;sihaquindix:g—fzﬁ:%;
—1-4 _4 9

y = 3 = —3 = — ="

2X 2X 3N

1 2
P —3 3 1

sostituendo nella quarta equazione sopra, si ha quindi
1 4 1.
o tox tox =1

quindi
6 = 9\2;
quindi
A=44/%;
per A\ = \/g si ha quindi
1 /3 _ V6
T=3y2= 6>
__2 /3 _ _2/6
Yy=73y2=""6
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— _ /6.
rT=""6>
_ 2V6.
y==6;
5= V6.

Quindi si ha max(f) = %\/6, min(f) = —%\/6
4. Esercizio. Data la funzione
fA(z,y,2) eR? 22 92 <22 +1, -1<2<1} — R,
(x,y,2z) — bz — 2y + 3z,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D il dominio di f. Essendo f continua e definita su un compatto, f
ammette massimo e minimo.

4

(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.

Sia (z,y, 2) 65.
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Si ha %(x,y, z) = 5 # 0; si ha quindi

END=0.
Sia
Fy={(z,y,2) e R% 22 +¢y? =22 +1, -1 < z < 1},
Fy={(x,y,2) € R? 22+ 9% <2, 2 =1},
F3={(x,y,2) € R? 22 +¢y? <2, 2 = —1},
Fy={(v,y,2) e R3 22 +¢y> =22 +1, 2 = 1},
Fs={(v,y,2) e R3 22 +¢y* =22+ 1, 2= —1}.
SihaFI‘(D):F1UF2UF3UF4UF5.

Sia

g:{(z,y,2) eR?} -1 <z<1} — R, (2,y,2) — 22+ 9> — 22— 1.

F, & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Indichiamo ancora con f la funzione

R — R, (z,y,2) — bz — 2y + 32.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(.’L', Y, Z) = )‘gradg(xv Y, 2)7

cioe tale che (5,—2,3) = \(2z, 2y, —2z), cioe tale che

5 =2z
—2=2\y
3=-2\z
24y’ =22+1
-1<z<1

Per A = 0 il sistema sopra non ha soluzioni. Supponiamo A # 0. Si ha

P D
oy YT T T
Quindi
SY (LN (L3Y
2\ AN 2\ '
quindi
25+1 9 .
402 N2 4x2

quindi 20 = 4\?; quindi A% = 5; quindi A\ = +/5.
_ : __5 _ 1 _ _ 3
Per A = /5, 51hax—2—ﬁ,y——ﬁ,z——2—\/§.
Siha —1< —% in quanto cid equivale a 3 < 2v/5, ci¢ a 9 < 20.
Si trova quindi



72

CAPITOLO 17. SOTTOVARIETA DIFFERENZIALI DI RN

1

— = — __5_ — _3_
Per A = —/5, si ha z = N AR AN
Si ha % < 1 in quanto cid equivale a 3 < 21/5, ci¢ a 9 < 20.
Si trova quindi

E

(@:9,2) = (2 5\}5235) '

S

Si ha quindi

sone (-2 e e )}
2v5° V5 2v5) 7\ 2v5 V5 2V5

Sia ora

g:{(x,y,2) e R3 22 +¢y? <2} — R, (2,9,2) — 2z — 1.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y, z) = Agrad g(z,y, 2),

cioe tale che (5,—2,3) = A(0,0,1).

Si trova 5 = 0; cio e assurdo. Quindi si ha

EﬂF2:®~

Sia ora

g:{(x,y,2) e R3 22 +9y? <2} — R, (2,9,2) — 2+ 1.

F; ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,2) € EN Fj, esiste A € R tale che

grad f(z,y, 2) = Agrad g(, y, 2),

cioe tale che (5,—-2,3) = A(0,0,1).

Si trova 5 = 0; cio e assurdo. Quindi si ha

ENnF;=0.

Sia ora

g: R — R?% (1,y,2) — (2> +y?2 - 22— 1,2 —1).

F, & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, z) = Agrad g1 (z, y, 2) + pgrad ga(2,y, 2),

cioe tale che (5,—2,3) = A\(2z, 2y, —2z) + (0,0, 1),

cioe tale che

5=2\x
—2=2\y
3=-2Xz+p ,

2?2 =22 41
z=1
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cioe tale che
5=2\x

—2=2\y
3=-2Xz+pu
z=1
Per A\ = 0 il sistema sopra non ha soluzioni. Supponiamo A # 0. Si ha

5 1
o YT TN

51" 1\
il ) —9.
() +(3) =
quindi 2 4)\2 = 2; quindi A2 = %; quindi A = :l:%\/z—zg.

PerAz%\/22,51ham—5 5, Y= —2 29,;::1.

Si trova quindi
(e _(\/ 2]

Per)\——q/229,51hax——5 5, y=2 297221.
Si trova quindi
(2,9, 2 ( \/ \/ )
Si ha quindi
2 2 2 2
a9V g YV Rt I B
EHF4C{<5\/29’ 2\ 297 )( %\ 292\ 297 )}

Sia ora

g:R>— R% (2,9,2) — (22 + 92— 22 — 1,2+ 1).

F5 ¢ la sottovarietd differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN F5, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, z) = Agrad g1 (z, y, 2) + pgrad ga(2,y, 2),

cioe tale che (5,—2,3) = A\(2z, 2y, —2z) + (0,0, 1),

cioe tale che

xTr =

Quindi

5=2\x
—2=2\y
3=-2Xz+upu ,

2?42 =22 41
z=—1
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cioe tale che
5=2\x
—2=2\y
3=-2Xz+pu
2 +y?=2
z=-—1

Per A\ = 0 il sistema sopra non ha soluzioni. Supponiamo A # 0. Si ha

5 1

2 2
5 1
R - _2 .
() +(5) ==
quindi % = 2; quindi A% = %9; quindi A = :I:%w/%.

Per A\=1,/2 sihaz=5,/%,y=-2\/%,2=-1

Si trova qllll’ldl
z, Y,z 297 297 .

_ 1 [20 _ 2 . 2, _
Per A= —35/5,sihax=-54/55,y=24/55, 2 = —1.
Si trova quindi
[ 2 [ 2
= -5/—=,24/—=,—-1] .
(I7y’z) (5 297 297 >
Si ha quindi
2 2 2 2
ENF —, =24/ —=,—1 =54/ —=,24/—,—1 .
" 4C{<5\/29’ V 29’ >< \29°2\ 29° )}
Si ha quindi
C{(5_1_3> <_5 1 3)
2v5 V5 2v5) 7\ 25 V5 2v5) ]
5\/3,—2 3,1 .| =5 3,2 3,1 , 15 3,72 3,71 ,
29 29 29 29 29 29

2 2
5y =, 2] =, —1
( o 29’ 29’ )
Si ha

5 1 3 —
7 (5%~ 5 —az) =2V5

Quindi
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‘w

f( ENARAY ) ~2V5,
(5\/%, 2 1) VB8 + 3,
7(-5%.2\/2.1) = —V&+3,
(5323, -1) = VB8 -3,
7 (=5y/%.2/3.-1) = V58 -3,
Si ha 2v/5 < v/58 + 3: infatti cid equivale a 20 < 58 4+ 6+/58 + 9, e cid ¢

Vvero.

Quindi si ha max(f) = v/568 + 3, min(f) = —/58 — 3.

S

5. Esercizio. Data la funzione
fi(z,y,2) eR* 4a? + 49 <22 +1,24y+2=0} — R,
(IE,y,Z) *}2I7y+za

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia
C={(z,y,2) eR} 4> + 4> =22+ 1,2 4+y+2=0}.

Essendo C' intersezione dell’iperboloide 422 + 4y? = 22 + 1 e del piano
x+y+2=0,C &una conica.

Si ha (z,y,2) € C se e solo se
{ 4?2 + 492 = 22 + 1 ciot { 42 + 492 = (—x —y)? +1

r+y+z=1 r+y+z=1 ’
o 32243y —2zy =1
Cloe{a:+y+z:0 .

La conica C' & quindi I'intersezione del iperboloide 42 +4y? = 22 +1 e del
piano x +y + z = 0.

3 -1
-1 3
Quindi nel piano zy la conica 322 +3y? — 22y = 1 & un’ellisse. Quindi nello
spazio zyz il cilindro 322 + 3y — 2zy = 1 & un cilindro ellittico. Essendo
il piano = 4+ y + z = 0 non parallelo all’asse del cilindro, la conica C' &
un’ellisse.

Si ha =8>0.

Sia D il dominio di f; D & la regione del piano z + y + z = 1 limitata
dall’ellisse C'. Quindi D ¢ compatto.

Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.
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(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.
Svolgiamo la seconda parte dell’esercizio in due modi

i. 1° modo.
Sia
Fy={(x,y,2) e R} da? + 42 <22+ 1, 2 +y+ 2 =0},
Fo={(z,y,2) e R* 4x? + 4> =22+ 1, 2 +y + 2 = 0}
Si haD:Flqu.
Sia
g:{(x,y,2) e R3 da? + 4y <22 +1} — R, (v,9,2) — o +y+ 2.
F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.
Indichiamo ancora con f la funzione
R} — R, (z,y,2) — 20—y + 2.
Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,,2) = Agrad g(z, , 2),
cioe tale che (2,—1,1) = A(1,1,1), cioe tale che

Cio e assurdo. Si ha quindi
FENE=0.

Sia

h:R3 — R? (z,y,2) — (da? + 4 — 22 — L,z +y + 2).

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
hg (’I, Y, Z) = 0

hQ(xayv'Z) =0"

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tale che

grad f(z,y,z) = Agrad hi (2, y, z) + pgrad ha(z,y, 2),

cartesiana {
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cioe tale che (2,—1,1) = A(8z, 8y, —22) + (1,1, 1), cioe tale che

2=8\z+p
—1=8\y+p
1=-2Xz+p ,
4o’ +4y? = 22 + 1
z+y+2=0

cioe tale che
2=8\r+pu

—1=8\y+u

—4 = -8 z—4pu ,

4o +4y? =22+ 1

r+y+z2z=0

Sommando i membri delle prime tre equazioni e tenendo conto che
z+y+ 2z =0, si trova —3 = —2p; si ha quindi p = %

Si ha quindi 2 = 8\x + %; quindi 8\x = % Per A = 0 il sistema non
ha soluzioni. Supponiamo A # 0. Si ha x = ﬁ.

Siha —1 =8y + 2; quindi 8A\y = —3. quindi y = —725.

Sihal= —2\z+ 3; quindi 2Az = £. quindi z = .
Si ha quindi

1\? 1\? 1\?
4 — 4l-—) = (= 1:
() () - (&)

1 N 25 1 N
642 6402 16)2

quindi 26 = 4 + 64)\2%; quindi 64\ = 22; quindi A\*> = 22; quindi

quindi

1;

64>
_ V22
A—:l:T.
Per A = @, si ha

8

1 2)
V22 2v22'V22)

-

Per A = —@, si ha

(@2) = (_2\}5’25@’_\/22*2) ‘

Si ha quindi

1 ) 2 1 5 2
ENF; C y ’ s\ T ’ y .
? { (2\/ 22 2v22 v/ 22> ( 2422 2+/22 \/22) }
Si ha quindi

be {(2\}5’_2\%’ ¢223> ’ <_2¢123’2jﬁ’_¢223>} |
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Siha
f —— L)— o1 4 5 1 11 _ 11v23 _ V22

2\/7’ f\ﬁ* 2vas T avas C Vam o o . 222 T 4o
f( 1 _ ) VB

QW’
_f . V22

Qumdl si ha max(f) = Y22, min(f) = —%,
2° modo.

Per quando visto sopra si ha

D ={(z,y,2) e R* 32 +3y* — 22y < 1,z +y+2=0}.

Sia

Fi={(z,y,2) € R? 32> +3y* — 22y < 1, x + y + = = 0},
Fy={(z,y,2) € R? 322 +3y®> — 22y =1, v +y + 2 = 0}.

Siha D = Fy U F5.

Sia

g:{(x,y,2) € R? 322+ 3y? — 22y < 1} — R, (z,y,2) — x+y+2.
Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Indichiamo ancora con f la funzione

R} — R, (z,y,2) — 20—y + 2.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

cioe tale che (2,—1,1) = A(1,1,1), cioe tale che

2=X\x
1=y
1=

Cio & assurdo. Si ha quindi
F1 N E == @ .

Sia
h:R3 — R2 (z,y,2) — (322 +3y? — 2zy, 2 + y + 2).
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F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
hg(z,y,2) =0

ho(z,y,2) =0 ~

Se (x,y,z) € EN Fy, esistono A, i € R tale che

grad f(z,y, 2) = Agrad hy(z,y, z) + pgrad ha(x, y, 2),

cioe tale che (2,-1,1) = A(6z — 2y, 6y — 2x,0) + u(1,1,1), cioe tale
che

cartesiana {

2 = 6Az — 2\y +
—1 =6y —2\z + 4

Il=p )
322+ 3y? —2xy =1
z4+y+2=0

cioe tale che
w=1
6 r —2\y =1

6y — 2z = —2 ,

322+ 3y? —2xy =1

r+y+2=0

Siha 3Ay — Az = —1; quindi Az = 3\y+1; quindi 6(3A\y+1)—2\y = 1;
quindi 18\y + 6 — 2\y = 1; quindi 16\ = —5.

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni. Supponiamo A # 0. Si ha
5

Y= "16x-
Si ha 6 \x — 2)\(—% = 1; quindi 6)\w+g = 1; quindi 6z = g; quindi
1

Si ha quindi

1\? 5\ 1 5
3<m) *3<m) 2(1&) (m)l’

3 n 755 n 10
25622 256A2 25672
quindi 88 = 256A%; quindi 64\? = 22; quindi \? = g—i; quindi A =
V22
g -

Per \ = @,si ha

quindi
= 1 M

bl

( ) ( 1 5 2 )
x,Y,z) = T ) .
Y 2422 2+/22 /22
Per A\ = —@, si ha

(#.9.2) = (2\}525)@\/22*2) '

Poi si procede come nel primo modo.
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6. Esercizio. Data la funzione
f:{(xa:%Z)GRg; 0§2§17x27y2}*>R’
(z,y,2z) — 2z — 3y + 4z,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D = dom(f).
Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.

—

(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.

Sia (z,y, 2) eD.
Si ha %(x,y, z) = 2 # 0; si ha quindi

ENnD=0.
Sia
Fi ={(z,y,2) eR% z=1—-2%—y2 2> 0},
FQZ{(.’IJ,y,Z) €R3; Z:07 $2+y2 <1},

F3={(v,y,2) € R3 2=0, 22 +9*> =1}.

Si ha FI‘(D) = Fl UF2 UF3.

Sia

g:{(x,y,2) e R3 2> 0} — R, (2,y,2) — 22 +y* + 2 — L.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Indichiamo ancora con f la funzione

R? — R, (z,y,2) — 2x — 3y + 4z.
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Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,y,2) = Agradg(z,y, 2),
cioe tale che (2,—3,4) = A\(2z, 2y, 1), cioe¢ tale che

2 =2\x

—2=2\y
4=A

Siha)\:4;quindim:%’y::%7zzl_%_i:ﬂ>0_

1 3 51
Sia

h:{(z,y,2) € R 22 +y? <1} — R, (z,y,2) — 2.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana h(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y, 2) = Agrad g(z,y, 2),
ciot tale che (2,—-3,4) = A(0,0,1).

Si ha 2 = 0; cio ¢ assurdo.

Si ha quindi

Si ha quindi
Enk=0.
Sia
k:R? — R? (1,9,2) — (22 + 3% — 1, 2).
F; ¢ la sottovarietd differenziale di R® di dimensione 1, di equazione
cartesiana k(z,y,z) = 0.
Se (z,y,z) € EN F3, esistono A\, u € R tali che
grad f(z,y, z) = Agrad ks (z,y, 2) + pgrad kx(z, y, 2),
ciot tale che (2,—3,4) = \(2z,2y,0) + 1(0,0,1, 1), cioé tale che

2 =2z
—2=2\y

4=p
z=0

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.
Siha z = %, y= —%; quindi si ha

(1) + (- = 1; quind

(%)2 + (—%)2 = 1; quindi

13 = 4)%; quindi A% = 12; quindi A = +¥13.
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Per A\ = %, si ha o = 1%\/13, y = —1% 13, z = 0; quindi (z,y,2) =
(% V13, —15V13,0).

Per A = —@, si ha x = —12—3\/137 y = 13—3 13, z = 0; quindi (x,y,2) =
(—&V13,+-3V13,0).
Si ha quindi
ENFsC 3\/13 —i\/l?) 0 —3\/13 i\/13 0
’ B ) )

Si ha quindi

Ec{<1 3 51), <123\/ﬁ—f’3\/ﬁ0> <—123\/B133\/ﬁo>} |

4864
Si ha
1 3 51 1 3 51 8418451 7T
PG5 81) =25 +35 +45 = 555 = 15

F(FV13,-5V13,0) — V13;
f(~2 VI3, 3.V13,0) - —vI3.

Si ha 13 < % se e solo se 13 - 162 < 772, cioe se e solo se 3328 < 5928;
cio e vero. Si ha quindi v13 < %.

Quindi si ha max(f) = 7%, min(f) = —v/13.

7. Esercizio. Data la funzione

T

2

z

fi{l@y,2) eRY 2>0,y>0,2>0, 3

+y+ - <1} — R,

(z,y,2) — 3z —4y + 2z,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D = dom(f).

Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e
minimo.
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(b) Sia E linsieme dei punti di massimo o di minimo di f.

Sia (z,vy, 2) eD.
Si ha g—i(:my, z) = 3 # 0; si ha quindi

EmB:(Z).

(z,y,2) ER3 2=0,2>0,y >0, £ +y <1},
(,y,2) eR3 y=0,2>0,2>0, 2+ 2 <1},
(z,y,2) eR} 2=0,y>0,2>0,y+ % <1},
(x,y,z)ERS;$>O,y>0,z>0,%+y+§=1,},
(r,9,2) ER?, y=0,2=0,0<z < 2},

(r,9,2) ER?; 2=0,2=0,0<y < 1},
(
(
(
{
{

2,9,2) ER? 2=0,y=0,0< 2z < 3},

x,y,2) € R3; z2=0,5+y=1,2>0,y >0},

x,y,z)6R3;y:O,g+§:1,x>O,z>0},
,z) ERY 2 =0,y+2=1,9>0,2>0},

DRI E
oS Il
B N Y Y o

83
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Fip = {(270’0)}a
F13 - {(07 1’0)}5
Fi4={(0,0,3)}.

Si ha FI‘(D) =FRMUFUF3UF,UF;UFgUF;UFsU FygU FigU Fip U
Indichiamo ancora con f la funzione

R? — R, (z,y,2) — 30 — 4y + 2.

Sia

g:{(z,y,2) eR3 >0,y >0, s+ty<1} — R, (z,y,2) — 2.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agradg(z,y, 2),
cio¢ tale che (3,—4,1) = A(0,0,1).

Si ha 3 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
ENnF=0.

Sia ora

g:{(z,y,2) eR} 2>0,2>0, £+ 2 <1} — R, (z,y,2) — v.

F, & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agradg(z,y, 2),
ciot tale che (3,—4,1) = A(0,1,0).

Si ha 3 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
EnNF=10.

Sia ora

g:{(z,y,2) €R3 y >0, 2>0, y+3 <1} — R, (r,y,2) — .

F; ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(zx,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN F}, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agrad g(z,y, 2),
ciot tale che (3,—4,1) = A(1,0,0).

Si ha —4 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
EnNn F3 - (Z) .

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 >0,y >0,2>0} — R, (2,9,2) — Sty+5—1z.
Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
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Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agrad g(z, y, 2),

ciot tale che (3,—4,1) = A(3,1, 5).

Si ha 3 = % e —4 = \; quindi A = 6 e A = —4; cio e assurdo; si ha quindi

ENFy=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 0 <2 <2} — R2 (1,y,2) — (v, 2).

F5 & la sottovarieta differenziale di R?® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,z) = Agrad gi(z,y, 2) + pgrad g2 (2, y, 2),
ciot tale che (3,—4,1) = X\(0,1,0) + (0,0, 1).

Si ha 3 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
ENFs=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 0 <y <1} — R? (z,y,2) — (z,2).

Fs ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,2) = Agrad g1 (v, y, 2) + pgrad g2 (7, y, 2),
ciot tale che (3,—4,1) = A\(1,0,0) + (0,0, 1).

Si ha —4 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
ENFs=10.

Sia ora

g:{(z,y,2) e R3 0< 2 <3} — R?, (z,9,2) — (z,9).

F; ¢ la sottovarietd differenziale di R® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1(,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),
cioe tale che (3,—4,1) = A\(1,0,0) + x(0,1,0).

Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENnkF,=90.
Sia ora
g:{(x,y,2) €R3 >0,y >0} — R2 (z,y,2) — (z,§+y—1).

Fg ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
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Se (z,y,2) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,2) = Agrad g1(z,y, z) + pgrad g2(z, y, 2),

cioe tale che (3,—4,1) = A(0,0,1) + u(3,1,0).

Siha 3 =4 e —4 = p; quindi p =6 e = —4; cio ¢ assurdo; si ha quindi

ENFys=0.

Sia ora

g:{(z,y,2) eR3 >0, 2> 0} — R? (2,9,2) — (v, 5+35-1).

Fy ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,2) € EN F, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y,z) = Agrad g1 (z,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),

ciod tale che (3,—4,1) = A(0,1,0) + u(3,0, 3).

Siha3=4el=4%; quindi p=6e p=3;cio ¢ assurdo; si ha quindi

ENnFy=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) € R3 y>0,2>0} — R? (2,9,2) — (v,y + £—1).

Fio & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,2) = Agrad g1(z,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),
cioe tale che (3,—4,1) = A(1,0,0) + (0,1, ).

Siha —4=pel=4%; quindi p = —4 e p=3; cid & assurdo; si ha quindi
ENFig= 0.
Si ha quindi

ECFHUF12UF13UF14={(070,0), (2,070)7 (071,0), ,(0,073)} .

Si ha

f(0707 0) =0;
f(270’ 0) = 6;
f(O7 1, 0) = —4;
£(0,0,3) = 3.

Quindi si ha max(f) = 6, min(f) = —4.

8. Esercizio. Data la funzione

DN | =

fz{(x,y,z)eR?’; £>0,y>0,220, §3x+2y+z§1}HR,

(‘T7yaz)—>x_y+z+3a
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(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D = dom(f).
Essendo f continua e definita su un compatto, f ammette massimo e

minimo. X

N|=

PN
ol

o=

W=

(b) Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.

Sia (z,y, 2) EB.
Si ha %(%y, z) = 1 # 05 si ha quindi

Emf):(ﬂ.

(r,y,2) ER?; 3z +2y+2=1,2>0,y >0, 2> 0},
(z,y,2) ER% 3 +2y+2=12%, 2>0,y>0, 2> 0},
F3={(z,9,2) €ER3 2=0,2>0,y >0, L <3z+2y <1},
(z,y,2) eR3} y=0,2>0,2>0, 5 <3z+2y <1},
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Fs={(z,y.2) eR} 2=0,y>0,2>0,4 <2y+2z<1},
Fs ={(z,y,2) e R* z =0, 3:1:+2yf1:c>0 y > 0},
Fr={(z,y,2) ER% y=0,3c+2=1,2>0,z> 0},
Fs={(z,y,2) R} 0 =0,2y+2=1,y >0, z >0},
Fo={(z,y.2) €R% 2=0,30+2 =1 250,y >0},
Fio={(=z,y, D ERY y=03c+z=1 x>0, z> 0},
Fi = {(z,y,2) €R’ =0, 2y+z—% y>0,z>0},
Fio={(z.5.2) ER% y=0,2=0,} <z <1},

Fis = (x,y,z)eR?’;x:0,2—0,2<y<§},

Fiy = (l',y,Z)ERS;x—O,y—O7%<z<1}7
F15:{(%7070)}a

Fig ={(5,0,0)},

Fi7 = (O,%,O)},

Flgf{(O,Z,O)},

Fi9 ={(0,0,1)},

Fy ={(0,0,3)}.

Si ha FI“(D) FirUFRUF3UF,UF5UFsUF;UFgUFyU FigU Fiq U
Indichiamo ancora con f la funzione

R — R, (z,y,2) — x—y+2+3.

Sia

g:{(x,y,2) ER3 >0,y >0,2>0} — R, (2,9,2) — 3z+2y+2—1.
F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,z) = Agrad g(z,y, 2),

cioe tale che (1,—1,1) = A\(3,2,1).

Sihal=3Xel=\; quindi A = % e A = 1; cio ¢ assurdo; si ha quindi

EnkF=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 >0,y >0,2>0} — R, (2,9,2) — 3x—|—2y—|—z—%.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione

cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,z) = Agrad g(z,y, 2),

cioe tale che (1,—1,1) = A\(3,2,1).

Sihal=3\el=\; quindi A = % e A = 1; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENF,=0.

Sia ora
g:{(z,y,2) R} 2>0,y>0,2 <3z+2y<1} — R, (z,y,2) — 2.
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F; ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN F3, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agradg(z,y, 2),
cio¢ tale che (1,—1,1) = A(0,0,1).

Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENFy;=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 >0, 2>0, % <3zr+z<1} — R, (z,y,2) — v.
F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agrad g(z,y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = \(0, 1,0).

Si ha 1 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
ENnFy=190.

Sia ora

g:{(x,y,2) e R3 y >0, 2>0, % <2y+z<1} — R, (2,y,2) — z.
Fy & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fs, esiste A € R tale che

grad f(z,y,z) = Agradg(z,y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = A(1,0,0).

Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENnFs=0.

Sia ora

g:{(z,y,2) e R%} >0,y >0} — R? (2,9,2) — Bz + 2y — 1,2).

Fs ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fg, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y,2) = Agrad g1 (7, y, 2) + pgrad g2 (v, y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = A(3,2,0) + (0,0, 1).

Sihal=3\e —1=2)\; quindi A\ = % eN= —%; cio e assurdo; si ha quindi
ENFs=0.

Sia ora
g:{(x,y,2) €R3 >0, 2>0} — R?, (2,y,2) — Bx+2—1,y).
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F; ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
Se (z,y,2) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

gradf(‘r7y7z) = /\gradgl(x,y,z) + ngade(xvy?Z)v
cio¢ tale che (1,—1,1) = A(3,0,1) + x(0,1,0).

Sihal=3\Ael=\; quindi A = % e A = 1; cio e assurdo; si ha quindi
ENnF,=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) eR3 y>0,2>0} — R2 (2,9,2) — 2y +2—1,2).

Fy ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,z) € EN Fg, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1 (2, y, z) + pgrad g2(z, y, ),
ciot tale che (1,—1,1) = A\(0,2,1) + u(1,0,0).

Siha —1=2Xel=A; quindi A = —% e A = 1; cio ¢ assurdo; si ha quindi
EnN Fg - 0 .

Sia ora

g:{(x,y,2) €R3 x>0,y >0} — R? (z,y,2) — (3z + 2y — %,z)

Fy & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1 (v, y, z) + pgrad g2(2, y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = A(3,2,0) + (0,0, 1).

Sihal=3\e—1=2)\; quindi A = % e\= —%; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENFy=0.

Sia ora

g:{(z,y,2) ER?} ©>0,2>0} — R?, (2,9,2) — Bz +2—3,9).

Fio & la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fg, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,2) = Agrad g1 (v, y, 2) + pgrad g2 (v, y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = A(3,0,1) + x(0,1,0).

Sihal=3\Ael=\; quindi A = % e A = 1; cio e assurdo; si ha quindi
ENFip=0.

Sia ora
g:{(z,y,2) eR* y>0,2>0} — R (2,y,2) — (2y+2—1,2).
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Fi1 & la sottovariety differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.
Se (z,y,z) € EN F11, esistono A, u € R tali che

gradf(x,y,z) = )‘gradgl(xvyaz) +Mgr3‘d92(m7yaz)7
ciot tale che (1,—1,1) = X\(0,2,1) + u(1,0,0).

Siha —1=2\el=); quindi A = —% e A = 1; cio e assurdo; si ha quindi
ENFp=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) € R % <z< %} — R2, (x,y,2) — (y, 2).

Fyo & la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fia, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1 (2, y, z) + pgrad g2(z, y, ),
cio¢ tale che (1,—1,1) = A\(0,1,0) + (0,0, 1).

Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENFi,=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) € R i <y< %} — R2, (2,9,2) — (7, 2).

Fi5 ¢ la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fi3, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1 (2, y, z) + pgrad g2(z, y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = X(1,0,0) + ©(0,0,1).

Si ha —1 = 0; cio e assurdo; si ha quindi
ENFis=0.

Sia ora

g:{(z,y,2) € R3 % <z<1} — R2% (2,9,2) — (2,9).

F4 & la sottovarietd differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fiy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y, 2) = Agrad g1(z,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),
cioe tale che (1,—1,1) = X\(1,0,0) + x(0,1,0).

Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo; si ha quindi
ENFiu=0.
Si ha quindi

E C Fi5UFigUFi7UFgUFigUFyy =
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1 1 1 1 1
{(37070)3 (630a0)7 (07570)3 7(07170)7 (0,0,1), (03072} .

Si ha

f(l,070) = l;
70,0 =1,
f(07 %70) = _%;
f(07 Z?O) = 1
f(0,0,1) = 1;
£(0,0,3) = 5.

Quindi si ha max(f) = 1, min(f) = —

N[—=

9. Esercizio. Data la funzione

fi{(wy,2) eRY 22 +42 <22 0< 2 <1} — R, (2,9,2) — 22 — 92,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.

(a) Sia D = dom(f).

Essendo D compatto ed essendo f continua, per il teorema di Weierstrass
f ammette massimo e minimo.

Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f.

Sia (z,y, 2) 65.
Si ha

%%(w,y,Z) =z,
aTJ;(l'vyaZ) = _2ya

o
Y (2,y,2) ==

Si ha quindi grad f(z,y,z) = (0,0,0) se e solo se
z=0
—2y=0
z=0
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Quindi se e solo se (z,y,2) = (0,0,0).
Essendo (0,0, 0) §Zlo) si ha

END=0.
Sia
Fi={(z,y,2) e R% 22 + 4> = 22,0 < 2 < 1},
Fy={(z,y,2) e R% z=1,2° + 9> < 1},

F3={(v,y,2) e R3 2=1,22 +¢*> =1}

. F, ={(0,0,0)}.

Si haFr(D) :F1UF2UF3UF4

Indichiamo ancora con f la funzione

R? — R, (z,y,2) — vz — y*

Sia

g:{(r,y,2) eR3 0 <2 <1} — R, (2,y,2) — 22 + 9% — 22

F, & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione

cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che

grad f(l', Y, Z) = )\gradg(:m Y, 2)7

cioe tale che (z,—2y,z) = \(2x, 2y, —2z).

Si ha quindi
z=2\x
—2y =2\y
x=—2\z
?+y? =z
0<zx1l

2

Si ha z = 2\z = 2\(—2\2) = —4)22; essendo z # 0, si ha 1 = —4)\?;

quindi A = —%; cio e assurdo; quindi il sistema sopra non ha soluzioni; si
ha quindi

E N F1 = @ .
Sia ora

g:{(x,y,2) e R3 22 +¢y* <1} — R, (2,9,2) — 2z — 1.

F, ¢ la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che

cioe tale che (z,—2y,z) = A(0,0,1).

Siha z=0e z = 1; cio ¢ assurdo.

ENF=0.

Sia ora
g:R? — R? (z,y,2) — (2 +9y* - 1,2 1).
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Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
Se (x,y,2) € EN Fj, esistono A, u € R tali che
grad f(z,y, 2) = Agrad g1 (v, y, z) + pgrad g2(z, y, 2),
ciot tale che (z, —2y,z) = \(2z,2y,0) + 1(0,0,1).
Si ha quindi

z=2\x

—2y = 2\y

T =p

2+t =1

z=1

Si ha —y = Ay; quindi y(A+1) =0; quindi A\ =00 A = —1.
Per y = 0 si ha 22 = 1; quindi 2 = 41; si trovano i punti (1,0) e (—1,0).
Per A = —1 si ha 1 = 2z; quindi = = %; quindi z = %; si ha i+y2 =

1; quindi 3% = %; quindi y = +¥3. & trovano i punti (%,@,1) e

2
1 V3 1
(2 ’ 2 ) .

Si ha quindi

ENF,C {(1,0,1), (=1,0,1), <;\g§1> (;_?Q} .

Si ha quindi

E C {(1,0,1), (-=1,0,1), <;,\g§,l> , (;,—?,1) , (0,0,0)} .
Si ha
f(0,0,0) =0,
f(1,0,1) =1,
£(=1,0,1) = —1,

10. Esercizio. Data la funzione

fi{(zy.2) e R a® + % + 222 <4} — R, (z,y,2) — ||+ [y + |2/,

(a) dire se f ammette massimo e se f ammette minimo;

(b) in caso affermativo, determinare il minimo ed il massimo di f.

Risoluzione.
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(a) Sia D = dom(f).

Essendo D compatto ed essendo f continua, per il teorema di Weierstrass
f ammette massimo e minimo.

(b) Sia
Dy ={(z,y,2) eR* 2>0,y>0,2>0, 2% +y> + 222 <4} .

Per ogni (xaf%z) € D, si ha (|$|7 |y|a |Z|) €Dje f(x,y7z) = f(|$‘, |y|7 |ZD
Da cid segue che f(D) = f(D1); quindi f|D; ammette massimo e minimo
e si ha max(f) = max(f|D;) e min(f) = min(f|D;). Possiamo quindi
determinare il massimo ed il minimo di f|D;.
Per ogni (z,y,2) € Dy si ha f(x,y,2) =2 +y+ 2.
Sia E l'insieme dei punti di massimo o di minimo di f|D;.
Sia (z,y, 2) 651.
Si ha
@,y 2) =1#0.
Si ha quindi
EnpDi=0.
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Sia

F ={(z,y,2) € R >0,y >0, z>0 22 +y? + 222 =4},
F={(z,y,2) e R* >0,y >0, x +y% <4, z=0},
Fy={(z,y,2) e R3 >0, z >0, :c +222 <4,y =0},
Fy={(z,y,2) e R* y >0,z >0, y*> + 222 < 4, x =0},
Fs={(z,y,2) eR* 0<x<2,y=0, z=0},
Fg:{(x,y,z)€R3;O<y<2,x=0,z:0},
F7:{(x,y,z)€R3;0<z<\/§,x:0,y:0},
Fs={(z,y,2) e R3 >0,y >0, x +y? =4, 2 =0},
Fy={(z,y,2) e R* y >0, z >0, ¢ +2z =4, =0},
Floz{(x,y,z)€R3 r>0,2>0, 224222 =4, y =0},
Fi = {(070’0)}a

Fip = (270’0)}5

FlB*{(072aO)}a

Fiy = {(0707 \/§>}

Si ha FI‘(D) =FRUFUFUF,UFsUFgUF;UFsU FygU FigU Fip U
Indichiamo ancora con f la funzione

R — R, (z,y,2) — 2 +y+ 2.

Sia

g:{(z,y,2) €eR* >0,y >0,2>0} — R,(v,y,2) — 22+ 9%+
222 — 4.

Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,z) € EN F, esiste A € R tale che

grad f(z,y,2) = Agrad g(z, y, 2),

cioe tale che (1,1,1) = A(2z, 2y, 4z).

Si ha quindi

1=2\z
1=2\y
1=4\z

22+ +222=4
z>0,y>0,2>0

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.

Sihax:%,y:%,z:ﬁ.
Si ha quindi
1o L I
(ﬁ) "‘(5) +2(a) =4,
cioe
1 1 1
E_FN_FWZZL;

si ha quindi % = 4; quindi A% = %; quindi A = i,/g% = ii\/g.
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Per A=1\/3sihac =144 \/2=2/2 =20,y = 2VT0, 2 = LVID;
quindi si trova il punto

(im,ﬁmém) |

Per A = —%\/g si ha z < 0; quindi nessuna soluzione del sistema.
Si ha quindi
2 2 1
ENnk C { (5\/ 10, 5\/10, 3\/ 10) } .

Sia ora
g:{(x,y,2) ER3 2>0,y>0,22+y?> <4} — R, (z,y,2) — 2.
Fy & la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.
Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,y,z) = Agrad g(z,y, 2),
cio¢ tale che (1,1,1) = A(0,0,1).
Si ha 1 = 0; cio e assurdo.
ENn=10.

Sia ora
g:{(z,y,2) eR* 2>0,2>0, 22+ 222 <4} — R, (z,y,2) — v.
F; & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.
Se (z,y,z) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,y,2) = Agrad g(z, y, 2),
cioe tale che (1,1,1) = A(0,1,0).
Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo.
EN F3 - @ .

Sia ora
g:{(z,y,2) eR%* y>0,2>0,9>+22° <4} — R, (2,y,2) — =
F, ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 2, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.
Se (z,y,2) € EN Fy, esiste A € R tale che
grad f(z,y,2) = Agrad g(z,y, ),
cioe tale che (1,1,1) = A(1,0,0).
Si ha 1 = 0; cio e assurdo.
ENFE,=0.
Sia ora
g:{(z,y,2) eR3 0<x <2} — R2% (2,9,2) — (v, 2).
Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
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Se (z,y,2) € EN Fs, esistono A\, u € R tali che
grad f(z,y,2) = Agrad g1(x,y, z) + pgrad g2 (z, y, 2),
ciot tale che (1,1,1) = A(0,1,0) + u(0,0,1).
Si ha 1 = 0; cio e assurdo.

ENnFs=0.

Sia ora
g:{(x,y,2) €R3 0<y<2} — R? (z,y,2) — (z,2).
Fs & la sottovarieta differenziale di R? di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
Se (z,y,z) € EN Fg, esistono A\, u € R tali che
grad f(z,y,2) = Agrad g1(x,y, z) + pgrad g2(z, y, 2),
ciot tale che (1,1,1) = A(1,0,0) + x(0,0,1).
Si ha 1 = 0; cio e assurdo.
ENFs=0.

Sia ora
g:{(z,y,2) €R? 0< 2 <V2} — R2 (z,y,2) — (2,7).
F; ¢ la sottovarieta differenziale di R® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.
Se (z,y,z) € EN Fyr, esistono A\, u € R tali che
grad f(z,y,z) = Agrad g1 (z,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),
cioe tale che (1,1,1) = A(1,0,0) + x(0,1,0).
Si ha 1 = 0; cio ¢ assurdo.
ENF;,=0.

Sia ora

g:{(x,y,2) €R3 x>0,y >0} — R? (z,y,2) — (2% +y* — 4, 2).

Fy ¢ la sottovarietd differenziale di R® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,2) € EN Fg, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y,z) = Agrad g1 (z,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),

ciot tale che (1,1,1) = A(2z, 2y,0) + u(0,0,1).

Si ha quindi

1=2\x
1=2\y
I=p

2 +y?=4
z=0
z>0,y>0

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.

; =1 =1
Sihaz =55, y= 55

Si ha quindi
1

2\

(55 + (G5 =4,
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cioe
1 n 1 _4.
4X2 04X

si ha quindi # = 4; quindi A% = %; quindi A = i\/g = iﬁ.

Per \ = ﬁ si ha x = %-2~\/§=\/§, y = V/2; quindi si trova il punto
(V2,v2,0).

Per A = —2%/5 si ha < 0; quindi nessuna soluzione del sistema.

Si ha quindi

ENFyC {(x/iﬁo)} .

Sia ora

g:{(x,y,2) e R3 y>0,2>0} — R? (v,y,2) — (y* + 222 — 4,1).
F,y ¢ la sottovarieta differenziale di R?® di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(x,y, z) = 0.

Se (z,y,z) € EN Fy, esistono A\, u € R tali che

grad f(z,y,2z) = Agrad g1(x,y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),

cioe tale che (1,1,1) = A(0, 2y, 4z) + (1, 0,0).

Si ha quindi

=
1=2\y
1=4)\z

y? 4222 =4
z=0
y>0,2>0

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.
. _ 1 _ 1

Slhay—ﬁ,z—ﬂ

Si ha quindi

19 Lo
(5) +2(ﬁ) =4,
cioe
1 1

e Tae b

si ha quindi 25 = 4; quindi A? = 2; quindi A = +,/2 = ii\/g.

Per A = i\/gsi ha y = %-4-@2% 6, z = %\/6, quindi si trova il
2 1

punto (0,5 6, 5 6).

Per A = —%\/g si ha y < 0; quindi nessuna soluzione del sistema.

Si ha quindi

EmF9C{<O,§\/6,;\/6)} .
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Sia ora

g:{(z,y,2) eR3 >0, 2> 0} — R? (z,y,2) — (22 + 222 — 4,y).
Fip & la sottovarietd differenziale di R3 di dimensione 1, di equazione
cartesiana g(z,y, z) = 0.

Se (x,y,z) € EN Fyp, esistono A, u € R tali che

grad f(z,y,z) = Agrad g1 (2, y, 2) + pgrad g2(z, y, 2),

ciot tale che (1,1,1) = A(2z,0,42) + ©(0,1,0).

Si ha quindi

1=2\z
l=pn
1=4Xz

22 +222=4
y=0
z>0,2>0

Per A = 0 il sistema non ha soluzioni; supponiamo A # 0.

i - 1 - L
Sihaz =55, 2= 5.

Si ha quindi
Lo Lo
2 =4
(55 +2(5) =1,

cioe
1 1

e Tpe

8\2
si ha quindi & = 4; quindi \? = 3%; quindi A = :I:\/?)—?2 = :ti\/g.

Per \ = %\/gsi ha z = %-4-\/g:% 6, z = 1v/6; quindi si trova il
punto (%\/6,0,% 6).

Per A\ = —i\/g si ha # < 0; quindi nessuna soluzione del sistema.

Si ha quindi

ENFyC {(;V@,o,;/é)} .

Si ha quindi

Ec {(gmim ;\/@ (Va.vz0), (07?))\@, ;/6) ,

(2\/6,0, :1,)\/6> , (0,0,0), (2,0,0), (0,2,0), (0,0, \@)} .
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£ (2v6,0,1v6) = V6,

f(0,0,0) = 0,

) f((230a0) =2,

£(0,2,0) =2,

B f<0’07\/§) = \/5

Si ha quindi max(f) = V10 e min(f) = 0.
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Capitolo 18

Equazioni differenziali

18.1 Equazioni del primo ordine

18.1.1 Problemi di Cauchy per equazioni del primo ordine

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ Z(lz);/? ’ (z,y) € [0, +o0[x]0, +o0] .

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ di tipo normale ed & assegnata su
D = [0, +00[x]0, +00].

L’equazione & equivalente a y’ = /x,/y; il problema di Cauchy equivale all’e-
quazione implicita di incognita y(z) com soluzioni tali che 1 € dom(y),

yl z
—dt:/ Vitdt, rz>0,y>0,
=

cioe ”
1Y 2.3
[Qtﬂ =|-tz| , 2>20,y>0,
1 3 1
cioe 5 5
2\/§—2:§v$3—§, t>0,y>0,
cioe 5 4
2\/§:§\/I3+§, z>0,y>0,
cioe . 5
\/gzg\/l?"_g, x207y>07
cioe

1 2\?

103
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Si trova quindi la funzione
1 2\ 2
¢ : [0, +oo[— R,z — (3@%— 3> .
2. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
y/ =
{ y(1) =

Risoluzione. L’equazione differenziale e di tipo normale ed & assegnata su

N <y

D =] — 00, 0]x] — 00, 0[U[0, +00[x]0, +o0[ .

Possiamo considerare il problema di Cauchy assegnato su [0, +o00[x]0, +o0[; l'e-
quazione ¢ equivalente a y’ = %; quindi e un’equazione a variabili separabili
univoca.

1l problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(z) com
soluzioni tali che 1 € dom(y),

Yy xT
/\/%dt:/ Vidt, ©>0,y>0,
2 1

cioe
37Y 3]
t3 t2
| =5, 20,y>0,
2 2 2 1
cioe
y? —28 =g2 -1, 2>0,y>0,
cioe
yi =28 4+2v2-1, 2>0,y>0,
cioe
2
y:(x%+2\/§—1)3, 2>0,y>0;
cioe

ol

y:(z%+2\/§—1) . z>0,ycR.

Si trova quindi la funzione

Wl

v :[0,+o0[— R,z — (x% —1—2\/5—1)
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Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

S

Risoluzione. L’equazione differenziale € di tipo normale ed & assegnata su
D =R*xR.

La soluzione del problema di Cauchy e definita su un intervallo contenente 1;
possiamo quindi supporre xz €]0, +oo[. L’equazione differenziale ammette la
soluzione costante

— ‘@w

10,+00c[— R,z — 0

la soluzione del problema di Cauchy assume in 1 un valore strettamente posi-
tivo; per il teorema sull’unicita della soluzione di un problema di Cauchy, la
soluzione del problema di Cauchy & sempre strettamente positiva. Possiamo
quindi supporre y €]0, +o0].

Il problema di Cauchy assegnato ¢ quindi equivalente al problema di Cauchy

{ Z(lz);? . (2,y) €0, +00[x]0, +o0] -

L’equazione & a variabili separabili univoca; il problema di Cauchy equivale
all’equazione implicita di incognita y(z) com soluzioni tali che 1 € dom(y),

Y1 1
S dt = ——dt, >0,y>0,
1t 1t

cioe ’
1
[—J =[-logt]], >0,y>0,
1
cioe 1
——+4+1=—logx, =>0,y>0,
Y
cioe

1
—=logx+1, z>0,y>0.
Y

La condizione y > 0 equivale a quindi i > 0; quindi a logz + 1 > 0; quindi a
logx > —1; quindi a = > %

Il problema di Cauchy sopra ¢ quindi equivalente a

1 1
—=logzx+1, z>-,yeR.
Yy e

Perx>%sihalogx+17é().
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Quindi il problema di Cauchy sopra e equivalente a

1

1
= >-, yeR.
Y logx + 1 . e 4

Si trova quindi la funzione

1

! + — R,z —
i =, 40 x _—
L ’ logx +1

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y =sinzeY
y(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale e di tipo normale ed & assegnata su
R x R. L’equazione ¢ a variabili separabili univoca; il problema di Cauchy
equivale all’equazione implicita di incognita y(x) com soluzioni tali che 0 €
dom(y),

Yy x
/ eftdt—/ sintdt, r€R,yeR,
0 0

cioe

—[e*t}g:—[cost]g, zeR, yeR,
cioe

eY—1=cosz—1, z€R, yeR,
cioe

e YV=cosz, z€R, yeR.

Essendo e™¥ = cosz, si ha cosz > 0; cio equivale a 3k € Z tale che —5 + 2km <
x < § + 2km; poiche si cercano soluzioni y(x) tali che 0 € dom(y) la condizione
sopra equivale a —5 <z < 7.

L’equazione implicita sopra ¢ quindi equivalente a

7r ™
e Y =cosz, —§<x<§7y€R,
cioe
T T
—y = logcosz, 75<x<§,y€R,
cioe

™ T
y = —logcosz, —3 <z< 5 yeR.
Si trova quindi la funzione

@:}—%,%[HR,x—)—logcosx.
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Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ Yy =@+ +1)
y(0)=0

Risoluzione. L’equazione differenziale € di tipo normale ed & assegnata su
R x R. L’equazione ¢ a variabili separabili univoca.

Il problema di Cauchy assegnato

"= (z+ 1) +1)
{;@—0 Y , (z,y) eRxR

¢ equivalente al problema di Cauchy

1 !
Ly =t
{ile ™ ewerxm.

Tale problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(x) com
soluzioni tali che 0 € dom(y),

/ dt:/ (t+1)dt, (2,9) ER xR,
0 0

241
cioe
1 x
[Arctgt]y = [2t2 + t} , (z,y) eRxR,
0
cioe 1
Arctgy = §z2 +z, (z,y) e RxR.
Si ha
Arctgy €] — Z, Z[; quindi possiamo supporre —% < 12?2+ < I.

Siha —Z < 222 + 2 < Z se e solo se —m < 2% + 22 < T, ciod se e solo se
2242 —-7<0

{ 2+ 20 +7>0 "

11 polinomio x2 + 2z 4 7 ha discriminante A tale che % = 1—7 < 0; si ha quindi

per ogni € R, 22 + 22 + 7 > 0. Il sistema sopra ¢ quindi equivalente a

22 4+22 -7 <0;quindia —vV7T+1-1<z<+m+1-1

L’equazione implicita sopra ¢ quindi equivalente a
1
Arctgy = 5352—1—30, —Vr+l-l<zx<vVrn+1l-1,yeR.

Per quanto visto sopra, la condizione —v/7+1—1 < z < /7 + 1 — 1 implica
—I<i?+a <l
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L’equazione implicita sopra ¢ quindi equivalente a
1
y:tg<2x2+x), —VvVr+l-1l<z<vm+1l-1 yeR.

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

1
(p:]—\/ﬂ'—l—l—l,,\/ﬂ'-‘rl—1[—>R,$—>tg<2$2+$) .

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' =sinzcos?y
y(0) =0
Si chiede di non utilizzare formule che diano direttamente | sin?tdt, con a # 1,
o simili.
Risoluzione. L’equazione differenziale € di tipo normale ed & assegnata su
R x R. L’equazione ¢ a variabili separabili univoca.
Si ha cosy = 0 se e solo se esiste k € Z tale che y = 5 + k.
Per ogni k € Z

<pk:R—>R,x—>g+k‘7r

& soluzione dell’equazione differenziale y' = sin? z cos? .
In particolare

7r

vo:R— R,z — -

2
e
7r
-1 :R—>R,az—>—§
sono soluzioni dell’equazione differenziale y’ = sin? z cos? y.

Per il teorema di unicita della soluzione del problema di Cauchy, se ¢ e la

-

soluzione del problema di Cauchy assegnato, essendo ¢(0) = 0 €] — T, Z[, per

ogni = € dom)y si ha ¢(z) €] — &, Z|.

Il problema di Cauchy assegnato

I 2 2

& quindi equivalente al problema di Cauchy

{ y' = sin® z cos? y

™ ™
y(0) =0 , xER,—§<y<§.
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Tale problema di Cauchy e equivalente al problema di Cauchy

1 / i 02
cosZyy = S ER, —Z<y<=
{y(O):O P PSR Ty sYs o

Tale problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(x) con
soluzioni tali che 0 € dom(y),

v o1 z
/ dt:/ sintdt, x€R, —E<y<7r
0 0

cos?t 2 2’
cioe v (2t)
— cos ™ T
[tgﬂg:/o fdt, reR, —5<y<§,
cioe z
1 1 . ™ 7r
tgy—|:2t451n(2t):|0dt, ﬁCGRy 7§<y<§’
cioe 1 1
. ™ T
tgy = ixfzsm(Qx), z € R, 5 SY<g
cioe 9 (2
Arctgtgy = Arctg %11(35)7 TER, —5 <y< g ’
cioe
2z — sin(2z)

y = Arctg , xER,—g<y<g,

4

La soluzione del problema di Cauchy e quindi

2z — sin(2z)

p:R— R,z — Arctg 1

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
’ y2+1

(1
y(0) =1

Si esprima la soluzione (massimale) ¢ nella forma ¢ : U — V,z2 — T{z}
esplicitando gli insiemi U e V e l'espressione T {z}.

Risoluzione. L’equazione differenziale e di tipo normale ed e assegnata su
R x R*. L’equazione ¢ a variabili separabili.

Il problema di Cauchy assegnato

{ y = Vi

Yy , T€R, yeR”
y(0) =1
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e equivalente al problema di Cauchy

;_ VYRl
oy , z€R, ye€|0,4o0[.
y(0) =1

Tale problema di Cauchy ¢ equivalente al problema di Cauchy

v =1
{ y\/(O;"‘_1 . , z€R, ye€l0,4o0|.

Tale problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(x) con
soluzioni tali che 0 € dom(y),

Yy t €z
7dt:/ dt, zeR,ye€l0,+o0f,
/1 Vit 41 0 ] |
cioe L
5/ (2 +1)"22tdt =z, z€R, y€|0,+oo],
1
cioe ”
1| +1)7 |
5 # =z, z€R,yel0,+oo],
2 1
cioe
Vi2+1-V2=2z zeR,ye|0,+o0,
cioe

ViP+1=vV2+z, z€R, y€|0,+oo].

Se y(z) ¢ soluzione, si ha v/2 + 2 > 0; quindi 2 > /2.

Quindi ’equazione implicita sopra € equivalente a

Vi2+1=V2+42z, x€[—V2 +oof, y €0, +o0[,
cioe a
v +1=(2+12)% x€[-V2 +oo, y €0, +oof,
cioe a cioe a
= (V2+2)2 -1, xc[-V2,4o0], y €0, +oo] .
Se y(x) & soluzione, si ha (v/2 4+ 2) —1 > 0. L’equazione si secondo grado
(V2 +x) — 1 =0 & equivalente a v/2 + 2 = +1; ha quindi soluzioni —v/2 — 1 e

—v2+1. Siha quindix<f\@flox>fﬁ+l. Essendo = > ,ﬁ’ si ha
z>—v2+1.



18.1.

EQUAZIONI DEL PRIMO ORDINE 111

Quindi I’equazione implicita sopra e equivalente a
¥ =W2+2)?2 -1, z€]—V2+1,400], y €]0,400[,

cioe a

y=+\Va2+V2r+1, z€—v2+1,+00[, y €0, +00[ ,

cioe, essendo y > 0 a

y=\a2+V2r+1, x€—V2+1,+00], y€]0,+oo],

La soluzione del problema di Cauchy e quindi
0:]—vV24+1,+00],— R,z — \/22 + 2z +1.

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

o 1
{ Y =31
y(l—e)=—V2

Si esprima la soluzione (massimale) ¢ nella forma ¢ : U — V,2 — T{z}
esplicitando gli insiemi U e V e l'espressione T {z}.

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ di tipo normale ed ¢ assegnata su
(R—{1}) x R*. L’equazione ¢ a variabili separabili.

Si ha 1 — e < 1; essendo il dominio della soluzione un intervallo e dovendo tale
intervallo contenere 1 — e, possiamo supporre x < 1.

Dovendo essere la soluzione sempre diversa da 0 e assumendo il valore —v/2 < 0,
possiamo supporre y < 0.

Il problema di Cauchy assegnato

¥ = tp .
{y(l—yé):l)—ﬁ , zeR-{1}, yeR

¢ equivalente al problema di Cauchy

Y = 5o
y(z—1 <1, y<0.
{yu—@=ﬂ@’ e

Tale problema di Cauchy e equivalente al problema di Cauchy

y =5
z 1 .
{yu—a=—¢2’ rebyso
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Tale problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(x) con
soluzioni tali che 1 — e € dom(y),

Yy z 1
/ tdt:/ ——dt, z<1,y<0,
-2 1met—1

cioe )
1 P
{tﬂ =[loglt-1]]j_,, z<1,y<0,
2 1l
cioe )
§(y2—2):log(1—x)—loge, r<1l,y<0,
cioe
v —2=2log(l—2)—2, z<1,¥<0,
cioe

y?=2log(l—z), z<1,y<0,
Se y(x) & soluzione, si ha log(1 — x) > 0; quindi 1 — z > 1; quindi = < 0.
Quindi ’equazione implicita sopra € equivalente a

y* =2log(l —z), =<0,y<0,

cioe a
y==xy2log(l—2z), x<0,y<0,
cioe a

y=—v2log(l—2z), x<0,y<0.

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

v:] —00,0,— R,z — —/2log(1l —z) .

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Y = 3(1-y?)
y(1)=0

Si esprima la soluzione (massimale) ¢ nella forma ¢ : U — Vo — T{z}
esplicitando gli insiemi U e V e l’espressione T {z}.

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ di tipo normale ed ¢ assegnata su
R* x R. L’equazione ¢ a variabili separabili.

Si ha 1 > 0; essendo il dominio della soluzione un intervallo e dovendo tale
intervallo contenere 1, possiamo supporre x > 0.
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Il problema di Cauchy assegnato

/_ 3(1—y°)
y( ¢ , teR" yeR
y =

—_
~—

¢ equivalente al problema di Cauchy

Y = 3(1-y?) 0 R
z , >0, yeR.
y(1) =0 rony

3(1—y? . .
% ha le soluzioni costanti

L’equazione differenziale vy’ =
¢1:]0,+oo[— R,z — 1

e

2 :]0, +o0[— R,z — —1.
Dal teorema di unicita della soluzione di un problema di Cauchy, segue subito
che il problema di Cauchy sopra ¢ equivalente al problema di Cauchy

{ i 0, -1 1
x ) T > , 1<y < ’
y(1) =0

cioe a
/ 3

r x>0, -1<y<l.

—

=
|

¥
y(1)
Tale problema di Cauchy equivale all’equazione implicita di incognita y(x) con
soluzioni tali che 1 — e € dom(y),

/y LI /wldt >0, -1l<y<l1
— —_ x —
0 1—t2 1 t 9 9 y 9

L |
—/ ﬁdt:?)[logt]f, >0 —-1l<y<l1.
, 12—

cioe a

Esistono A, B € R tali che
1 _ A, B
t2—1 7 t—1 t+1°

Sihal=A(t+1)+B(t—1).
Per t = 1 si ha 1 = 24; quindi A = % Per t = —1 si ha 1 = —2B; quindi

_ 1
B=-1.

Quindi
1

1 11 1.1
2—1 — 2t—1 2t+1°

L’equazione implicita sopra diventa

Y 1 11 11
/o<t2—1 2t —1 2t+1> logtly, >0, -1<y<l,
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cioe
1
—i[log|t—1|—log|t+1|]g:3logx, x>0, -1l<y<l1,
cioe
1 t—1|1Y
—Z |log | —= =31 -1 1
2{og’t+1 ]0 3logz, x>0, <y<l1,
cioe
Liog |41 53 >0, ~l<y<l1
——log|=——| =3logz, =« — ;
D) gy+1 g T, , Yy ;

essendo —1 < y < 1, si ha % < 0; quindi ’equazione implicita sopra diventa

1 1—
—ilogﬁ:?)logx, x>0, -1<y<l;

quindi equivalente a

1—y
—log =6logz, >0, -1<y<l1;
1+y
cioe a
1
logl—i_iy:(ilogx, x>0, -1l<y<l;
-y
cioe a
1
log%zlogmﬁ, >0, -1<y<l1;
cioe a
1
ﬁ:xc’, x>0, -1l<y<l1;
I—y
cioe a
l+y=2%—2%, >0 -1<y<1;
cioe a
y(14+25 =2°-1, 2>0 -1<y<1;
cioe a
Lt >0, -1<y<l1
= — €T —_ N
y 1+x67 ) y b

La soluzione del problema di Cauchy e quindi

1—2ab

QD }O,+OO[_> R,CU — m .
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18.2 Equazioni di ordine superiore al primo

18.2.1 Problemi di Cauchy per equazioni di ordine superiore
al primo

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y// _ y/2 +1
y(0) =0
y'(0)=1
Risoluzione. Poniamo
2=y .

Se la funzione y(z) ¢ soluzione del problema di Cauchy assegnato, allora la
funzione z(z) ¢ soluzione del problema di Cauchy

2 =22+1
{Z(O)zl (z,2) e RxR,
cioé

ZzilZl:l (z,z) e R xR
z(0)=1 ’ '

Tale problema di Cauchy ¢ equivalente all’equazione implicita con soluzioni z(x)
tali che 0 € dom(z),

z 1 x
/ dt:/dt(x,z)eRxR,
1 0

t2+1
cioe
[Arctgt]; = [y]; (z,2) e Rx R,
cioe
Arctgz — Arctgl =z (z,2) e Rx R,
cioe

Arctgz:g—&—x(x,z)eRxR.

Se z(x) & soluzione, si ha
T < T ta< Dl
B
2 4 27

cioe

3 < <7r
——r << —.
4 4

L’equazione implicita sopra ¢ quindi equivalente a

3
Arctgz:%+x —171'<1‘<£,Z€R,
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cioe a 3
T ™
z-tg(z—km) —17T<1‘<Z,Z€R.

Si ha quindi
] 3ol [— R,z —t (7T + )
z:|——-m -7 x —+z).
1™ ’ 841
La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy assegnato se e solo
se ¢ soluzione del problema di Cauchy

’_ T 3
{y t:gg4+x) ,—77r<x<z,y6R.

y(0) 4 4

Per ogni = €] — 3x, 17|, si ha quindi
T Tsin(Z +t)
T) = t—+tﬁ:/——i——ﬂ=
y(@) /0 g(4 ) o cos(§ +1)

(—sin(% +1)=-— [log | COS(Z +t)|}z =

1
)—i—logcos% = —log cos(z + E) +log — =

4 V2
T 1
-1 —)—-log2.
ogcos(x+4) 5 log

La soluzione del problema di Cauchy e quindi la funzione

3 1 1
v - ZW,ZW[—> R,2 — —logcos(x—i—%) - §1og2.



Capitolo 19

Equazioni differenziali lineari

19.1 Equazioni del primo ordine

19.1.1 Problema di Cauchy per un’equazione del primo ordine

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

v=ghra
{y(O)—O , x>—1.

Risoluzione. L’equazione differenziale si puo scrivere

/

y = y+ad o> 1.

ozl
Si tratta quindi di una equazione differenziale lineare del primo ordine assegnata
su|—1,+o0[.

Una primitiva della funzione %ﬂ ¢ la funzione

a(z) = —log(z+1) .
Si ha
eloe@t a3 = (z 4 1)2° = 2t + 2.
Si ha
[(z* +a%)do = L5 + 12t + e

Una primitiva della funzione €'+ 23 & quindi la funzione

1, 1,
x)=—x°+ —x".
Ba) = 22+
Per ogni ¢ € R si ha
—log(z+1) (1,5 4 1.4 _ 1 (1,5, 1.4 _ .1 1 a® 1_at
em 108D (2% + Jat + o) = ;7 (320 + pt o) = e 3T T 1o

117
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L’integrale generale dell’equazione differenziale ¢ quindi

1 +1 z° +1 4
T+l 5r41l Adz+1

y(r) = ceR.

Si ha y(0) = 0; quindi ¢ = 0.
La soluzione del problema di Cauchy e quindi

(z) = 473 + 5t
= 90w+ 1)

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y =2xy—=x
y(0) =1

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ una equazione differenziale lineare del
primo ordine assegnata su R. La soluzione del problema di Cauchy & quindi
p:R— R, con

() = ef: 2t dt (f()m - fO” 2tdt(—u) du + 1) — oo (fox equ(iu) du + 1) _
o (1 e Camdurt) = (3 [en] 1) = (e 1) +1) -

2 2 2
ol O 1y _ 1. 1
e (26 +2>—2e + 3.

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' = (sinx)y + sinx
y(0) =1

Risoluzione. L’equazione differenziale &€ una equazione differenziale lineare del
primo ordine assegnata su R. La soluzione del problema di Cauchy e quindi
p:R— R, con

(p(l‘) _ €f0 sint dt (fox eifo Sintdtsinudu+ 1) _

emcosTHL(fFecosu=sinudu + 1) = e s (= [Fecost(—sinu) du+ 1) =

e~ cosz+1 (_ [ecosu—l]t 4 1) —e cosz+1 (_ecosm—l +14+ 1) = ¢~ cosz+1 _ 1
0 .

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y =ysinx
y(0) =1

Risoluzione. L’equazione differenziale & una equazione differenziale lineare del
primo ordine assegnata su R. La soluzione del problema di Cauchy e quindi
p:R— R, con

o(x)=1- eJo sttt _ leosts _ g1-cosa
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Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{vom

Risoluzione. L’equazione differenziale & una equazione differenziale lineare del
primo ordine assegnata su R. La soluzione del problema di Cauchy e quindi
p:R— R, con

ot dt 2
p(z) = efo =et,

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Risoluzione. L’equazione differenziale & una equazione differenziale lineare del
primo ordine assegnata su R.

Una primitiva di 22 & la funzione

alz) = -z .

Si ha
—1g8 2 — 13 2 — 13
e 3% 2x°der = -2 [ e 3% (—z°)dr = -2 3% +c.

una primitiva della funzione e~ 577222 & quindi la funzione
Bx) = —2¢7 57"
L’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale y' = 2%y + 222 & quindi

1.3

y(z) = e3” (e_%"’33 + C) =ces™ — 2,

al variare di ¢ in R.
Per la soluzione del problema di cauchy, si ha ¢ — 2 = 0;quindi ¢ = 2.

la soluzione del problema di cauchy ¢ quindi

@:R—>R,x—>2€%$3—2.
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19.2 Sistemi di equazioni differenziali lineari

19.2.1 Integrale generale per i sistemi di due equazioni

1. Esercizio. Determinare un integrale generale reale del seguente sistema di
equazioni differenziali lineari di incognita (z(t), y(¢)):

¥=x—y
y =t
Risoluzione. §Si tratta di un sistema lineare non omogeneo a coefficienti
costanti.
Le soluzioni di 3’ = ¢ sono
L,
y(t) = §t +a a€eR.

Si ha quindi 2’ = 2 — y se e solo se

1
x’:x—itz—cl.

Una primitiva di 1 & la funzione «a(¢t) = t.

Si ha

et (—étQ — cl) dt = —% [tPe7tdt — ¢y [e7tdt.

Si ha

[etdt = (—t?et +¢) — [(—e)2tdt = (—t?e " +¢) + 2 [te)dt =
(—t?e ™t +e)+2(((—te P +c¢)— [—et)dt) =

(et —2te " +c)+2 [e ) dt = —t?et —2te! — 27! +c.

Si ha

Jetdt=—e""+ec

Si ha quindi

Jet(—3t2 —c1) dt =—% (—tPe ! —2te™ ' — 2"+ ¢) —c1 (et 4 ¢) =
e ltte et telte=e (32 +t+140c) +e

Una primitiva di e™* (—1t% + ¢1) ¢ quindi

Bt)y=et (32 +t+14c1).

Le soluzioni di 2’ =z — %tQ — ¢1 sono quindi

z(t) = et (eft (%t2—|—t—|—1+cl) +02) = coel + %t2+t—|—1—|—01, c € R.

Un integrale generale del sistema & quindi

{ z(t) =c1+ et + 22+t +1

, 1,3 € R
y(t):cl+%t2 12
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19.2.2 Autovettori e integrale generale per i sistemi di due
equazioni

1. Esercizio. Determinare un integrale generale reale del seguente sistema di
equazioni differenziali lineari

=y+t
y=z+y

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy relativo ad un sistema lineare
non omogeneo a coefficienti costanti.

La matrice del sistema omogeneo associato e

(1)

L’equazione caratteristica e

—A 1
’1 1A’_0’
cioe
A —-A—-1=0.
Gli autovalori sono
A= 1:|:2\/5.

Per \ = # gli autovettori associati sono le soluzioni di
1+v5 —
—==A+B=0.

Per A=1siha B = 1+2\/5.

Un autovettore non nullo associato a % ¢ quindi (1 M)

Si ottiene la soluzione

1 5 1
%@=€Vt0,+wﬂ-

Per \ = 1_2‘/5 gli autovettori associati sono le soluzioni di

=541 B=0.

1S

PerAzlsihaB:I’2

Un autovettore non nullo associato a 1’2‘/5 ¢ quindi (1, 1’2\/5).

INon in programma
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Si ottiene la soluzione

(¢1,p2) € un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea asso-
ciata.

Siano A, B,C, D € R; sia

(z(t),y(t)) = (A+ Bt,C + Dt) .

Si ha
Z(t) = A+ Bt
{ y(t)=C+ Dt °

Quindi si ha
Z'(t)=B
{75

(Z(t),y(t)) e quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
{ B=C+Dt+t .

D=A+Bt+C+Dt”’
quindi se e solo se

D+1=0
B=C
B+D=0"
D=A+C
cioe
D=-1
B=1
=1
A=-2

La funzione
(‘,Z(t), g(t)) = (_2 + t, 1- t)
& quindi soluzione dell’equazione non omogenea.

Un integrale generale del sistema & quindi

(z(t),y(t)) = Clei'ygt (1, L+ \/5> + 626172\/% <1, 1_\/5> +

2

+(—-24+t,1-t), c,c2€R.
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19.2.3 Problema di Cauchy per i sistemi di due equazioni

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

¥ =2z—y
y=y+1
z(0) =0, y(0) =0

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy relativo ad un sistema lineare
non omogeneo a coefficienti costanti.

Consideriamo il problema di Cauchy

{y'=y+1
y(0)=0

Una primitiva di 1 & la funzione «(t) = t¢.

t —t

Una primitiva di e~* -1 & la funzione 8(t) = —e

L’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale 3y’ = y + 1 & quindi
y(t) =e'(e™ " +c)=ce' +1,

al variare di ¢ in R.
Per t =0 si ha ¢+ 1 =0; quindi ¢ = —1.

La soluzione del problema di Cauchy sopra ¢ quindi
y(t)=e" —1.
La funzione z(t) & quindi soluzione del problema di Cauchy

2 =2x—e +1
z(0)=0

Una primitiva di 2 ¢ la funzione a(t) = 2t.
Una primitiva di
e (—et +1) — —e~t + 2
¢ la funzione B(t) = et — le2t
L’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale 2’ = 2z — e* + 1 & quindi

1 1
z(t) = (et — 567% +c)=ce® +e - 3

al variare di ¢ in R.

PertzOsihac—{—l—%:O;quindic:—%.
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La soluzione del problema di Cauchy sopra e quindi
Lot
z(t)=—=ze"+e" — .

La soluzione del problema di Cauchy assegnato & quindi

z(t)=—1e? +et -1
y(t) =€ —1

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy, di funzione incognita
((t), y(t)):

=1
y =
x =
Risoluzione. §Si tratta di un sistema lineare non omogeneo a coefficienti
costanti.

Le soluzioni di 2’ = 1 sono

z(t)=t+c c€R.

Si ha quindi
Y =t+c, c€R.

Un integrale generale del sistema e quindi

{ x(t)=c1 +t

y(t):C1t+c2+%t2 , c1,c2 € R

Imponendo le condizioni iniziali, si trova ¢; =0 e ¢y = 0.

La soluzione del problema di Cauchy & quindi
z(t) =1
{ (t) 2 R
2

cioe )
o:R—R*t — (t7§t2) .

19.2.4 Autovettori e problema di Cauchy per i sistemi di due

equazioni

2Non in programma,
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1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Risoluzione. Si tratta di un problema di Cauchy relativo ad un sistema lineare
omogeneo a coefficienti costanti di matrice

=(4)

‘1>\ 1 ‘

L’equazione caratteristica e

1 NI It

cioe (=1 — A)? = 1; si ha quindi —1 — A = £1; quindi —\ = 1 £ 1; quindi
A=—-14+1;quindi A\=00 A= —-2.

Gli autovettori di a corrispondenti a A = 0 sono le soluzioni di

—-A+B=0
A-B=0 ’

cioe di A — B = 0; si trova

A=t
{Bt , perunt € R.

Una base dell’autospazio & (1,1). Si trova la soluzione del sistema differenziale

(z1(t),11(1)) = (1,1), t e R..

Gli autovettori di a corrispondenti a A = —2 sono le soluzioni di
A+B=0
A+B=0 "~

cioe di A+ B = 0; si trova

A=t
{Bz—t , perunteR.

Una base dell’autospazio ¢ (1, —1). Si trova la soluzione del sistema differenziale

(z1(t),y1(t)) = (1, —1)@7%, teR.
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L’integrale generale del sistema differenziale ¢ quindi
(z(t),y(t)) = e1(1,1) + ca(1, —1)e %, c1,c0 € R
La funzione (z(t), y(¢) & soluzione del problema di Cauchy se e solo se

{ Cl+02:0

Cl — Cgy = 1
cioe se e solo se ¢; = %, cy = —%. La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

(@0, 9(0) = 2(11) ~ (1, -e™, teR

19.2.5 Problema di Cauchy per i sistemi di tre equazioni

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

=z
Y =z+z
2 =2r 4+t

z(0) = y(0) = 2(0) =0

Risoluzione. Da 2’ = z e x(0) = 0 si trova
z(t) =0, t € R.

S ha 2=t indi i ha
1 Z(O) _ O quindi Ss1
2(t)=L, teR.

;12

Siha{ Y = 2  quindisi ha
{ y(0) =
y(t) = £, t€R.

Si ha quindi

z(t)=0
y(t):% JteR.
z(t):%

19.3 Equazioni differenziali lineari di ordine supe-
riore al primo

19.3.1 Integrale generale di un’equazioni differenziale lineare

1. Esercizio.

Sia o € Ry; trovare in funzione di «, in forma reale, tutte le
soluzioni di

y//_’_ay:eaw .
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Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’omogenea associata e

Mira=0.
Supponiamo « > 0.

L’equazione caratteristica ha due soluzioni semplici date da X\ = £/«i.

Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata e quindi
y1(z) = cos(Vax), ya(z) = sin(vaz) .
Non essendo « soluzione dell’equazione caratteristica, esiste A € R tali che
P(x) = Ae™”

¢ soluzione dell’equazione non omogenea.

Si ha

Y (z) = ade®®,

V' (z) = a?Ae™®.

Quindi ¢ (z) & soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
aQea:c + aAe®T = e(m:7

cioe se e solo se

Ala? 4+ a) = 1.
Si ha a? + a > 0; quindi si ha A(a? + a) =1 se e solo se
_ 1
A=
Si ha quindi
1 axr
¢($) - a2+ae .

Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono quindi date da

y(x) =C COS(\/&$> + ¢ Sin(\/&]]) + 1 e 7

a?+a

al variare di ¢; e di ¢p in R.
Supponiamo « = 0.
Si ottiene ’equazione

y”=1.

La funzione y(z) € soluzione dell’equazione differenziale se e solo se esiste ¢; € R
tale che
/
y(@)=z+c1;
quindi se e solo se esiste co € R tale che

1
y(z) = 5:22 +cix+eo.
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Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono quindi date da

1
y(x) = co +c1w + 5»’62 )

al variare di ¢; e di ¢3 in R.

. Esercizio. Sia o € R ; trovare, in funzione di «a tutte le soluzioni dell’equa-

zione differenziale lineare

y//_ay:eaz )

Risoluzione. L’equazione differenziale e lineare a coefficienti costanti.
Supponiamo « = 0.
Si ottiene I'equazione

yll::l.

La funzione y(x) ¢ soluzione dell’equazione differenziale se e solo se esiste ¢; € R
tale che
y'(z) =z +er;

quindi se e solo se esiste co € R tale che

1
y(z) = 5:52 +cix+co.

Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono quindi date da
Lo
y(x) = co + 1z + 2%

al variare di ¢; e di ¢ in R.
Supponiamo « > 0.

L’equazione caratteristica dell’omogenea associata e
N_—a=0.

L’equazione caratteristica ha due soluzioni semplici date da A = ++/a.

Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata e quindi

yi(x) = eV, yp(z) = e Vo,

Essendo a > 0, « ¢ soluzione dell’equazione se e solo se o = /«, cioe se e solo

se o = q, cio e , essendo o # 0 se e solo se a = 1.

Supponiamo « # 1.

Non essendo « soluzione dell’equazione caratteristica, esiste A € R tali che

Y(x) = Ae™”
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¢ soluzione dell’equazione non omogenea.

Si ha

Y (z) = ade®®,

V' (z) = a?Ae™®.

Quindi ¥(z) & soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
a26am — aAe®T = eaw’

cioe se e solo se

A(a? —a) = 1.
Si ha a? — a # 0; quindi si ha A(a? — a) =1 se e solo se

Si ha quindi
1 axr
P(z) = PR
Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono quindi date da

1
y(x) _ Cle(\/am +6267\/Ea: + e
a?—a

al variare di ¢; e di ¢p in R.
Supponiamo o = 1.
Si ottiene ’equazione
y// —y=é".
Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata € quindi

xT

yi(z) =€, ya(x) =e”
Essendo 1 soluzione dell’equazione caratteristica, esiste A € R tali che
P(x) = Axe®
¢ soluzione dell’equazione non omogenea.
Si ha
V' (x) = Ae® + Axe®,
P (x) = Ae® 4 Ae® 4+ Axe® = 2Ae® + Axe®.
Quindi ¥(z) & soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
2Ae” + Azxe® — Axe® = e”,
cioe se e solo se
2A =1, cioe A = %
Si ha quindi
1 xT
Y(x) = Fze”
Tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono quindi date da

xr —XT 1 xT
y(x) = c1€” + e —|—§xe ,

al variare di ¢; e di ¢o in R.
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19.3.2 Problema di Cauchy per equazioni di ordine superiore
al primo a coefficienti costanti

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y'+4y —by=ux
y(0) =0, y'(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’omogenea associata &
A2 4+ 4\ — 5 = 0; le soluzioni sono A = —2++/9; quindi A= —5e A\ = 1.

Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata e quindi

yi(z) =e ", gp(z)=e

x
Esistono A, B € R tali che
z(x) = A+ Bz

¢ soluzione dell’equazione non omogenea. Si ha z/'(x) = B e z”(x) = 0; quindi
z(x) @ soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
4B — 5(A+ Bz) =z,

cioe
—5Br+4A—-5B==x
cioe
—5B=1
4B—-5A=0"
si ha B = —% e —% —5A =0; quindi 54 = —%; quindi A = —%. Si ha quindi
4 1
2@ =-5"53

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

4 1
——x, c1,c20 €R.

_ —5x r T
y(x) = cre + coe 5 T E

Per ogni ¢1,c5 € R e per ogni « € R si ha

_ -5 1
y'(r) = =5c1e7°% + coe” — =,

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

4
Cl+82=%
—5(}1+62:%

)

Si ha 6¢; = f%; quindi ¢; = fﬁ; quindi ¢y = % + % = % = %.
La soluzione del problema di Cauchy e quindi
1 1 4 1
y@)=——e "+ -e"— — — -z, 7€R.

150 6 25 5
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2. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y@ +3y" +2y =z +1
y(0) =y'(0) =y"(0) =y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A H3A2 42 =0;

le radici dell’equazione caratteristica sono +v2i e +i; un sistema fondamentale
di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

y1(z) = cos(V2z), ya(z) = sin(v/2z), ys3(z) = cosz, yu(z) = sinz .

Esistono A, B € R tali che

z(z) = A+ Bz
¢ soluzione dell’equazione non omogenea; si ha
Z(x) =B, 2" (x) = 2" (x) = 2 (x) = 0;

la funzione z(z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
2Bx +2A =z + 1, cioe se e solo se A e B soddisfano il sistema

2B=1
24=1 "

sihaA:%,B:%;

si ha quindi

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

1 1
y(x) =1 cos(\/ix) + co sin(\/ix) 4 c3cosT + ¢4 sina:ix + 30 €1, C2,C3,C1 cR.

Per ogni ¢1,co,c3,c4 € R e per ogni x € R si ha

Y () = —c1v2sin(v2x) + cav/2 cos(V2z) — czsina + ey cosz + 3,
Y (z) = —c12cos(v/2x) + c22sin(v/2x) — 3 cos x + ¢4 sin

y"(x) = c12v/2sin(v2x) — c22v/2 cos(v/2x) + c3sinx — ¢4 cos .

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

1+e3t+3=0
\/5024—04—1—%:0

—201—0320
—2\@82—6420

)

si ha quindi ¢; = %, c3=—-1,c0= ﬁ, cqy = —1.
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La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

1 1 1 1
y(x) = B cos(V2z) + Wi sin(v/2z) — cosz — sinz + 3 + 7%

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' —y +3y=a>—-x+3
y(0) =y'(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

N —A+3=0;

le radici dell’equazione caratteristica sono H:T\@; un sistema fondamentale di
integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

@x), yo(z) = €2 sin(gx) .

y1(z) = e? cos( 5

Esistono A, B,C € R tali che
2(x) = A+ Bz + Ca?

e soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

Z'(x) = B+ 2Cx, 2" (x) = 2C;

la funzione z(z) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
2C — (B+2Cz)+3(A+ Bz +Cz?) =2? —2+3

cioe se e solo se

3Cz? + (-2C +3B)r +2C — B+3A =22 — 1+ 3,

cioe se e solo se A, B, C soddisfano il sistema

3C =1
—-2C+3B=-1
2C-B+3A=3

sitrovaC:%’B:_é7A:%;
si ha quindi
z(x)_*xz—lx-i-@
-3 9" 27’

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

z < 11 1
y(z) = cre? COS(Tx) + cpe? sin(gx) +32

1 20
2 c1,c0,c3 €ER.

Per ogni ¢1,c2 € R e per ogni € R si ha
y'(x) =
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cre cos(YHz)1 4 ¢re? (—sin(YhHz) YL 4 ¢pe? sin( YL

coe? cos(¥Ygt z)*ﬁJr 2z— 3.

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

o)+

2

(ordo |
1., Al 1 _ )
201 5 C2—5=0

: 20 26

si trova ¢ = —57, C2 = TVATE

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

V11 26 = V11 15 1 20
r) = ——e2 cos )+ e2 sin )+ -z°— -+ —,z€R.
(@) (50)+ goge sin(*5o)

3 9 27
4. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y”’+y”+y’+y=x—|—3
y(0) =y'(0) =y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale € lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e
M4+AN+A+1=0,cioe (A +1)(A2+1)=0;

le radici dell’equazione caratteristica sono —1 e =£7; un sistema fondamentale di
integrali dell’equazione omogenea associata & quindi

—T

y1(x) = e™%, ya(x) = sinz, ysz(x) = cosx .

Esistono A, B € R tali che
z(x) = A+ Bz

¢ soluzione dell’equazione non omogenea; si ha
Z'(z) = B, 2"(z) = 2" (x) = 0;

la funzione z(z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
B+ Bx + A =z + 3 cioe se e solo se

{ B=1 _
B+A=0 "
si trova B =1, A = 2; si ha quindi
z(z)=x+2.
Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

x)=cre " +cosine +czcosxr+x+2, ¢1,c9,c3 €ER.
y
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Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni = € R si ha
y'(x) = —c1e™® + cgcosx — cgsinx + 1,
y"(x) = c1e7® — ey sinx — c3 cos T.

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

C1+63+2:0
—c1+c+1=0 ;
01—03:0

si trova c; = —1, co = —2, c3 = —1.
La soluzione del problema di Cauchy & quindi
y(r) = —e ¥ —2sinx —cosz+x+2, z€R.
5. Esercizio.

Risolvere il seguente problema di Cauchy:

yl/l + 2yl/ + y/ — 2
y(0) =0, y'(0) =0,y"(0) = 1

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata &

A2+ 0=0.

L’equazione si scrive

AN +2)+1) =0,

cioe
AA+1)2=0.
Le soluzioni sono A = 0 semplice, A = —1 doppia.

Un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione omogenea associata e quindi

—X

yi(z) =1, yao(x) = €77, ys(x) = we
Poiche 0 e radice semplice del polinomio caratteristico, esiste A € R tali che
z(z) = Ax
e soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

Z(x) = A, 2" (x) =2"(x) =0.
La funzione z(z) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
A=2.
Sii ha quindi
z(x) =2z .
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Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi
y(x) =1 + coe™ " + cswe™ ™ + 22, c1,c0,c3 €ER.

Per ogni ¢y, c2,c3 € R e per ogni z € R si ha
y'(x) = —coe ™ +cze® —cgze T +2=(—ca+c3)e” " —czxe T+ 2

y'(x) = (ca —c3)e™™ —cze ™ + czre™ ™ = (cg — 2c3)e™ " + cgwe ™ *.

La funzione y(z) ¢ quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

c1+c=0 c1+ca=0 —c3 = —1
—co+c3+2=0 , cioe —cg+c3=—-2 , cioe co=2c3+1 ,
02—203:1 02—203:1 C1 = —C2
03:1
cioe co =3
01:—3

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

y(x)=-3+3e " +ae " 4+2z, xeR.

6. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y/// + 3y// + Qy/ + 6y — T
y(0) =¢'(0) =y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A3+ 302 4+ 20 +3 =0, cioe (A2 +2)(A+3) =0;

le radici dell’equazione caratteristica sono +v2i e —3; un sistema fondamentale
di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

y1(z) = e73% yo(x) = cos(V2z), ys(x) = sin(v/2z) .
Esiste A € R tale che
z(z) = Ae”

¢ soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

2(x) = 2" (x) = 2" (z) = Ae”;

la funzione z(z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
Ae” + 3Ae” + 2Ae” + 3Ae” = e*, cioe 9A =1, cioe A = %;

si ha quindi

z(x) = —e” .
Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

1
y(x) = c1e73% + ¢y cos(V2z) + essin(v2z) + Eem, c1,c2,c3 ER.
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Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni = € R si ha
Y (z) = —3c1e73" — 2y sin(v22) + V25 cos(v2z) + Le?,
y"(x) = 9e1e™3% — 2¢5 cos(V2z) — 2¢5sin(v2z) + Le?.

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se
c1+co+ 1—12 =0

—381+\/§C3+%=0 ;
9c1 — 202+ 15 =0

. _ 1 _ 2 _ __5
sitrova ¢y = —g1, C2 = —33, C3 = B3
La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

1, 2
= _—— e %% _ 2
y(x) Ve 3 cos(V2z) +

5
33v2

7. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y(4) _ 2y" +y= e
y(0) =0,%'(0)=0,y"(0) =1, y"(0) =0

1
sin(v/2z) + Eem, reR.

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata &

M_2X2+1=0.

L’equazione ¢ equivalente a
(N =1P2=0;
le soluzioni sono 1 e —1, doppie.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

—X

p1(x) = €, pa(r) = ze”, p3(z) = €77, pu(r) = ze

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. FKEssendo 1 soluzione
soluzione doppia dell’equazione caratteristica, esiste A € R tale che

Y(z) = Az?e®

¢ soluzione dell’equazione non omogenea assegnata.

Si ha

Y (z) = 2Axe® + Ax?e®,

P (x) = 2Ae® + 2Axe® + 2Aze® + Ax?e® = 2Ae” + 4Axe® + Axe®,

V" (x) = 2Ae® + 4Ae® + 4Axe® + 2Axe” + Ax?e® = 6Ae” + 6Axe” + Ax?e”,
YW (1) = 64e” + 6Ae” + 6Aze” + 2Axe” + Azx?e® = 12Ae” + 8Axe® + AxZe®.
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La funzione 1 (z) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
12Ae” 4 8Aze® + Ax?e” — 2(2Ae” + 4Axe” + Ax?e”) + Ax?e” = e

quindi se e solo se
8Ae” = ¢e”
. . 1
quindi se e solo se A = 3.
Si ha quindi

P(x) = é:zcge’j .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea € quindi

_ _ 1

y(x) = c1e” + coxe® + cze™ " + cqre”™ 4+ ngBr )
Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni = € R si ha
Yy (x) = cre” + coe® + come™ — cze” T 4 cue” T — cyme T + ixe’” + %30265”:
(c1 4 c2)e” + cowe™ 4+ (—c3 + cq)e™™ — cqxe™™ + ixe’” + éx%”,
y'(x) = (c1 + c2)e® + cae® + cowe®™ + (c3 — cq)e™™ — cae™® + cuxe™™ +
%ex + ixez + Jr%xex%xQem:
(c1 + 2¢2)e® + coxe® + (c3 — 2cq4)e™ % + cyze™™ + iez + %xez + él‘QGI,
Yy (x) = (c1 + 2¢2)e™ + cae™ + coxe™ + (—c3 + 2¢4)e™" + cye™® — cqze™ " +
iex + %e” + %me“ + —&—ixe“%xgex:
(c1 4 3c2)e” + cowe® + (—c3 + 3ca)e™ ™ — cpxe™ + %em + %xez + éxQeI.

La funzione y(z) ¢ quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

c1+c3=0
ci+co—c3+cyg =0
C1+262+03—204+%:i
C1+362—03+3(Z4—|—Z:0
cioe
C1 = —C3
763+02703+C4:O
—c3+2c3+c3—2c4 =0 ’
—03+302—Cg+364+%:0
cioe
C1 = —C3
co—2c3+cy =0
02—64:0
3c2—2c3+3cs+2=0
cioe
C1 = —C3
C2 = C4
cy —2c3+c4 =0
304—2034-304-"-%:0
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cioe
1 = —C3
C2 =04
c3=cy4 ’
464 =4
cioe )
Cq = —%
C3 — —E
Coy — —16
C1 = %

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

(z) = iem - ixew - ge_m - ixe_m + 1{,6261
LA TT: 16 16 g

. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y" 4+ 3y" — 4y =sinx
y(0) =y'(0) =y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A3+ 302 —4 =0, cioe (A—1)(A\+2)2 =0;

le radici dell’equazione caratteristica sono 1 e —2; la radice 1 ¢ semplice, la ra-
dice 2 & doppia; un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea
associata e quindi

y1(z) = €°, yo(x) = 2%, ys(x) = ze 2* .

Esistono A, B € R tali che
z(x) = Asinx + Bcosz

e soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

Z'(x) = Acosz — Bsinz,

2"(x) = —Asinz — Bcosz,

2" (x) = —Acosx + Bsinz;

la funzione z(z) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
—Acosz + Bsinz + 3(—Asinz — Bceosz) —4(Asinz + Bceosx) = sinz,
cioe se e solo se

(A —TB)cosz + (B — 7A)sinx = sinz,

cioe se e solo se A e B soddisfano il sistema

~A-7B=0
B-74=1 '
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il sistema equivale a

A=-TB 50B =1 B=z .

B+49B =1 A=-7B A=_T1 >

si ha quindi

zZ\Tr) = 50 ST 50 COST .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea € quindi

7. 1
2 _ __sinz+ —cosz, ¢1,¢9,¢3 €R .

y(x) = c1e” + coe ™% + czwe” £ 50

Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni z € R si ha
Y () = c1€® — 2coe ™2 4 c3e7 2% — 2c3we 2 — 5—70 cosz — & sinz,
y"(z) = c1€® + dege™ 2

50
— 203672 — 2c3e7 %% 4 degre™ 2 + % sinx — % cosr =
c1€% + dcge™ 2"

— dege™?® 4 degze 2T + 5—70 sinx — % COS .

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se
c1+co+ % =0
01—2024—03—%:0 ;

cl+4cz—403—%:0

il sistema ¢ equivalente a

50c1 + 50cy = —1 50c1 = —1 — 50c¢s
50c; — 100cy + 50c3 =7 —1 —50ce — 100cy + 50c3 =7
50c¢; + 200ce — 200c3 =1 —1 —50¢3 4+ 200¢cy — 200c3 =1

1. o
—1g; si ha

si ha { —150¢z + 50c3 = 8 ; quindi —150c3 = 10; quindi c3 =

15002 — 20063 =2
7502—|—1OO% = 1; quindi 225¢5+20 = 3; quindi c; = —%; sihacy = —02—5—10 =
17 1 25 1

225 ~ 50 450 ~ 18"
La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi
1 17 —2z 1 —2x

1
= ——e — —uze — —sinz+ —cosz, z € R .
18 225 15 50 50

9. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y"' 42y =sinz
y(0) =0
y'(0)=0

Risoluzione. L’equazione differenziale € lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e
A2 42X = 0, cioe (A + 2);
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le radici dell’equazione caratteristica sono 0 e —2 entrambe semplici; un sistema
fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

yi(z) =1, yo(z) = 2" .

Esistono A, B € R tali che
z(x) = Asinz + Bcosx

¢ soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

Z'(x) = Acosz — Bsinx,

2"(x) = —Asinz — B cos z;

la funzione z(z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
—Asinz — Beosxz + 2(Acosz — Bsinz) = sinx,

cioe se e solo se

(=A—-2B—1)sinz + (—B + 2A) cosz = 0,

cioe se e solo se A e B soddisfano il sistema

~A—2B—-1=0
—B+24=0 ’

il sistema equivale a

si ha quindi

. 2
z(z) = —gsing — - cosz.

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

2x 1

y(x) =1 + ce™ " — gsin:v — gcosx, c1,c0 €ER.

Per ogni ¢1,c2 € R e per ogni € R si ha

! _ —2x 1 2 o .
Y (1) = —2cpe”™*" — z cosx + £ sinx;

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

01+62*%:0 .
72027110 ’

5
indi — — L. quindi -2, 1 _ 5 _1
quindi cg = —g5; quindi¢; = £ + 75 = 15 = 3-

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

1 1 1 2
5_1*()@_2””—gsinav—gcosav, re€R.
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10. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y" +9y =sinx
y(0) = ¢'(0) =y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A3+ 9\ =0, cioe A(A? +9) = 0;

le radici dell’equazione caratteristica sono 0 e +3¢; un sistema fondamentale di
integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

y1() = 1, ya(a) = cos(32), ys() = sin(3a) .
Esistono A, B € R tali che
z(x) = Acosx + Bsinz

¢ soluzione dell’equazione non omogenea; si ha

Z'(x) = —Asinz + Bcosz,

2"(x) = —Acosxz — Bsinz,

2" (x) = Asinx — Bcos;

la funzione z(z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
Asinxz — Beosz + 9(—Asinx + Beosz) = sinz,

cioe se e solo se

—8Asinz 4+ 8Bcosx =sinx,

cioe se e solo se —84A =1¢ 8B =0, cioéseesoloseA:—éeB:().
Si ha quindi

z(z) = —g cos% .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

1
y(x) = ¢1 + ca cos(3z) + ¢z sin(3z) — g CO8%; €1,C2,C3 € R.

Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni z € R si ha
Y/ (x) = =3¢z sin(3z) + 3c3 cos(3x) + & sinw,
Yy () = —9cz cos(3x) — ez sin(3x) + 5 cosz.

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

Cl—|—02—%:0

363 =0 ;
—9cy+ =0
sitrovacy =0,c0=2 ;=% — 5 =5 =1
La soluzione del problema di Cauchy e quindi

1 1 1
y(z) = 9 + ECOS(SJ?) —gCosT, T eR.
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11. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' + 4y +4y =z +sinx
y(0) =y'(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale € lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

AN +4X+4 =0, cioe (A +2)2 =0;

I’equazione caratteristica ha per radice solo —2 che e doppia; un sistema fonda-
mentale di integrali dell’equazione omogenea associata & quindi

y1(x) = e, yo(z) = 22" |

Esistono A, B € R tali che
z1(x) = A+ Bz

& soluzione dell’equazione non omogenea

y' 4y Fdy=2x.

Si ha
7 (x) = A,
2 (x) =0.

La funzione z (x) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea y”’ +4y’ +4y =
x se e solo se

4B + 4(A+ Bz) =z,

cioe se e solo se

A, B soddisfano il sistema

4B =1

4B+4A=0 "
SitrovaB:%,A:f
Si ha quindi

Esistono A, B € R tali che
zo(xz) = Acosx + Bsinz
¢ soluzione dell’equazione non omogenea
y' 4+ 4y +4y=sinz .
Si ha

zh(x) = —Asinx + Bcosz,
24 (x) = —Acosx — Bsinz.
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La funzione 23 (z) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea y” +4y’' +4y =
sinx se e solo se
—Acosx — Bsinx + 4(—Asinx + Bcosz) + 4(Acosz + Bsinz) = sinx,
cioe se e solo se
A, B soddisfano il sistema
—A+4B+4A=0
{ ~B-4A+4B=1"

cioe
3A+4B =0
—4A+3B=1"
cioe
A=-3B
~4(-3B+3B=1"
cioe
=-4B
25B 1 )
LB =
cioe
_ 3
25

Si ha quindi

zo(x) = ——cosx + ——sinx .

25 25
Una soluzione dell’equazione non omogenea assegnata e quindi

1 1 4 3 .
z2(z) = z1(z) + 22(x) = 1 + Z:cf 2—5cosz+ 2—5smx .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

y(x) = 0167230 + szfef% - 1 + lx — i cosx + i sinz .
4 4 25 25

Per ogni ¢1,c5 € R e per ogni « € R si ha
/ _ —2z —2z —2x 1 4 3 .
y'(r) = —2ce + cae — 2zcoe + 1+ g5 sinx + 5= cosw.

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

4 _
G g %*103 )
7261+CQ+Z+%:0’

: e — AL _o4l 1 _ 3 _ 45 _ 9
si ha quindi ¢; = {55 € 2 = 29656 = 1 — 35 = 100 = 30-

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

)= Mooy 9 e 1 1 4 L3
= — — ——+-z—- = —sinz .
y\r 1006 20$€ 4 41‘ 25 COS T 258 x
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12. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' + 1y =cosz

y(0) =0, y'(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A +1=0;

le soluzioni sono A = =i.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

p1(x) = cosz, po(x) =sinz .

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. Essendo i soluzione
dell’equazione caratteristica, esistono A, B € R tali che

Y(x) = x(Acosx + Bsinx)

¢ soluzione dell’equazione non omogenea

"

Yy +y=coszx.

Si ha

(x) = Az cosx + Brsinz,

Y'(x) = Acosx — Az sinz + Bsinz + Bx cosz,

" (x) = —Asinz—Asinx— Arcosz+ B cosx+Bcosr—Brsine = —2Asinz+
2B cosx — Axcosx — Brsinz.

La funzione ¥ (x) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
Axcosz + Bxsinx — 2Asinx + 2B cosxz — Axcosx — Brcosx = cos,

cioe se e solo se

—2Asinx + 2B cosx = cosx;
—2A=0

RN . _1
9B — 1 , cioeseesolose A—0e B=3.

quindi se e solo se {

Si ha quindi

P(z) = 2% sinx .
Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

1
y(x) = cpcosx + cosinx + ixsinx .

1cy,co ix 1
Per ogni ¢1,c2 € R e per ogni € R si ha
Y (z) = —cisinz + cpycosz + 3 sinz + Lz cosz.
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13.

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se
C1 = 0 .
Cy = 0 ’

La soluzione del problema di Cauchy e quindi
o(x) = pZsine.

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' — 2y + 2y =e*sinx
y(0)=10,4'(0)=0

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A2 =20 +2=0;

le soluzioni sono A =1 £ 1.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

p1(z) = e®cosx, pa(xr) =e"sinx .

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. Essendo 1 + i soluzione
dell’equazione caratteristica, esistono A, B € R tali che

Y(z) = ze®(Acosx + Bsinx)
¢ soluzione dell’equazione non omogenea

y' —2y +2y=e"sinz .

Si ha

Y(x) = Aze® cosx + Bre®sinwx,

Y (x) = Ae® cos x + Aze® cos x — Axe® sin x + Be® sin x + Bxe® sin x4+ Bxe® cos
= Ae* cosx + (A + B)ze* cosx + Be*sinx + (B — A)ze* sinx,

P(x) =

Ae® cosx — Ae”sinx + (A + B)e” cosx + (A + B)ze® cosxz — (A + B)ze® sinz+
Be*sinx + Be* cosx + (B — A)e*sinz + (B — A)ze* sinx + (B — A)ze® cosx
= (24 +2B)e* cosx + 2Bze® cosx + (2B — 2A)e”* sinx — 2Axe® sin .

La funzione ¢ (z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
(2A + 2B)e” cosx + 2Bxe® cosx + (2B — 2A)e” sinz — 2Axe” sinx

—2(Ae* cosx + (A + B)ze®* cosx + Be*sinx + (B — A)zxe® sinx)

+2(Aze® cosx + Bre*sinz) = e*sinx,

cioe se e solo se
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2Be* cosx — 2Ae* sinx = e* sin x;

quindi se e solo se B—0e —2A4 = 1, cioe se e solo serOeA:f%.

Si ha quindi

1
P(z) = —5326$ CoS T .
Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

y(x) = c1e” cosx + cpe” sinx — ize”” CcoS T .

Per ogni ¢1,c2 € R e per ogni € R si ha
y'(x) = c1e” cosx — cre” sinx + coe” sinx + coe” cosx — Lot cogx — %xew cosx +

2
%xez sin x.

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

01:0 .
Cl—i-CQ—%:O ’

si ha quindi ¢c; =0 e ¢y = %

La soluzione del problema di Cauchy e quindi
p(r) = 5696 sinz — 53:69” COST .

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y(4) + y// =1
y(0) =0, y'(0) =0, y¥"(0) =0, y""(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata &
M+N=0.
L’equazione ¢ equivalente a
NN +1)=0;

le soluzioni sono 0 doppia e £i semplici.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

p1(x) =1, pa(x) =z, @3(z) = cosz, pa(z) =sinx .
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Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. FKEssendo 0 soluzione
soluzione doppia dell’equazione caratteristica, esiste A € R tale che

Y(z) = Ax?

¢ soluzione dell’equazione non omogenea

y(4) + y// -1.
Si ha
Y (z) = 2Ax,
Y (x) = 24,
,lp///(x) — O,
$(z) = 0.
La funzione ¥ (x) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
2A=1;
cioe se e solo se A = %
Si ha quindi
1
Y(z) = 5552

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

1
y(x) = c1 + cox + czcosx + cysinx + 51;2 .

Per ogni ¢1,co,c3,c4 € R e per ogni € R si ha
y'(x) =co —ecgsinx + ¢4 cosz +

y'(x) = —cgcosx —¢ysinz + 1,

y"(x) = cgsinz — ¢y cos .

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se
c1+ec3=0
ca+ca=0

—03:1
—02:0

si ha quindi c2 =0,¢c4 =0,c3 =1, ¢; = —1.
La soluzione del problema di Cauchy e quindi

1
p(r) =—1+cosx + 51‘2 .
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15. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y///+2y// :$2+$+1
y(0) =0,'(0)=0,y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale € lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata e
N +23%=0.
L’equazione ¢ equivalente a
NMA+2)=0;
le soluzioni sono 0 doppia e —2 semplice.
Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

o1(z) =1, pa(z) = 2, P3(x) =27,

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. FKEssendo 0 soluzione
soluzione doppia dell’equazione caratteristica, esistono A, B,C € R tali che

Y(z) = 2*(A + Bz + Cz?)
¢ soluzione dell’equazione non omogenea

y///+2y//:x2+x+1.

Si ha

Y(z) = Az? + Ba® + Ca?,

Y/ (z) = 2Ax + 3Bz? + 4Cx3,
Y"(z) = 2A + 6Bz + 12022,
V" (z) = 6B + 24C7z.

La funzione ¥ (x) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
6B 4 24Cx + 2(2A + 6Bx 4 12ca®) = 2® 4z + 1;
cioe se e solo se
st24C =124C +12B=16B+4A=1,

cioe se e solo se

1
siC = 1+12B = 16B+4A=1,

cioe se e solo se

1 1
ziB: Azf.
stC o 0 1
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Si ha quindi

Un integrale generale dell’equazione non omogenea € quindi

1 1
— —2x =2 -4
y(x) =1 + cox + cze™ " + 12 + 517 -

Per ogni ¢1,c2,c3 € R e per ogni z € R si ha
3

y' () = ca — 2c3e 2 + %x + 53,
y'(x) = dege ™ + 5 + a2
La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se
C1 + C3 = 0
Coy — 203 =0 s
deg+ 3 =0

cioe

La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

111, 1, 1,
<p(q:)—8 433 86 +4x +24w.

16. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y" + 4y’ = sin(2z)
y(0) =0, 4'(0) = 0, y"(0) =0

Risoluzione. L’equazione differenziale & lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

A +40=0.

L’equazione & equivalente a
MM +4)=0;
le soluzioni sono 0 e +2¢, tutte seOmplici.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

p1(z) =1, pa(x) = cos(2z), ps(z) =sin(2z) .
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Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. FKEssendo 2¢ soluzione
soluzione semplice dell’equazione caratteristica, esistono A, B € R tale che

P(z) = z(Acos(2z) + Bsin(2x)
¢ soluzione dell’equazione non omogenea
y" + 4y = sin(2z) .

Si ha

¥(x) = Ax cos(2x) + B sin(2z),

' (x) = Acos(2x) — Az sin(2z) - 2 4+ Bsin(2z) + Bz cos(2z) - 2 =
Acos(2z) + Bsin(2z) + 2Bx cos(2z) — 2Ax sin(2x),

" (x) = —2Asin(2z) 4+ 2B cos(2x) + 2B cos(2x)

—4Bxsin(2z) — 2Asin(2z) — 4Ax cos(2z) =

4B cos(2x) — 4Asin(2x) — 4Ax cos(2x) — 4Bx sin(2x),

" (x) = —8Bsin(2z) — 8A cos(2z) — 4A cos(2z) +

8Axsin(2z) — 4Bsin(2z) — 8Bx cos(2x) =

—12A cos(2z) — 12Bsin(2x) — 8 Bz cos(2x) + 8Ax sin(2x).

La funzione () & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
—12A cos(2z) — 12Bsin(2x) — 8 Bz cos(2z) + 8Ax sin(2x)+

4 (Acos(2z) + Bsin(2z) + 2Bx cos(2x) — 2Ax sin(2z)) = sin(2x) ;

quindi se e solo se

—8A cos(2z) — 8Bsin(2x) = sin(2x) ;

—84=0
-8B =1

quindi se e solo se

cioeseesolose A=0e B=—

ool

Si ha quindi
1
Y(z) = —3% sin(2x) .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ quindi
. 1 .
y(x) = ¢1 + ¢ cos(2z) 4 ¢z sin(2z) — g% sin(2x) .

Per ogni ¢1,co,c3 € R e per ogni x € R si ha

y'(z) = —2¢y sin(22) 4 2c3 cos(2x) — & sin(2x) — Lz cos(2z),

Yy (x) = —4co cos(2z) — deg sin(2z) — 1 cos(2z) — 1 cos(22) — Lasin(22) =
1

— 4cg cos(2z) — des sin(2z) — 4 cos(2z) — Lasin(2x).
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17.

La funzione y(x) & quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

Cl+62:O
7203:0
74027%:0

1
g.
La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

p(x) = L éCOS(M) - %x sin(2x) .

si ha quindi cg3 =0, ¢o = —%, cL =

Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y@® 42y +y =sinx
y(0) =0, ¥'(0) = 0, y"(0) = 0, y™(0) = 0

Risoluzione. L’equazione differenziale e lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata e

M+2X24+1=0.

L’equazione & equivalente a
N4+1)2=0;

le soluzioni sono i e —i, doppie.

Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata ¢ quindi

p1(x) = cosz, po(x) =sinx, pz(x) = xcos, p4(z) =xsinx .

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. KEssendo i soluzione
sdoppia dell’equazione caratteristica, esistono A, B € R tale che

Y(z) = 2*(Acosx + Bsinz)

¢ soluzione dell’equazione non omogenea assegnata.

Si ha

(x) = Ax? cosx + Ba?sinw,

Y (x) = 2Ax cosx — Ax?sinz + 2Bz sinz + Ba? cosz,

' (r) = 2Acosx — 2Axsiny — 2Axsinx — Ax? cosz +

2Bsinz + 2Bxcosx + 2Bz cosx — Ba?sinz =

Ax?cosx — Bx?sinx + 4Bxcosx — 4Axsinx + 2Acosx + 2Bsinz,
" (z) = —2Axcosx + Ax?sinz — 2Bxsinz — Bx?cosx + 4B cosx +
—4Bxsinz — 4Asine — 4Ax cosx — 2Asinx + 2B cosx =

— Ba?cosz + Ax?sinx — 6 Az cosz — 6Bxsinz + 6B cosxz — 6Asinz,
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¥(4)(z) = —2Bz cosx + Br?sinz — 2Axsinx + Az cosz — 6Acosx +
+6Azsine — 6Bsinz — 6Bz cosx — 6Bsinx — 6Acosx =
Az?cosx + Br?sinz — 8Bxcosx 4+ 8Axsinx — 12A cosx — 12B sin .

La funzione ¥ (x) ¢ quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
—Az?cosx 4+ Ba’sinx — 8Bz cosz + 8Axsinx — 12A cosx — 12B sinz+
2(—Az? cosx — Ba?sinx + 4Bxcosz — 4Axrsinz + 2A cosx + 2B sinx)+

Ax?cosx + Br’sinz = sinx;

quindi se e solo se
—8Acosx —8Bsinx =sinx ;

—84=0
-8B =1

1
3

quindi se e solo se

ciocseesolose A=0e B=—
Si ha quindi

1
P(x) = —gasQ sinz .

Un integrale generale dell’equazione non omogenea ¢ quindi

y(z) = crcosx + cosinze + cgx cosx + cuxsinc — 1:32 sinx .
Per ogni ¢y, co,c3,c4 € R e per ogni x € R si ha
y'(x) = —cysinx + cacosx + c3cos T — cgxsinx + ¢4 sinz
+ cyzcosw — tasing — fa?cosw =
(c2+ c3)cosm + (—c1 + c4) sinz + cuzcos — czwsing — jasinz — fx? cosz,
y'(x) = —(ca+c3)sinz + (—c; + ¢4) cosx + cgcosx — ey sinx
—c3sinx — c3rcosx — isinx — %xcosm — imcosac + émQ sinx =

(—c1 4 2¢4) cosz + (—cg — 2¢3) sinx — czwcosx — cqw sinx

— Ysinz — Lz cosz + fa?sinw,

y"(x) = —(c1 4+ 2¢4) sinx + (—co — 2¢3) cosx — ¢z cosx + cgxsinx

—(Cy4 SIN T—C4X COS T—C4T COS x—i cos x—% cos 1’+%(£ sin :E—i—%x sin 1’+§(£2 cosT =
(—co — 3es) cosz + (¢ — 3ey) Sinx — cqx cOS T + cgx Sinx

— %cosx—l— %xsinm—l— %SL‘QCOS.T.

La funzione y(x) ¢ quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

01:0

62+63:0
—c1+2¢c4 =0 ’
—02—303—%:0
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cioe
C1 =0
Cy =0
co+c3=0
ca +3c3 = —%
cioe
C1 =0

o

Cq =

®©lw

C3 =

Cy =

ol |

La soluzione del problema di Cauchy e quindi

() = —sinx — §a:cosat:— }xQ
TR 8 8

sinx .

19.3.3 Problema di Cauchy per equazioni di ordine superiore
al primo a coefficienti costanti con parametri

1. Esercizio. Sia a € R, risolvere in funzione di « il seguente problema di Cauchy:

{ Y' =y +y=(01—a+x)e”
y(a) =0, y'(a) = e

Risoluzione. L’equazione differenziale ¢ lineare a coefficienti costanti non
omogenea.

L’equazione caratteristica dell’equazione omogenea associata e
M —A+1=0.
1£/3i

2
Un sistema fondamentale di integrali dell’equazione omogenea associata e quindi

Le soluzioni sono A =

, semplici.

1 3 1
v1(x) = e2” 005(795), po(x) = e2” sin(7x) .

Troviamo una soluzione dell’equazione non omogenea. Poiche 1 non e soluzione
dell’equazione caratteristica, esistono A, B € R tale che

¥(x) = (A+ Ba)e”

¢ soluzione dell’equazione non omogenea assegnata.
Si ha

V' (x) = Be* + (A+ Bx)e® = (A+ B + Bx)e?,

V" (x) = Be® + (A+ B+ Bz)e® = (A+ 2B + Bx)r®.
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La funzione 4 (z) & quindi soluzione dell’equazione non omogenea se e solo se
(A4 2B + Bz)e® — (A+ B+ Bx)e” + (A+ Bz)e® = (1 — a+ x)e”

quindi se e solo se
A+B+Br=1—-a+uz;

quindi se e solo se
B=1
A+B=1—-q«
cioeseesolose A=—-ae B=1.

Si ha quindi
P(z) = (ot x)e”

Un integrale generale dell’equazione non omogenea e quindi

—Sx) + (—a+x)e”

3
y(z) = crez” cos(7x) + cpe7? sin( 5

Per ogni ¢1,co € R e per ogni x € R si ha

y'(z) = 5016%1 cos(—z) + -5 aet 81n(7:1:)+

2
V3 . V3

1 1.
50262 Tsin(—ux) + 5 ¢ e2” cos(—

3
5 x) +e* + (—a+x)e”

2

La funzione y(z) € quindi soluzione del problema di Cauchy se e solo se

cle%("cos(@a) + coe2® bin(‘égoz 0
%cle%"‘ Cos(‘éga) - \é§€2a sin(%2a)+ ;

CQezasm(\[ )+ CQ—G%“cos(éa) +e* =

~—

cioe se e solo se

cle%“cos(\[ )—1—0262“8111(‘?&) 0

%e%a(cl cos(‘f )+6251n( ) — @e%" ,
\/§

2

(c18in(52a) — ez cos(L2a)) =0

cioe se e solo se

V3 V3

crez® 1cos(?a) + coe2® sin(‘éga) =0
—¥2e3%(cy sin(GEa) — cacos(L2a)) =0
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cioe se e solo se

3

crez® cos( 2304) + cge2® sin(‘éga) =0
¢ sin(? ) — cacos(Ga) =0

Si ha un sistema linere omogeneo; si ha quindi ¢; = ¢2 = 0.
3

La soluzione del problema di Cauchy e quindi

p(r) = (-a+x)e”

19.3.4 Problema di Cauchy per equazioni lineari a coefficienti
non costanti

1. Esercizio. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

Y :}cy’ 1
)=0
=0

Risoluzione. L’equazione differenziale &€ un’equazione differenziale del secondo
ordine di forma normale definita su R* x R x R.

Per ogni ¢ : I — R derivabile due volte poniamo a(y) = ¢’; chiamata ¢ =
a(p), si ha ¥ = ¢'; quindi ¥’ = ¢”; la funzione ¢ ¢ soluzione massimale del
problema di Cauchy

Y
=0 (z,0,Y) ER* xR X R
0

Tale problema di Cauchy ¢ equivalente a

{ ’(:)iz—l (z, z) €]0, +o0[* x R.

Si ottiene un problema di Cauchy relativo ad un’equazione differenziale lineare
sull’intervallo ]0, +-o00[; la soluzione ¢ la funzione 1 :]0, +oo[— R tale che (Vz €

311 sistema ha una ed una sola solucione ¢; = 0 e c2 = 0 in quanto il problema di Cauchy ammette
una ed una sola soluzione; si verifica facilmente che il determinante della matrice del sistema & uguale
a —1, a conferma che il sistema ammette solo la soluzione ¢; =0 e c2 =0
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10, 4+00[) si ha

w(;p) = efl %dt flz eif1 %dt(—1> du =
— elogz ff e~ o8t oy = — g lx % du =
— z [logu]] = —zlog z.

Si ha a(p) = 1) se e solo se ¢ & soluzione dell’equazione y' = (x).

La funzione ¢ & quindi soluzione del problema di Cauchy assegnato se e solo se
¢ soluzione del problema di Cauchy

"= —zlogx
{1520 @) €. oxlxR

la soluzione & la funzione ¢ :]0, 400 — R tale che (Vz €]0, +0o0]) si ha
T
o(z) = [ —tlogtdt = — ([% logt}1 - I %%dt) =

2 21T
(w1 [3]) -
1

z? 1,2 1
— S logw + g2 — 1.



Capitolo 20

Integrale di Riemann

20.1 Integrale di Riemann per funzioni di 1 varia-
bile

20.1.1 Calcolo di derivate

1. Esercizio. Calcolare la derivata della seguente funzione:

flx) = / sin e’ dt .

Risoluzione. Si ha

. .3 . 2 . 3 . 2

f'(z) = sine® 322 — sine® 2z = 3x%sine® — 2zsine” .
2. Esercizio. Sia )
sin x

2
f:R— R,z — @ gt |

sin? x

calcolare la derivata di f.

Risoluzione. Per ogni = € R si ha
2

. 242 L2 N2 i 2
f(@) = e@+sine)" cos 2220 — eI @) 2sin g cos a+ [ e 2(x4-t) dt =
s 2\2 . .2 N2 ,7sinz
2z cos x2S 27)" _ 9gin x cos el Tsin” )7 4 {e(”"“t) } =
sin< T

22 Cos x26($+SiIl .7;2)2 — 92gin  cos xe(w-‘,—sin2 .'L')2 + e(:};—‘,-sin2 .7;)2 _ e(:};-‘rsin .'1)2)2 —
o ain2 2 in22)2 .
e 2" (92 cos 22 4+ 1) — @52 ) (2 ginz cos z + 1).
3. Esercizio. Sia

Arctg a2
f:R* —=R,(z,y) — V1+tide;

Arctg y?

calcolare le derivate parziali di f.

157
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Rlsoluz10ne Per ogni (z, y) € R? si ha

dw (z,y) =14 ( Arctg:z:2 1+x42x = 1+x4‘/ + (Arctg z2)*

g£ (z,y) = 1+ (Arctgy?)* 1+y 12y = —HQ_Z; 1+ (Arctgy )E




Capitolo 21

Integrale di Lebesgue

21.1 Integrali multipli

21.1.1 Integrali doppi

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// rdxdy ,
D

D ={(x,y) e Ry < —a?,x < —y?}.

dove

Risoluzione. Si ha py(D) = [-1,0] e per ogni € pi(D) si ha D(z) =
[—v/—x, —2?]; si ha quindi

159
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[ Jpxdedy = f_ol (f__jZ_—wxdy) dx = f?l 2(—2% +/—x)dr =
4 0 3 3
ffl(—x?’ +aoyv/—x)dr = [%} T ffl(—x)i dx = i + fi)l(—x)i dr =

3

20°

=
(SN

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// y2 dxdy ,
D

D= {(z,y) eR*y* <z <1}.

Risoluzione. Sihap;(D) = [0,1] e per ogni z € p1(D) siha D(x) = [—/z, v/x];
si ha quindi

dove

3

JE
J Jpy* dedy = fol (f—\/j?f dy) dv = fOl [L} N o = fol jevrde =

Sl
2 |z2| —22_ 4
32| T35~ 15
0

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// ydzdy ,
D

D={(z,y) e R%2* +y* < 1,y > 2°}.

dove

Risoluzione. I punti intersezione della circonferenza 22 + y? = 1 e della para-
bola y = z2 sono le soluzioni del sistema
{ 22+ =1

y=a?
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Per tali punti si ha 22 + 2% = 1; quindi 2 + 22 — 1 = 0; quindi 22 =
essendo z? > 0, si ha 22 = %\/g; si ha quindi z = 44/ %

Quindi si ha py (D) = [/, /¥51].

Per ogni = € p;(D) si ha poi D(z) = [22,V1 — 22].

—1+V5.
2 )

(E possibile determinare p1(D) e D(z) prescindendo dal disegno, basandosi ciot solo sulla
definizione di D.

Si ha x € p1(D) se e solo se esiste y € R tale che y > x2 e 22 +y2 < 1;si haquindiz?2 < le
22 <y < /1 — 22; un tale y esiste se e solo se 2% < 1 — x2, cio se e solo se

2t +22-1<0,

71;\/3 <2< 71;\/5

cioe se solo se s

cioe se e solo se
22 < —1+VE

= 2
cioe se e solo se

VBl g < /B

Si ha quindi

[VE-1 f Vo1
Per ognlepl(D si ha poi D(z) = [z2,V1 — z2].)
Si ha quindi
\/7
ydzdy = 22 ydy der =
I I IY o (2 )
1/& 21y=V1-x2
2 Yy
1/ |:2 :|y::b2 dx
1 \/f1 2ot de 3 a:5] L

= ]._:L' =

1 1 2
2 /51 3 5 /-1
2

N[ =
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\/\/571 _1\/\/5—1 VB—1 _ 1 /\/5—1(\/571)2 _
2 3 2 2 5 2 2 -

V5—1 (1 VE-1 5+1—2\/5) _
2 6 20

V5—130—5v54+5—94+3v5 __ V5—-126—2v5 __
2 30 - 2 30
V5—113—5
2 15 -

4. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

//D(x+y)d:vdy,

D ={(z,y) e R*%y* <z <1}.

dove

Risoluzione. Si ha
p1(D) = [0,1] e per ogni = € p1(D) si ha D(y) = [-/z, V/7].

Si ha quindi
ffD(x—l—y)dacdy:fol (f_\/ji(x—i—y)dy) dx:fol {J}y—k%} dr =

eyEde =2 Mot de = 2[223] =
Jo 2ov/xde =2 [y x> dr =2 |Zx .=

(S

5. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// zdzxdy ,
D

D={(z,y) eR}:0<x <1,y*<u}.

dove
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Risoluzione. Si ha
p1(D) = [0,1] e per ogni x € p1(D) si ha D(y) = [~/z,/z].

Si ha quindi

ffDxdacdy:fol (ff%xdy) dx:folx(fﬁdy) dx:f012x\/5dx:
1 3 51t

2 [y 2 dw:2{%x2}0:§.

6. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// ydxdy ,
D

dove

D= {(z,y) e R}0<y<1—2%}.

Risoluzione. Si ha py(D) = [-1,1] e per ogni € pi(D) si ha D(z) =
[0, —z% +1].
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Si ha quindi
y:7m2+1

—x2 2
fnydxdy:f_ll (fo ¥ +1ydy) da::f_ll [%L—O dx =
o 1
2f— —a? 12dx—2f T —2x2+1)2dx:%[%5—2x,—;+x]71=
b -3+

7. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// z? dzdy |
D

D={(zr,y) e R*0<z <1,y <a}.

dove

Risoluzione. Si ha p;(D) =[0,1] e per ogni = € p;(D) si ha D(z) = [—x, z].

A

Si ha quindi
[ Jpa?dedy = fol (ffz x2 dy) dx = fol z? (fjx dy) dx = fol 223 dx =

1
24 _ 1
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8. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

//D(2a:+y) dzdy ,

D={(z,y) eR* y>0,z+y>1,2+2y<2}.

dove

Risoluzione. Sihaps(D) = [0,1] e per ogniy € p2(D) siha D(y) = [1—y, 2—y].

Si ha quindi
1, p2—2y 1 -
// (2x+y)dxdy:/ </ (2x+y)d;z:> dy:/ [x2+xy]1_yy dy =
D 0o \Ji—y 0

1

/ (=29 +@2-29)y—(1—-y?-(1—y)y) dy =
0

1

/ (4—8y+4y”+2y—2y* — 142y —y* —y+y*) dy =
0

1 1
24 5 2 5 7
20 —5y+3)dy= |-y —~y+3y| =-—-+3=_.
/O(y y+3) dy {311 Sy + yL -5 T3=5

9. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// ydxdy ,
D

D={(z,y) eR* (x —1)* <y <1-—2°}.

dove

Risoluzione. Le parabole y = 1 — 2% e y = (z — 1)? si intersecano nei punti
soluzioni del sistema
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1 _ 2 2 (e 1)2
{y—l xz,cioé{l r (z=1) , cioe

y=(r-1) y=(z—1)
2_ — = =
x T 02,cioé r=0o0x 21.
y=(z-1) y=(z—1)

Per x =0,sihay =1; perz =1, si hay=0.

Le parabole si intersecano quindi nei punti (0,1) e (1,0).

Si ha p1(D) = [0,1] e per ogni x € p1(D) si ha D(x) = [(z — 1)%,1 — 2?].
Si ha quindi

1—z2

1 1—2? 1rq
// ydxdy :/ / ydy | dx :/ [y2:| dx =
D 0 (z—1)2 o L2 (z—1)2

%/0 (1= = (@ = 1)%) dw:%/o (1-22% +a' — (2 - 1)*) do =

1 2., 1. 1 0 1 2 1 1
il P 220 (=1 = (1-24+2_-2)=
2[3’ 37 F T 5l )L *

10. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// zdzxdy ,
D

D={(z,y) eR* 1<z <2, 2> —y*>1}.

dove

Risoluzione. Si ha
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Si ha py(D) = [1,2] e per ogni z € p;(D) si ha D(z) = [-vz? — 1,vVz2 —1].
Si ha quindi

2 VzZIo1 2
//acdxdy:/ (/ :rdy) dx:/ 2V 22— 1ldx =
D 1 —Va?—1 1

3 1
/2(x21)%(2x)da; l(le)] _ 2382 — 238 9v3.
1 3 3 3

0

wlee| |

11. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// rdxdy ,
D

D={(z,y) e R*:2* +y* <1,z +y>0}.

dove

Risoluzione. Si ha

&Y

EXS
ffDa:dxdy:ff[oyl]x[_%%ﬂ]pcostpdpdt:fopod,of_“% costdt =
3

glsint] 1% =2gsin§ = 2.
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12. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// z? dzdy
D

D={(z,y) e R 2> +¢y* < 1,2 >0}.

dove

Risoluzione.

R
/

Una parametrizzazione in misura di D e data dalla funzione ¢

T = pcost T T
{ B2 el -3.3]

y = psint

si ha quindi
[ [pa? dedy = f[o Ix[-3, ﬂ]p cos? tpdpdt =

(fol 3dp) (f_icos tdt) = )

1 f s 1+cos(2t dt = |:t—|— 51n(2t):| — %ﬂ-.

s
2

13. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// zdzxdy ,
D

D={(z,y) e R 2> +¢y* < 1,2 >0}.

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione in misura di D ¢ data dalla funzione ¢

{220el  Goenx-5.30;

Yy = psint
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LY
%

per ogni (p,t) € [0,3] x [0, 7] si ha |det ¢'(p,t)| = p; si ha quindi
1 ™
[ Jpxdedy = f[o,l]x[—g,g} pcostpdpdt = (fo p? dp) (ff% costdt) =

3

[p—} ' [sint], = 2
3, 0= 3

14. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

//jj(m+y)dccdy,

th2

dove

2
T <Lyz0}.

Risoluzione. Per simmetria si ha

[ @ +y)dedy = [ [adedy+ [ [,ydedy = [ [,ydxdy.

Una parametrizzazione in misura di D ¢ data dalla funzione ¢

T = 2pcost
{ yZSgsint » (p,1) €[0,1] x [0, 7] ;

per ogni (p, ) € [0, 1] x [0,7] si ha |det¢'(p, £)] = 6p;
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si ha quindi

[ Jpydedy = f[0,1]><[0,7r] 3p(sint) - 6 - pdpdt = 18 (fol p? dp) (f sintdt) =
51

18 |4 [—costly = 1832 = 12.

15. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// 22 dzdy |
D

D= {(v,y) e R*2* +y* <9} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione in misura di D e data dalla funzione ¢

T = pcost
{ y = psint ’ (p,t) €10,3] x [0,27] ;

per ogai (p,1) € [0,3] x [0,7] si ha | det ¢/(p. 1)| = p
si ha quindi
[ Jpa?dedy = f[o,s] < [0.27] p? cos? tpdpdt =

(1 a0) (3 o) = 3 27 =50 0

16. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// 22 dady |
D

dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (—=2,1), (=1, —1).

Risoluzione. Sia

A={(u,v) ER* u>0,v>0,u+v <1},

vy

u

1

Sia T : R? — R? la trasformazione lineare tale che 7(1,0) = (—2,1) e
T(0,1) = (-1, —1).

Siha T(A) = D.
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-2 -1
1 -1 )°

{ T=—2u—v , (u,v) €R?.

Yy=u-—10

La matrice di T &

Quindi T & la funzione

La matrice jacobiana di T' ¢ la matrice di T’; si ha quindi

ffDx2dmdy=ffA(—2u—v)2|' _12 :1 ‘|dudv:

[ [4(4u? + duv + v*)3 dudv = 3 [ [, (4u? + 4uv + v?) dudv.

Siha pi(A) =[0,1] e (Vu € [0,1]) A(u) =1 — w. Si ha quindi

3 [, (4u? + duv + v?) dudv = 3f01 ( Ol_u(élu2 + 4duv 4 v?) dv) du =
3 fol [4u?v + 2uv? + %vﬂé_u du =

3]01 (4u*(1 — w) + 2u(l —u)* + $(1 — u)?) du =

3f01 (4u? — 4u® 4+ 2u — 4 + 20° + § —u+u? — Lud) du =

3Jy (5 +utu? —Fu?) du=3[Jut gu’ + ju — Gu'ly =
s+ 4- 5951

17. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

//D(x2 +y)dxdy ,

dove D & il parallelogramma di vertici (0,0), (—1,2), (=3,0), (-2, —2).

Risoluzione. X

(7172)

(727 2)

Siha (—1,2) + (—2,2) = (=3,0).

Sia T : R? — R? la trasformazione lineare tale che T(1,0) = (—1,2) e
T(0,1) = (~2,-2).
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Si ha 7([0,1] x [0,1]) = D

La matrice di T e

-1 =2

2 -2 )
Una parametrizzazione di D e quindi

r=-2-—2v
{ Y= 2u—2v (u,v) € 10,1] x [0,1] .

La matrice jacobiana di T' & la matrice di T'; per ogni (u,v) € R? si ha quindi

|mfwm:m%2lj>=@

Si ha quindi

// (2% +y) dovdy = // ((—u—20)* + 2u — 2v) 6 dudv =
D [0,1]x[0,1]

6// (u2+4uv+4v2+2u—21)) dudv =
[0,1]x[0,1]

1 1
6/ (/ (u2+4uv+4v2+2u—2v) dv) du =
0 0

1 1
4
6/ {u% + 2uv? + gv?’ + 2uv — 02] du =
0 0

1 1
4 1
6/ (u2+2u++2u1> du:G/ (u2+4u+) du =
0 3 0 3

613+22+1 1 6 1+2+1 68 16
U U —u| = — -] =6--= .
3 37, 3 3 3

18. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

//D(a: + 2y) dxdy ,

dove D & il triangolo di vertici (1,2), (3,1), (4,—2).

Risoluzione. Sia

T={(u,v) ER*} u>0,v>0ut+v<1}.
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vy

u

1

Una parametrizzazione di D ¢ data dalla funzione ¢

(z,y) =u(1,2) +v(3,1)+ (1 —u—v)(4,-2), (u,v) €T,

cioe
T=-3u—v+4
{y—4u+3v2 » (wv) €T
Per ogni (u,v) € T si ha
-3 -1
deg@ol=1| 3P 5 =10 al=1=51=5.

Si ha quindi

//(x—|—2y)dxdy://(—3u—v+4+2(4u+3v—2)5d:cdy:
D T

5//T(5u+5v)dxdy=25//T(u—|—v)da:dy.

Siha pi(T) =[0,1] e (Vu € [0,1]) T'(u) = 1 — u. Si ha quindi

1 1—u
25//(u+v)d1:dy=25/ </ (u—|—v)dv> du =
T 0o \Jo
! 1, ! 1
25/ {uv + vz} du = 25/ (u(l —u)+ =(1— u)2> du =
0 2 o 0 2
25/1 2wy l2)a —25/1 LoLe) g =
; u—ut+ g —utgu u= 3 5 U u=

25 1, 2 L1y _»2_ %
—|lu—zu| == ((1l—-z|=—z=—.
2 3], 2 3 23 3

19. Esercizio. Calcolare il seguente integrale doppio:

// V14 (z+2y)2 + 2(x — y)2 dzdy
D
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dove .
D= {(m,y) € R? 22+ 2% < 3} .
Risoluzione. Sia (z,y) € R% si ha 22 + 2y? < £ se e solo se
322 4+ 6y? < 1, se e solo se
2 2
=+ 4.
VR
D ¢ quindi il dominio limitato dall’ellisse di centro (0,0) e semiassi % e

<

T
Z

Una parametrizzazione in misura di D e data dalla funzione ¢

T = ipcost
{ yzﬁpsm , (py1) € 10,1] x [0, 2] .
6

1

Per ogni (p,t) € [0,1] x [0,27] si ha |det ¢'(p,t)]| = \/%*sp = 374"

Posto R = [0, 1] x [0, 27], si ha quindi

//D V1+ (z +29)2 + 2(z — y)? dady =

//\/1+<1 t+ 2 i t>2—|—2(1 t 1 i t>2
7pCOS 7pSIIl 7pCOS — —psm .
R V3 V6 V3 V6

1
-——pdpdt =
3\@[) p

il

\/1 + %pg cos?t + \/%;ﬂ costsint + %pQ sin? ¢ + %pQ cos?t — \/%;ﬁ costsint + %pg sin? t-

pdpdt =

1 1
— 1+ p2cos2t + p2sin’t - ddt:—//\/1+ 2. pdpdt =
3\/5//13\/ P P par 3V2 R propap
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(/ mpd/))(/ 52
37"% (1—1—;,0)3 ' %7( ):%\/i<2\/§_1):(4—9\/§)ﬂ

21.1.2 Convergenza di integrali doppi

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di funzioni misurabili positive:

1
// — dzdy ,
DY

) 2”1/01(1 + %)% (2p) dpdt =

175

dove D = [0,2] x [1,+oo; dire se l'integrale & convergente o divergente positi-

vamente.

Risoluzione. Si ha py(D) = [1,+00[ e (Vy € [1,+o0[ D(x) = [0,2].

Si ha
fny%dxdy: (foy dl‘) dy = m%(fo dx) dy = [} Oo%dy:

1]1 = 2Timy o (1— 1) = 2.

hmt*)+oo fl yQ dy = 211mt*>+00 |:—y

Quindi l'integrale improprio & convergente e ha valore 2.

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di funzioni misurabili positive:

1
// ﬁdxdy,
D
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dove
D={(z,y) eR* 2>1,0<y<a};

dire se I'integrale ¢ convergente o divergente positivamente.

Risoluzione. Si ha pi(D) = [1,+00[ e (Vz € [1,400[ D(z) = [0, z].

Si ha
I ?12’ dedy = 1+oo (fox z% dy) dr = 1+(><J ?12’ (fox dy) dr = 1+Oo x%x dr =
f1+°° Lde =Tlimy— 400 flt L de =1limy 4 oo [log z]} = limy_, o logt = +o0.

Quindi l'integrale improprio & divergente positivamente.

21.1.3 Integrali tripli

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// 2% dxdydz |
D

D={(z,y,2) eR?% 2® + 4 <1,0 <z <a® +4°}.

dove

Risoluzione. Sia

A={(z,y) eR* 2> +y* < 1}

si ha p1o(D) = A e (V(z,y) € A) D(z,y) = [0,2° + .
A

z
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Si ha quindi
2,,.2

S ] Jp 2 dadydz= [ [, (Jy Bl 22dz) dedy = [ [, [52°]5 T dedy =
3 [ [ @+ y?)3 dady.
Una parametrizzazione in misura di A ¢ data dalla funzione «

T = pcost )
{roremt (e x b2
per ogni (p,t) € doma si ha |det(a/(p,t)| = p.

Si ha quindi
5 [ L@ +y?)? dudy = 3ff01]><027r] *)pdpdt =

1
3 ff[O,l]X[O,Qﬂ'] p’dpdt = 3 (fo 7d/’> ( 0 dt) =3 [épg]o 3T =1

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// x dxdydz ,
D

D={(z,y,2) R} 0<2x<1,0<y<1,0<z<uz}.

dove

Risoluzione. Si ha
p1,2(D) =[0,1] x [0,1] e (V(x,y) € p1,2(D)) si ha D(z,y) = [0, x].
A

Si ha quindi
[ [pxdedydz = ff[o,l]x[o,l] (fy wdz) dxdy = ff[071]x[071] 22 dedy =

fol (fo1 a? dy) dr = fol a? dr = [%xs]é = %

3. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///D(x—i-y—&-ZQ)dxdydz,

dove D ¢ il tronco di cono di basi i cerchi {(z,y,2) € R%* 2 =0,22 + 9> <4} e
{(J;,y,z) € RS; z = 2a$2 +y2 < 1}

Risoluzione. Per simmetria si ha
[ [ p@+y+22)dedydz = [ [ [, 2% dedydz.
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Si ha p3(D) = [0,2]; per z € [0,2], D(2) & un cerchio di centro (0,0). Se r, ¢ il

raggio di D(z), si ha
2-2):(r.—1)=2:1;
quindi si ha

_ 2—z
T, — 1= %%
quindi
r,=2-1%.

Si ha quindi

[ [ [2?dzdydz = f02 (f fD(z) 22 dxdy) dz = f02 22mis(D(z)) dz =

0

W[é237%Z4+2L025}2:7T(

3
71_160—120-‘,—24 _ 64

15 15

0
.

dove

49

D={(z,y,2) e R* 2?4+ 2° <

Risoluzione. Per simmetria si ha
[ [ Jp@+y+z)dadydz = [ [ [pxdedydz+ [ [ [, ydedydz+ [ [ [} zdzdydz.

O =

2227&'(2—%)2 dz:ﬂ'f0222 (4—2z—|—§> dz:ﬂ'fOQ (422 — 223 + 12%) dz =
116 + 5532) =

"($-5+8) -

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///D(a:—&-y—kz)dxdydz,

y?, 0<y <3},



21.1. INTEGRALI MULTIPLI 179

Per la simmetria rispetto al piano yz si ha [ [ [, = dzdydz = 0.
Per la simmetria rispetto al piano zy si ha [ [ [}, zdzdydz = 0.
Si ha quindi
[ [pe+y+2)dedydz = [ [ [}, zdedydz.
Si ha pa(D) = [0, 3] e per ogni y € [0,3] D(y) & il cerchio di centro (0,0) e raggio
3V
Si ha quindi

’ = dedz) dy =
[ Jpzdzdydz = |, (fD(y)ydxdz) dy= [y vy (fD ) o z) =

. 3 2 o (3 EEPRAE:

Jy ymis(D) dy = [g yrl dy = 5 [y v* dy =5 || = §m.

5. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// zdzxdydz ,
D

D ={(v,y,2) eR* 2? +y* + 22 <4, 2>1}.

dove

Risoluzione.

Si ha p3(D) = [1,2] e per ogni z € [1,2] si ha

D(z) ={(z,y) e R* 2° + ¢ <4 - 27},
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D(z) ¢ quindi il cerchio di centro (0,0) e raggio V4 — 22; si ha quindi
mis(D(z)) = 7(4 — 2?).

Si ha quindi

[ ] [pzdedydz = ff (fD(z) zdmdy) dz = ffz (fD(Z) da:dy) dz =

ff zmis(D(2))dz = ff (4 — 22)dz = 7rf12(4z - 2)dz = 7w [222 — %]2 =
T(8—4—2+1) =19

6. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

dxdydz ,

1
/ / /D a2+ y?
dove D & l'intersezione del toro ottenuto facendo ruotare attorno all’asse z il
cerchio di centro (3,0,0) e raggio 1 con {(z,y,2) € R*z >0,y > 0}.

Risoluzione. Sia A il cerchio di R? di centro (3,0) e raggio 1 e sia

B = {(xlvoaz/) € R3; (Ilvz/) €A0<0< g} .

Una parametrizzazione in misura di D e data dalla funzione ¢:

x =a'cosf
y=a'sinf , (2/,0,2') € B;
z=2
per ogni (x 0,2') € B siha |det¢/(z,0,2')| = |2'| = 2; quindi si ha
J I g dudydz = [ [ [, doa’ da'dod:’ = (47 d&) (f [, da'ds") =

2

imls(A) = p; =%

7. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:
/// (x+y+ 2)dedydz ,
D

D ={(z,y,2) e R 2%+ -

dove

Risoluzione. Tenendo conto della simmetria di D si ha
[ [p@+y+2)dedydz = [ [ [, zdxdydz.

Una parametrizzazione in misura di D ¢ data dalla funzione «:

T = psinpcosf -
y = 2psinesing , (p,0,¢) €0,1] x [0,27] x [0, 7] ;
z=3pcosp
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per ogni (p, 0, ) € dom(a) si ha |deto/(p, 0, ¢)| = 6p?sin ¢; quindi si ha
[ [pzdedydz = [ [ f[o,l]x[o,%]x[o,g] 3p cos p6p? sin p dpdfdy =

18 (f()l P dp) ( Ozrr d9) (fo% cOSLpSinapdgo) = 18%% {%E _ %W_

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///xgdxdydz,
D

2 2
D ={(z,y,2) €R3;x2+%+% <1}.

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione in misura di D ¢ data dalla funzione «:
x = psingpcosf
y =2psinpsing , (p,0,¢) € [0,1] x [0, 2] x [0, 7] ;
z =3pcosp

per ogni (p, 0, p) € dom(a) si ha |det o/(p, 0, )| = 6p% sin p; quindi si ha
[ [ [pa®dedydz = [ f[O,l]x [0,27] x[0,7] p? sin? @ cos? 062 sin ¢ dpdfdp =

6 (fol ot dp) (fo% cos? 9d9) (fy sin® pdp) =

27 T .
g (fo 1-&-%3(29)(19) (fo (1 —COSQ@)Slngpdgo) =
. 27 T, . .
£ 10+ ] ([ cos? s ) k) =
397 [~ cosp + & cos® @]0 =%r2-2)=2¢n3)=2%m

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

2?2 + % + 22) dedydz |
(
D

D = {(v,y,2) € R* 2% +y> + 22 <4} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione in misura di D ¢ data dalla funzione «:
x = psinycosf
y=psinpsing ., (p,0,¢) €[0,2] x [0,27] x [0,7] ;

Z = pcosy

per ogni (p, 0, ¢) € dom(a) si ha |det o/(p,0,¢)| = p? sin p; quindi si ha
[ [ p@® + 92+ 2%) dedydz = [ Jio.21x[0.27] x[0.1] p?p?sin @ dpdfdp =

(J2 ot dp) (J2= do) (f7 singp dg) = [26°]2 2 [ cos oy = 2222 = 1281,
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10. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///D(x—y)dxdydz,

dove D ¢ il tetraedro di vertici (0,0,0), (1,2,1), (1,1,1), (—1,0,2).

Risoluzione. Sia T': R®* — R3 la trasformazione lineare tale che 7(1,0,0) =
(1,2,1), 7(0,1,0) = (1,1,1), T(0,0,1) = (—1,0, 2).

Posto
E={tuv)cR*t>0,u>0,v>0t+u+v<1}

si ha T(E) = D.

La trasformazione lineare T' ha matrice

1 1 -1
a= 2 1 0
1 1 2
Quindi T si scrive
r=t+u—v
y=2t+u . (t,u,v) € R3.
z=t+u+2v
Si ha
1 -1 1 -1
det(a):—Q'1 9 ‘4—’1 9 ‘——2~3—|—3——3.
Si ha

[ [px—y)dedydz= [ [ [(t+u—v—2t —u)|det(a)| dtdudv =
J | [p(—=t—v)3dtdudv —3 [ [ [,(t + v) dtdudv.

Si ha
p12(E) ={tu); t>0,u>0,t+u<1}

e per ogni (t,u) € p12(F) st ha E(t,u) =[0,1 —t — ul.
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1
p12(E)
) -
Si ha L
u
=3[ [ Jplt+v)dtdud = =3[ [, o (7Tt v)dv) dedu =
—3ff )[tv+ ]”“dtd
ffplz( )(t —u) %(1—t—u)2) dtdu =
_3ffp12 )(t — tu) +%+%t2+%u2—t—u+tu) dtdu =
plz(E)( 312+ 3u” —u + 3) didu =

—3f0( ( 1t2—|—1u2 u—|—l)du)dt:

- 3fol [~ étQu + gt = fu? + Ju] T dt =

=3[y (3RO -)+ FA -1 - L1 -2+ (1 —1)) dt =
—3f01(—%t2+%t3+% il t2 t3 Trt—1e 4l 1y a
=3y G -3+ ) dt=3[Et -1+ M) = -3 (5 -+ ) =

Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

/// 22 dadydz |
D

D={(z,y,2) eR% 2’ +y? <1+2*,0<2<1}.

dove

Risoluzione.

Si ha ps(D) = [0, 1].
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Per ogni z € p3(D) si ha

D(z) = {(z,y) e R* a® +¢* <22+ 1}.

Quindi D(z) & il cerchio di centro (0,0) e raggio vz2 + 1.

At
NI

Si ha quindi

1 1
/// 2% dxdydz :/ (/ 22 dxdy) dz :/ 22 (/ da:dy) dz =
D 0 D(z) 0 D(z)

12. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///zdmdyalz7
D

dove

D={(z,y,2) eR> 22 +y? < 2% 2>0,2° +9? + 22 <4} .

Risoluzione.
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us

L’insieme D ¢ il settore sferico di asse il semiasse positivo delle z e ampiezza 7

della palla di cento (0,0,0) e raggio 2.
Una parametrizzazione in misura di D € quindi la funzione «
T = psinpcosf E]

y:pSinSDSine ) (p,(p,e)E[O,Q]X[O,4
2= pcosp

x [0,27] .

Per ogni (p, p,0) € dom(a) si ha |det o/ (p, ¢, 0)| = p?sin .
Si ha quindi

// / zdxdydz = // / p cos @p? sin ¢ dpdpdf =
D [0,2]x[0,%]x[0,27]
2 z 2m
</ 0 dp> / sin ¢ cos ¢ dp (/ d9> =
0 0 0

9 x 2
1 1 1 2
[4/)4} . {2 sin? 90} . 21 = 27 - 45 <\2[> =27 .

13. Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///ydxdydz,
D

D={(z,y,2) eR* 2® +y* +2? <4, -y <z <y}.

|

dove

Risoluzione.
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T

Tenendo conto che la proiezione di D sul piano xy €
{(z,y) e R 2 +4? <1}
e che quindi nelle coordinate sferiche per i punti di D si ha § <60 < %w,

4
Y

una parametrizzazione in misura di D ¢ la funzione «
x = psinycosf r 3
y:pSin@Sina ) (p,¢,0)6[0,2]X[O,W]X[Z,Z].
Z = pCcosy

Per ogni (p, p,0) € dom(a) si ha |det o/ (p, p,0)| = p*sin .

Si ha quindi

///ydmdydz:/// psin psin 8p? sin ¢ dpdedd =
D [0,2]x[0,7] x [ £, 3]

™
1
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([ 70 ([ ) [ 00)-

Ep]o (/o e dw) [~ cos 0] =

4 [;go - isin(2g0)] : V2 =2V2r.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale triplo:

///D(xfy+3z)dxdydz,

dove
D={(z,y,2) eR* 22 +9° < (2—2)%,0< 2 < 1}.

Risoluzione.

Z‘

1

2 v
X

Si ha

///D(x*er?)z)dmdydz:///Dxdxdydzf///[)yd:cdydpr
3///Dzdxdydz.

Per la simmetria rispetto al piano yz, si ha [ [ [,z dedydz = 0.
Per la simmetria rispetto al piano xz, si ha [ [ [}, ydedydz = 0.

///D(xnyr?)z)dxdydz:S///Dzdxdydz.

Si ha p3(D) = [0,1] e per ogni z € [0,1] si ha D(2) = {(z,y) € R?%; 22 +3? <
(2-2)%}

Si ha quindi
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Si ha quindi

3///DZdacdydz—3/Ol (//D(z)zdxdy> dz =
3/01 (Z//D(z) dxdy) dz3/01 zmis(D(z))d23/0127r(22)2dz

1 1
37r/ z(4—4z+22)dz:37r/ (42 — 422 + 2% dz =
0 0

4 10" 4.1 24— 16+ 3 11 11
22—— 3 —4 = 2—— — = —_— = _— = —
37r[z 32 +4z}0 37T< 33—1—4) 3 B 37r12 47T

21.2 Misure di sottoinsiemi di RY

21.2.1 Misure di sottoinsiemi di R?

1. Esercizio. Calcolare I'area del seguente insieme:

1
D:{(%y)GRZ;le,ogygﬁ};

dire se I'insieme D ¢ integrabile.

I
=
‘b—l

Risoluzione. Si ha p(D) = [1,+o00[ e (Vz € [1,+00]) D(z)

S

1

Si ha quindi
mis(D) = [ [, dedy = [;* (fom2 dy) dr = 1+°O L de =
limt_>+oo flt .L% dx = 1imt_>+oo [—%]to = limt_)+oo (1 - %)g =1.

L’insieme & quindi integrabile.
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21.2.2 Misure di sottoinsiemi di R3

1. Esercizio. Determinare la misura dell’insieme
D={(z,y,2) eR* 2® +2 + 22 <422 +y> <1} .

Risoluzione. Si ha

pp2y(D) = {(z,y) € R% 2% + y? < 1} e per ogni (7,y) € P{1,23(D) si ha
—/4 — 22 —y2,v/4 — 2% — y?]; si ha quindi
. \/4—=x
mis(D) = [ [ [, dzdydz = ffp{l 2y (D (f \/7dz> dzdy =
2ffp{1,2}(D) V4 — 22 —y2dxdy.

Una parametrizzazione in misura di pg; 2y (D) &

T = pcost
eI AL

quindi si ha

szp{l 23(D mdxdy =2 foo.11x[0.27] VA= p?pdpdt =
1
4 [y pmdp = 2 [y A= P (=2p)dp = —2m (4= p)}3] =
—7T — 47/3.
2. Esercizio. Determinare la misura del seguente insieme:

DZ{(I‘,y,Z)ERS; I2+y2§2§1—x2_y2}.

Risoluzione. Siha (z,) € pg1,23(D) se e solo se esiste z € R tale che 2% +y* <
2 <1—2%—9y%
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quindi se e solo se
22 4 y? <1—a%—y?
cioe se e solo se
?+yt <
quindi pgq 23(D) € un cerchio di centro (0,0) e raggio % Per ogni (z,y) €
p1,2}(D) si ha poi D(z,y) = [#2 + 9y 1 — 2% + 2.
Si ha quindi
. 1—22—y?
mis(D) = [ [ [, dedydz = ffpu,z} (fm2+y2 Y dz) dzdy =
J Doy =@ =y dedy = [io 1 ,10,0m (1 = 20%)pdpdf =

1 , s ]
2 7 (o= 20" dp = 2m [ 28] =y - D = .

3. Esercizio. Determinare la misura del seguente insieme:

D ={(z,y,2) e R% 22® +2y* <z < 1+a” +¢%}.

Risoluzione. L’intersezione del paraboloide
z =222 + 2°

con il paraboloide
z=1+2%+9°

¢ data dagli (z,y,2) € R3 tali che

2z = 22 + 22

202 +2y% =1+ 22 + 92
z=1+z2+1>

=1+ 22+ 92 cioe tali che {
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cioe tali che

x2+y2:1
z=2
y
z
2
1
D

Si ha quindi
p12(D) = {(z,y) € R* 2? +y* < 1}
e per ogni (z,y) € p1,2(D) si ha

D(mvy) = [2$2 +2y2u1 _332 _y2] .

Si ha quindi

l—a?—y?
mis(D)z/// dxdydz:// / dz | dxdy =
D p1,2(D) 222 +42y2
// (1 — 2% —y*) dady .
p1,2(D)
Y

A

p1,2(D) |,

Una parametrizzazione in misura di p1 2(D) € la funzione ¢

xr = pcost
{pm£ (p,t) €[0,1] x [0,27] .
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Per ogni (p,t) € dom(p) si ha |dety’(p,t)| = p.
Si ha quindi

// (1—2%—9? dmdyf// (1— p*)pdpdt =
p1,2( [0,1]x[0,27]
2 1 1 11 s
=2 B (=R
</0 lo=r )dp) (/0 dt) " {2/) 1? L 77<2 4) 2

. Esercizio. Calcolare il volume del tetraedro D di vertici (3,2, -1), (1,—1,2),

(3,—-2,1), (1,3,2). Si chiede di non usare formule che diano direttamente il
volume di un tetraedro, ma di calcolare il corrispondente integrale triplo.

Risoluzione. Sia

T={(tu,v) €R* t>0,u>0,v>0,t+u+v<1}.

I punti (x,y,2) € D sono dati da
(I7y7 Z) = t(37 27 71) + u(]-v 717 2) + U(3a 727 1) + (1 —t—u-— ’U)(]_, 35 0) =

(2t+204+1,—t—4u—50+3,-3t —v+2)
al variare di (¢,u,v) € T.
Una parametrizzazione di D ¢ quindi la funzione
=(2t+2v+1

y=—t—4u—-50+3 , (t,u,v)eT.
z=—-3t—v+2

Per ogni (t,u,v) € T si ha

(t,u,
a 2 (t,u,v) = (2,—-1,-3),
99 (t,u,v) = (0,~4,0),
52 (t,u,v) = (2,-5,-1).
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Si ha quindi

2 0 2
-1 -4 -5 ;
-3 0 -1
si ha
2 0 2 9 9
|| -1 -4 -5 | |=]—-4 3 1 |=1]-4(-2+6)|=6.
-3 0 -1

Si ha quindi

wis(D) = [ [ [ asayaz = [ [ [ 16aeauao <16 [ [ [ itava.

A={(t,u) € R% tgr0, u>0,t+u<1}.

Sia

Si ha p1 2(T) = A e e per ogni (t,u) € Asi ha T(t,u) =[0,1 -t — u.
Si ha quindi

16///Tdtdudv:16//A(/Ol_t_udv) dtdu:16//A(1—t—u)dtdu.
Yl

1

Si ha p1(A) =[0,1] e e per ogni ¢t € p1(A) si ha A(t) =[0,1 —¢].
Si ha quindi

16//4(1—t—u)dtdu:16/01 (/Ol_t(l—t—u)du) dt —

1-t

1 1
1 1
16/ {u—tu—uﬂ dt:16/ (1—t—t(1—t)—(1—t)2> dt =
0 2 0 0 2
16/1 Lt—tr2-tqeolp dt—16/1 LB
0 2 2 N 0 2 2 -

1 1 171* 1 1 1 6 8
16|t —=t*+-t] =16(=—-+=)=—=-.
-5t s -1 (5-5+5) 53
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5. Esercizio. Calcolare il volume del seguente insiemeo:

D={(z,y,2) eR% 2® +y* + 27 <2, 2 > 2° +y°} .

Risoluzione.

L’intersezione della superficie sferica 22 + y? + 22 = 2 con il paraboloide z =

2?2 + y? & data dagli (z,y, 2) € R? soddisfaxienti

24yt 22=2
{z:x2+y2 ,Cloe

24+4+22=2 .
{z=w2+y2 , cloe

z=—-20z=1
z=ax%+y>?

Per z = —2, si ha 22 + 3% = —2 < 0; non si ottie

Per z = 1 si ottiene la circonferenza
z=1
1‘2 + y2 =1

Da cio segue
p12(D) = {(z,y) € R?* a® +y* <1}

ne quindi alcuna soluzione.

Dunque p1 2, (D) & il cerchio di centro (0,0) e raggio 1.

Per ogni (z,y) € p12(D) si ha D(z,y) = [2% + y?, /2 — 22 — ¢?].

Si ha quindi

V2—a?—y?
mis(D):/// dxdydz:// / dz | dedy =
D p1,2(D) x2+y?
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//pl,g(D)(m — (2% +y?)) dady .

Una parametrizzazione in misura di py 2(D) ¢ la funzione ¢

Y
w

T = pcost
{ Yy = [p)sint ’ (p,t) S [0, 1} X [0)27{} .

Per ogni (p,t) € dom(p) si ha |det ¢'(p,t) = p.
Si ha quindi

//pl,zw)(m — (2% +y?)) dedy =

//[0,1]x[0,27r]( 2= = )pdpd: = (/01<p e p3)dp> (/02“ dt) -
o (-3 [ 2= 2ao- [ 5an) =

1
1 [(2—&)31 [p]
=5 |7 | |7 =
2 2 J, L4l

6. Esercizio. Calcolare il volume del seguente insiemeo:

D={(x,y,2) ER¥}a2? +y* <22 —1,1<2<2}.

Risoluzione.
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Si ha p3(D) = [1,2] e per ogni z € [1,2] si ha

D(z) = {(z.y) € R? 2? +¢y* < 22— 1}.

A

<9 -
Si ha quindi

mis(D) = ///D dxdydz = /12 (/D(z) dwdy) dz = /12 mis(D(z))dz =

2 2
1 1 4
/W(ZQ—l)dz:ﬂ Bz =a §—277+1 =—7.
. 3 ) 3 3 3




Capitolo 22

Integrale di funzioni su
varieta

22.1 Integrali di funzioni su varieta

22.1.1 Integrali curvilinei di funzioni in R?

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/zds,
¥

v={(z,y) € R}z > 0,2 +y* =4} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione di v &

r = 2cost te[_z E]-
y =2sint ’ 272"’
quindi si ha
J,zds = ff% 2(cost)2dt =4 [sint]?, = 8.

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/Y(chry)ds,

v={(z,y) eR*(x—1)* + (y —1)* =4} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione di v ¢ data dalla funzione ¢

r =1+ 2cost
{ y=1-+2sint » t 10,27 ;

197
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per ogni t € [0,27] si ha ¢'(t) = (—2sint, 2cost) e quindi ||¢’(t)|| = 2; quindi si
ha
J, (@ +y)ds = 027r(1 +2cost+1+2sint)2dt =2 fOQW(Q +2cost +2sint)dt =

4t — cost +sint]2" = 8.

3. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/zds,
~

v={(z,y) eR*0<z <1y=2"}.

dove

Risoluzione. La curva + ¢ la ipersuperficie cartesiana definita da
f:[0,1] — R, x — 2%

per ogni z € [0,1] si ha f'(z) = 2z; quindi si ha

1
fywds = fy oI+ de = 4 [} VI+aa%8wde = § 30+ 402} =
135~ 1) = VA1)

4. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/xyds,
y

Y= [(O’ 2)a (270)} U [(2’ 0)7 2, 2)} .

Risoluzione. Sia v; = [(0,2),(2,0)] ¢ v2 = [(2,0), (2, 2)].

dove



22.1.

INTEGRALI DI FUNZIONI SU VARIETA 199

Si ha
fw Ty, ds = f,“ xy, ds + f,m xy, ds.

Una parametrizzazione di v; € data dalla funzione ¢

T=1
{y:2_t,temﬂL

per ogni ¢ € [0,2] si ha ¢'(t) = (1,—1) e quindi ||¢'(t)|| = v/2; quindi si ha

[ wyds = [JH(2—t)V2dt = V2 [((2t—t?) dt = V2 [tQ - %]z =V2(4-8) =
132
2,

Una parametrizzazione di 9 € data dalla funzione ¢

=2
{y:t,temﬂL

per ogni t € [0,2] si ha ¢'(t) = (0,t) e quindi ||¢’(¢)|| = 1; quindi si ha
— (2 — [12]1% =
fw zyds = fo ot dt = [t ]0 =

Si ha quindi
J, (@) ds = 4T\/§ +4.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/7($+y)d87

Y= [(172)’ (37 1)] .

dove

Risoluzione. Si ha

v =A{(1,2)+¢((3,1) = (1,2)) t € [0,1]};
quindi una parametrizzazione di v ¢ data dalla funzione ¢

, t€[0,1];

r=1+4+2t
y=2-1
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per ogni t € [0,1] si ha ¢'(t) = (2, —1) e quindi ||¢’(¢)|| = v/5; quindi si ha

271
S, (@ +y)ds = Jy(+2t+2—1)V/5dt = \/5f01(3+t)dt: \/5[3757 %}O =
V5(3+ 1) =15

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/xst,
¥

v={(z,y) e R 2> +¢y* =1} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione di v € data dalla funzione ¢

xr = cost
{y:sint , t€10,27] ;

per ogni t € [0, 27] si ha ¢'(t) = (—sint,cost) e quindi ||¢’(¢)|| = 1; quindi si ha

[ z?ds = 027Tcos2tdt: O%H%S(mdt:w.
v

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo

/y2d8,
Y

{(z,€"); x €[0,1]} .

dove «y e I'arco semplice

Risoluzione.

Svolgiamo ’esercizio in due modi,

(a) Modo 1. Una parametrizzazione di v & data dalla funzione ¢

r=1
{yzet ,tef0,1];
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per ogni t € [0,1] si ha ¢'(t) = (1,€e') e quindi ||¢'(¢)]] = V1 + €%*; quindi
si ha

! 1t \
/yz ds = / e'V1+e2dt = 3 / (1+¢*)2(e*2)dt =
0% 0 0

(b) Modo 2. L’arco v ¢ la ipersuperficie cartesiana definita da
f:00,1]] —m R,z — €”.
Per ogni = € [0,1], si ha f/'(z) = €%; si ha quindi

I+ (@7 = Viter.

Si ha quindi

8. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di funzioni (non ¢ necessa-
rio semplificare il risultato):

dove

Risoluzione.
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Una parametrizzazione di v ¢ data dalla funzione ¢

— ¢
{5:# te[-1,1].

Per ogni ¢ € [—1,1] si ha ¢'(¢) = (1, 2t) e quindi ||¢'()]| = V1 + 4¢2.
Si ha quindi

1
/yds:/ 2/ 1+ 42 dt .
0% —1

Poniamo t = %shu; si ha jTZ = %chu; pert =1, si ha u = Argsh2; per t = —1,
si ha u = — Argsh 2.

Si ha quindi

1 Argsh 2 1 1
/ t2\/1+4t2dt:/ (fshu)2\/1+sh2u§chudu=

1 — Argsh 2
1 Argsh 2 1 Argsh 2
7/ sh2u\/ch2uchudu:f/ sh? uch? udu =
8J_ Argsh 2 8J_ Argsh 2

Argsh 2 Argsh 2
1 2 2 1 2
— 4sh*uch®udu = — (2shuchu)® du =
32 J_ Argsh 2 32 /_ Argsh 2
1 Argsh 2 1 Argsh 2 h 4 _ 1
— sh?(2u) du = — chtu) 1 du =
32 J_ Argsh 2 32 J_ Argsh 2 2
Argsh 2

1 |:1
— | =sh(4u) — u] =
64 [4 — Argsh 2
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1 /1 1
o1 <4 sh(4 Argsh2) — Argsh 2 + 1 sh(4 Argsh 2) — Argsh 2> =

Argsh2
32
Argsh2
32

1 Argsh2
32 24/1+ sh? Argsh 2 (1 + sh? Argsh 2 + 4) ri; =

7\[ 9 Argsh 2 7\[ Argsh2
32

2sh(2 Argsh 2) ch(2 Argsh 2)—

1 /1
— (4 sh(4 Argsh 2) — Argsh 2) =

1
32 128

1
6—42 sh(Argsh 2) ch Argsh 2 (ch2 Argsh 2 + sh? Argsh 2)

22.1.2 Integrali curvilinei di funzioni in R?

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di funzioni

/zds,
.

v ={(tcost,tsint, t); t € |0,27]} .

dove

Risoluzione. Una parametrizzazione di v & data dalla funzione ¢

xr =tcost
y=tsint | t€[0,2n].
z=1

Per ogni ¢ € [0,27] si ha
@' (t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1;.

Si ha quindi

@' (t)|| = \/(cost — tsint)2 + (sint +tcost)? +1 =

\/COSQt—QtCOStSint-i-tz sin? ¢ +sin®t + 2tsintcost + 2 cos2t + 1 =
Vit +1=+v2+¢2.

Si ha quindi

2w
(24 12)3
3

1
2 2

2
/zds—/ /2 + 12 dt = / (2+12)7(2t) dt =

é((2+47r)%—2%> —é((2+47r)\/2+ﬁ—2f)
%((14—277) 2+4w—\/§)-
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22.1.3 Integrali di superficie di funzioni

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

//S(w2+y2)ds,

S ={(x,y,2) ER? 22 +y* + 22 =4,2>0}.

dove

Risoluzione.

Una parametrizzazione in misura di S e la funzione o
x = 2sinpcosf

y=2sinpsing |, (p,0) € [0, g] x [0, 27] .
z=12cosp

Per ogni (¢, 0) € dom(w) si ha

2cospcosf —2singsind

o (p,0) = 2cospsind  2sinpcosb
—2sing 0
Quindi
E(QD, 9) =4,
F(p,0) =0,
G(p,0) = 4sin” p.
Quindi

VE(p,0)G(2.0) = (F(.0))? = \/165in” o = 4sinp.
Quindi si ha
22 +y?)ds = = 4sin® p cos? § + 4sin® @ sin’ 0)4 sin ¢ dpdf =
s [0,2]x[0,7]
5100,

16 [ f[o 1 [0.7] sin® o dpdf = 16 (fog sin® <pdg0> (fy.d8) =

s
’2
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16 (fog (1 —cos? ) sinp dga) 21 = 327 fog (sin ¢ + cos? p(— sin ) dp =
32 [~ cos ¢ + 3 cos® <p}0% =32r(1-1)=8%n.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

f

S={(r,y,2) ER?} 22 +4*=9,0<2<1,y>0}.

dove

Risoluzione.

Una parametrizzazione di S e la funzione ¢

x = 3cost
y=3sint , (t,u)€[0,7]x[0,1].
Z=u

Per ogni (¢,u) € dom(yp) si ha

—3sint 0
o' (t,u) = 3cost 0
0 1
Quindi
E(t,u) =9,
F(t,u) =0,
G(t,u) = 1.
Quindi

VE,u)G(t,u) — (F(t,u))? = 3.

Quindi si ha

[ Jsyds = ff[o,ﬂ']x[o,l] 3sint - 3dtdu =9 ([, sintdt) (fol,du> =
9[- cost]y = 18.

205
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3. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

f [

S={(z,y,2) ER* 2 +¢y* =22, 0<2<1}.

dove

Risoluzione.

S ¢ la superficie conica di base
{(z,y,1); e R,y e R, 2® +y* =1}

e vertice (0,0,1). Una parametrizzazione in misura di S ¢ quindi la funzione ¢
(z,y,2) = (0,0,0) + t((cosu,sinu, 1) — (0,0,0)), (t,u) €[0,1] x [0, 2],

cioe
T =tcosu
y=tsinu , (t,u)€[0,1] x[0,27].
z=1t

Per ogni (¢,u) € dom(yp) si ha

cosu —tsinu

o' (t,u) = | sinu tcosu
1 0
Quindi
B(t,u) = cos?u +sin?u+1 =2,
F(t,u) =0,
G(t,u) = t?sin® u + t? cos® u = 2.
Quindi

VEtu)G(t ) — (F(t,u)? = V22 = V2t

Quindi si ha

S Jszds = J figaycoam 02t dtdu = V2 (o 12 dt) (f5™ du) =
V2 [3#%]2m = 3V
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4. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

//Sd

dove .

S={(w,y,2) ER} 220,y>0,2>0,w+y+ 5 =1}.
Risoluzione. ‘

2
1
1
Sia,
T={(x,y) eR* 2>0,y>0,z+y<1}.

Sia

g: T —R,(z,y) —2(1l—z—vy).
S e la superficie cartesiana

z:g(x,y), (SC,y)GT.

Si ha
%(xay) = 727
Quindi

VIt Gy + () = Vo =3,

y
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Quindi si ha

ffszyds:ffoySd:Edy:?)ffT:cydxdy:

3f01 ( OI_I xydy) dz = 3f01x [%yﬂ;f‘r dx = %fol (1 —x)?de =
et a3 30+ e = (G- 3 D - A=k

5. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie di funzione

//S(Qerxfi%y)ds,

S:{(Jc,y,z)eR?’;0§x§1,0§y§1,z=3—m—y}.

dove

Risoluzione.

Una parametrizzazione di S e la funzione ¢
rT=u
Y= . (t,u) €10,1] x[0,1] .

z=3—u—v

Per ogni (u,v) € dom(p) si ha

1 0
o' (t,u) = 0 1
-1 -1
Quindi
E(u,v) =2,
F(uav) =1,
G(u,v) = 2.
Quindi

VB, 0)G(u,0) = (Flu, o) = VE—1 = V3.
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Quindi si ha
[ Js(2z+2—=3y)ds= [ f[o,l]x[o,l](2(3 —u—v) +u—3v)V3dudv =
V3 [ Jio.xj0,11 (6 — w = 5v) dudv = V3 Jy (fol(ﬁ —u—5v) d”) du =
V3 J) [6v — uv — 307} du = V3 [} (6 — u— 3)du
V3 [y (5 —wydu = VB[Ju—ju?]; = V3 (5 - §) = 3V3.

22.2 Misura di sottoinsiemi di una varieta

22.2.1 Lunghezza di una curva

1. Esercizio. Calcolare la lunghezza della seguente curva:
v = {(e' cost,esint,e'); t € [0,27]} .

Risoluzione. La funzione [0,27] — [1,€2"] & un omeomorfismo; da ciod segue
subito che una parametrizzazione di v € la funzione ¢

x = el cost
y=e'sint , t[0,2n].
x=céel

Per ogni ¢ € [0, 2] si ha
©'(t) = (e’ cost — e sint, e’ sint + e’ cost,ef) .

Si ha quindi

' ()]| = /(e cost — et sint)2 + (et sint + et cost)? + e2t

\/62t(COS2 t — 2sintcost 4 sin?t) + e2t(sin?t + 2sint cost + cos? t) + 2t =
Vert(1+1+1) =3¢,
Si ha quindi

L _ _ o ’ _ o tog 127 27
ungh(v)-/ds-/o o' (t) dt = i V3etdt = V3[e'][" =V3(e* —1).

2. Esercizio. Determinare la lunghezza della seguente curva:

v = {(tcost,tsint,t); t € [0,27]1} .

Risoluzione. Una parametrizzazione di v ¢ data dalla funzione ¢

x =tcost
y=tsint ,te0,2n].
z=1
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Per ogni ¢ € [0, 2] si ha

¢'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1;.

Si ha quindi

e’ @) = v/(cost — tsint)? + (sint +tcost)2 + 1 =

\/cothf2tcostsint+t2sin2t+sin2t+2tsintcost+t2c052t+ 1=

Vit +1=v2+12.

Si ha quindi
2m
Lungh(y) = / ds = / V2 +2dt .
v 0

Poniamo t = v/2shu; si ha % = /2cht; per t =0 si ha u=0; per t = 27 si ha
u = Argsh 3—\/’% = Argsh(v/2m).

Si ha quindi

27
V2 +2dt = V2sh?u + 2v2chudu =

Argsh(v/27)
: J

Argsh(v/2m) Argsh(v/27)
2/ \/sh2u+1chudu:2/ Veh?uchudu =
0

0

Argsh(v/27) Argsh(v/27) h(2 1
2/ ch2udu:2/ %duz
0 0

Argsh(v/27) 1 Argsh(v/2m)
/ (ch(2u) + 1) du = {2 sh(2u) + u} =

0 0

% sh(2 Argsh(v/27)) + Argsh(v/2r) =

sh(Argsh(v/2r) chsh Argsh(v/27) 4+ Argsh(v/2r) =

\/§7T\/1 + sh? Argsh(v27) + Argsh(v2r) = vV2r\/1 + 272 4+ Argsh(v2r) =
V2 + 4n2 4+ Argsh(v2m) .
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22.2.2 Area di una superficie

1. Esercizio. Calcolare 'area della superficie
s={(z,y,2) ER3 22 + > + 22 =422 +9? < 1,2 >0} .

Risoluzione.
z

ol

La funzione «
T = 2sin @ cos @ -
y=2sinpsinfd , (p,0) €0, 6] x [0, 27]

z=12cosp

¢ una parametrizzazione in misura di s.

Per ogni (p,0) € [0, & x [0,27] si ha

2cospcosf —2singsinf
o (p,0) = 2cospsind  2sinpcosb :
—2sing 0

si ha quindi E(p,0) =4, F(p,0) =0, G(p,0) = 4sin? p.

Quindi si ha
Area(s) = [ f[o,g]x[o,%] V16sin” pdedd = 4 - 21 Jo¥ singpdp = 87 [—cosp|§ =

(=2 +1) = 4x(2 — V3).

2. Esercizio. Calcolare ’area della superficie:
s={(z,y,2) ER3 z2=1—22—y? 2>0}.
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Risoluzione.

Posto A = {(x,y) € R%;2% + y? < 1}, si ha

{(z,y,2% +%); (z,y) € A};

quindi s & una superficie cartesiana definita da
f:A—R, (v,y) — 22 +9% -1

Per ogni (z,y) € A si ha % =2z e % = 2y; quindi si ha

Area(s) = [ [, /1 + 422 + 4y? dxdy.

Una parametrizzazione in misura di A ¢

T = pcost )
eI AL

quindi si ha

I \/1+4x2+4y2dxdy:ff[ml]x[o)%] V1+4p2pdpdt =

1 31t L 31t s
or [ \/T+ 4p2pdp = 2m1 [%(1—1—4/)2)3}0 =132 [(1+4p2)3}0 =T —1)=
Z(5v5—1).

3. Esercizio. Calcolare I'area della superficie

s={(z,y,2) ER*2? +y? + 22 =422 +* < 1,2 >0} .

Risoluzione.
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La funzione «

x = 2sinpcosf

y =2sinpsind | (p,0) € [0, %] x [0, 2]

z=12cosyp

¢ una parametrizzazione in misura di s.

Per ogni (p,0) € [0, & x [0,27] si ha

2cospcosf —2singsiné
o' (p,0) = 2cospsind  2singcosd

—2sin¢p 0

si ha quindi E(p,0) = 4, F(p,0) =0, G(y,0) = 4sin® ¢.

Quindi si ha

213

Area(s) = [ f[o,g]x[o,zw] V16sin? o dpdh = 4 - 2m fO% sin ¢ dp = 87 [— cos gp]og =

(=3 4+ 1) = 4n(2 — V3).
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Capitolo 23

Integrale di forme differenziali

23.1 Integrale di forme differenziali
23.1.1 Integrali curvilinei di forme differenziali in R?
1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forme differenziali
/F(—x +y)dz —y?dy
dove I e la curva orientata
{@y) eR: @+ 1) +(y—1)? =1y <1},

con orientazione per la quale (—2,1) ¢ il punto iniziale e (0,1) il punto finale.
Risoluzione. La curva I' & una semicirconferenza di centro (—1,1) percorsa in

verso antiorario. )

N

Una parametrizzazione di I &

{x:—l—f—cost tel-m0.

y=14sint ’

Si ha quindi
Jr(—z+y)de—y?dy = f_Oﬂ((l —cost+1+sint)(—sint) — (1+sint)? cost) dt =

215
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f_07r(—2sint—costsint—sith—cost—2sintcost—sin2 cost)dt =

fi)w(f?sintfcostfsintcostfsin2tfcostfsin2 cost)dt =

— 2% sintdt — [° costdt — [° sintcostdt — [0 1=%CH gy

—f?ﬂsinztcostdt:

) cost]_ — [sint]_ — [gsin" ] —3 5 sin .~ |gsin?t] =
-~z

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forme differenziali

1
/ dx
ry+1

dove T" & ’arco semplice orientato

[(_1’ 0)7 (07 1)} U [(0’ 1)’ (17 0)]

orientata in modo che (—1,0) sia il punto iniziale e (1,0) il punto finale.

Risoluzione. Sia I'; 'arco semplice orientato [(—1,0),(0,1)] di punto iniziale
(—1,0) e punto finale (0,1).

I'h I'>

Sia 'y T'arco semplice orientato [(0,1),(1,0)] di punto iniziale (0,1) e punto
finale (1,0).

Si ha
1

——dr = 7dm—|—/ dr .
Fy+1 F1y+1 F2y+1

Una parametrizzazione di I'; &
(l‘vy) = (_170)+t((071)_(_1’0))? le [O’ 1] ’
cioe

r=—-1+4+1
{y:t , teo,1].
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Si ha quindi

1 | 1
——dx = ——dt = [log(t+1)], = log2.
[ gade= [ e = ot + 1l = log

Una parametrizzazione di I's &
($7y) = (071)+t((1a0)7(071))a te [07 1] )
cioe

=1
{y:l—t , teo,1].

Si ha quindi

/ L —/11dt—/11dt—[ log(2 — t)]; = log 2
TR e A A 0= 082

(Oppure T’y & il simmetrico di T'; rispetto all’asse y; la funzione f(z,y) = ﬁ
in punti simmetrici assume gli stessi valori; proiezioni di lunghezze di I'; e di
I’y sull’asse « hanno lo stesso segno; quindi

Lal:rz/ L dx =log2).
r, ¥ +1 Y+l

Si ha quindi

1
/ +1dnc:logQ—f—logQ:2log2zlog4.
ry

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale

/yzdz,
T

dove I' & ’arco semplice orientato
{(z,y) eRY 2® +y* =1,2>0,y >0},

di punto iniziale (1,0) e di punto finale (0,1).

Risoluzione.
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Una parametrizzazione di I' &

T = cost T
{ Y —sint te[O,E].

Si ha quindi

2 % -2 . % -3 % -2 .
Yy dx = sin® ¢t(—sint) dt = — sin® tdt = — sin® tsintdt =
r 0 0 0

™

El ) 5 5 )
7/ (1 —cos t)sintdt:f/ sintdtJr/ cos” tsintdt =
0

0 0

[N

— [ cos t]O% dt — / cos? t(—sint) dt =
0

t L 3t% 1+1
cost — - cos =— S =—7.
3 0 3 3

2

4. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale

/F(xQ—i-y)da:,

dove I'" & I’arco semplice orientato
2 2
x Y
{(z,y) € R? 34‘2:1,%20»2/20}7

di punto iniziale (3,0) e di punto finale (0, 2).

Risoluzione.
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3
Una parametrizzazione di I' &
x = 3cost s
{ y =2sint ’ te [0’5]'

Si ha quindi

™

2
/($2+y)dx:/ (90052t+2sint)2costdt:
r 0

z z
2 (9/ cosgtcostdt—i—Q/ sintcost) =
0 0

pi
sin® t} z
2 0

5 5 ) 1
2 9/ costdt—9/ sin“tcostdt+ 2= | =
0 0 2

- 1 3
2(9[sint]02 —9[35111375} +1> =209-34+1)2-7=14.

™

3
2 9/ (1—Sin2t)costdt+2[
0

0

5. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale:

/xydx,
r

{(z,y) eR*% (2 -2 +¢y? =4, (v - 4> +y* < 1,y > 0} ,

dove I' & ’arco semplice

orientato in modo tale che (4,0) = (0,1) (condizione sul versore tangente nel
punto (4,0)).

Risoluzione.
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(z—2)?+y* =4

I" ¢ un arco della semicirconferenza
y=>0

Determiniamo il punto intersezione fra le semicirconferenze
(=22 4y =4 [ (e-4)7+y*=1
y>0 y>0 )

Il punto soddisfa
(x—2)2+y> =4
(-4 +y* =1, ciod
y=>0
(=22 +y* =4
(x—2)2—(z—4)?%=3 |, cioe
y=>0
2% —dr +4 — (22 — 8216) = 3
(r—2)2+y? =4 , cioe
y=>0

———
/—; 8
e
ot
o
+
<

[N~}
I
W~
“Q.
o
3
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L
Y=

Quindi il punto intersezione delle due semicirconferenze & (

£
t

&@)
47 4 .

Sia  I'angolo al centro della circonferenza (z —2)% 4 y? = 4, che sottende 1’arco

r.
Si ha
sinf = —@ _ VI
2 8
Essendo % >2siha0 <6< 7. Sihaquindi § = Arcsin %.
Una parametrizzazione di I' & quindi
r =2+ 2cost . 15
{y:2sint , te€ |0,Arcsin S ] )

Si ha quindi

Vi5

Arcsin
/xydx = / (2+2cost)2sint(—2sint) dt =
r 0

Arcsin @ Arcsin V15
-8 / sin2tdt+/ sin®tcost | =
0 0
Arcsin g Arcsin V15
1-— 2t 8
-8 / &()dt—&—/ sin®tcost | =
0 2 0
S Arcsin @
{—415 + 2sin(2t) — - sin® t} =
3 0
1 V1

—4 Arcsin o + 2sin (2 Arcsin \/8>5> — gsin?’ Arcsin 85 =

3
—4 Arcsin > 4 4 sin Arcsin cos Arcsin 15 — § @ =

8 3 8
V15 15 15 815415

—4 Arcsin 3 + 4\/;\/1 — sin? Arcsin \/; — 56—4% =

V15 V15 15 5 V15 V157 5
—4 Arcsi ——1/1 - ———+/15 = —4 Arcsi —— ——V15 =

resn Ty 64 64 e A

V15 23
- =V15.
8 64\/>

—4 Arcsin
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6. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale:

/xydx,
r

{z,9) eR% (z—4)+y* =1, (2 —2)* +y> <4,y >0},

dove I' & ’arco semplice.

orientata in modo che (3,0) sia il punto finale.

Risoluzione. )

(-4 +y* =1
y=0 '
Determiniamo il punto intersezione fra le semicirconferenze
(=22 4y =4 [ (e-4)7+y*=1
y=0 y=0 )

Il punto soddisfa

I" & un arco della semicirconferenza {

(=2 +y* =4
(x—4)*+y*=1 , cioe
y=0

(x—2)2+y*=4
(r—2)?—(z—4)>=3 , cioe
y=>0

2% — 4w +4 — (22 — 8216) = 3
(x—2)2+y? =4 , ciog
y=>0

dr—12=3
(x—2)*4+y? =4, ciod
y=>0

-

(%—2)24—:1/2:4 , cioe
y=>0
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=15

=7
%2-1—3/2:4 , cioe
y=>0

— 15

mz_ Y5 .

y* =15 , cioe
y=>0

— 15

=7

:ifvik’ , cioe

Quindi il punto intersezione delle due semicirconferenze & (%7 —V415)

(%7 @) ¢ il punto iniziale di T".
Sia « fra la semiretta di origine (4,0) e passante per (5,0) e la semiretta di

origine (4,0) e passante per (12, @)

r
(0%

3 4 5 -

Una parametrizzazione di I' &
=4 t
{ 7=t cos , tela,m.
y =sint
Si ha sina = @ e 5 <a<m;siha quindi o = W—AFCSiH@.
Una parametrizzazione di I' &
=4 . V15
v .+COSt , té€ |m—Arcsin—— 7| .
y =sint 4
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Si ha quindi

/wydx = / (4+ cost)sint(—sint) dt =
r m—Arcsin Y12

4
™
- (4sin?t + sin®t cost) dt =
m—Arcsin Y12

T 1-— 2t
f/ F(4%() +sin?t cost) dt =
Arcsin Y12

1 1 "
— {2@ — —sin(2t) + = sin® t] =

2 3 m—Arcsin @
. 1.3
— |2t —sin(2t) + = sin” ¢ =
3 71— Arcsin Y15
4
1 V1 1 1
27 — 2 Arcsin b sin(2(m — Arcsin 45)) + 5(75)3 — 21 =
V1 115v1
—2 Arcsin —|— sin(2 Arcsin 1 5) + 3 564 o =

5v/15 .\/B\/ﬁ

o1 2 Arc QT cos Arcsin =

£_2A W VIS VIS [ 15
12 16

5v15 V15 /151 13 . V15
7—2A T+TZ—6—4 15—2ArcsmT.

NB. E possibile determinate 'angolo a attraverso metodi geometrici.
A

Q

Il triangolo ABC' ¢ isoscele, con base BC. Si ha AB = AC =2 e BC = 1. Sia
f I’angolo alla base del triangolo isoscele.
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A

Si ha BH = BAcos#; quindi % = 2cos 8; quindi cos § = %; quindi 6 = Arccos 1;

4
quindi o = m — Arccos i.
Per 0 < x < 1 si ha arccosz = Arcsiny/1 — 22; si ha quindi Arccos% =
Arcsin 4 /1 — 1—16 = Arcsin —Vf’; quindi @ = m — Arcsin —Vf’. Si ottiene quindi

I’espressione di « precedentemente trovata.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale:

/xdy7
T

R2.£2 2:1
{z,y) eR% - +y I

dove I' ¢ la curva

orientata in modo che £(0,1) = (1,0).

Risoluzione.

N
N
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Indichiamo con v la curva I' non orientata.

Una parametrizzazione di v e

, tel0,2n].

x = 2cost
y =sint

Si ha ¢(3) = (0,1).
Per ogni ¢ € [0, 27] si ha ¢'(t) = (—2sint,cost); si ha quindi ¢'(F) = (—1,0).
11 versore tangente a v in (0,1), con ~ orientata tramite ¢, & quindi
¢'(3)
le" (S

Quindi ¢ =‘e una parametrizzazione di —TI'.

= (~1,0).

Si ha quindi
frxdy=—[ pady= —f02w2costcostdt = —2f027rcos2tdt =
— g 2T Lheos@h) g —  [7(1 4 cos(2t)) dt = — [t + Lsin(2t)]) = —2m.

23.1.2 Integrali curvilinei di forme differenziali in R?

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo di forma differenziale

/achz7
r

{(z,y,2) eR* 2*+¢y* =1, 2+y+2=0,2>0,y >0},

dove I' & ’arco semplice

orientato in modo che (1,0, —1) = 7(0, 1,-1).

Risoluzione. }

e

>
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Una parametrizzazione di I" non orientata e la funzione ¢

xr = cost
. T T
y =sint , te[-=,Z]
. . 272
z = —cost —sint

Si ha ¢(0) = (1,0, —1).

Per ogni t € [~F, ] si ha
¢'(t) = (—sint,cost,sint — cost) .

Si ha ¢'(t) = (0,1, —1).
Il versore tangente a I' orientata tramite ¢ e
¢'(0) _ 1

o)~ g

Quindi ¢ e concorde con l'orientazione di T'.

Si ha quindi

3 3
/x2 dz:/ cos? t(sint — cost) dt:/ _COSQtSintdt—/ ~cos® dt =
r —% _% %

M)

™

2

f/ ‘cos2t(fsint)dtf/ (1 —sin?t) costdt =
-

_pr
2

[NE]

™

1o F E 72
— | =cos’t —/ costdt+—/ sin“tcostdt =
3 _%i _pi _%i

z H 2 4
—[sing]®,, +— |=sin®t|] =-2+4Z=_2.
[81n]7%+ {sm } N +3 3

2

3

23.1.3 Integrali di superficie di 2-forme

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie:

//ydaz/\clz7
s

s={(x,y,2) eR%2* + 22 =¢>0<y <1}

dove il sostegno di S ¢

e lorientazione di S & tale che per ogni (x,y,2z) € S-{(0,0,0)} si ha
(ﬁ(xvyvz))Q < 0.
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Risoluzione. La superficie s ¢ la superficie laterale del cono di vertice (0,0, 0)
e base la circonferenza ¢ = {(z,1,2) € R3;22 + 22 = 1}.
A

—
—_
A

Un punto (z,y,2) € R? appartiene a s se e solo se esiste t € [0,1] ed esiste
(&,1,¢) € c tali che

(z,y,2) = (0,0,0) +£((£,1,¢) = (0,0,0)) = (£, £C)

Un punto (£, 1,¢) € R? appartiene a c se e solo se esiste 6 € [0, 27] tale che

(&,¢) = (cosB,sin )

Quindi (x,y, z) € s se e solo se esiste ¢t € [0, 1] ed esiste 6 € [0, 2] tali che

(z,y,2) = (tcosb,t,tsind) .

La funzione ¢

x =tcosb
y=t s (t,@) € [0’ 1] X [OaQW]
z =1tsinf

¢ una parametrizzazione in misura di s.

Per ogni (t,6) € [0,1] x [0,27] si ha

cos) —tsinf
o'(t,0) = 1 0
sinf  tcosf

Se ¥ ¢ il versore normale alla superficie orientata (s, @) per ogni (¢,6) €]0,1] x
[0, 27] si ha
sinf tcosf

sgn(t((t, 0))2 = sgn cosf —tsinb ;
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si ha
sinf  tcosf

cosf —tsin@ | —t<0;

quindi per ogni (z,y,z) € s—{(0,0,0)} si ha (¥(z,y,2))2 < 0; quindi si ha
¥ = 7i; quindi ¢ ¢ una parametrizzazione di S.

Si ha quindi
S Jsydm Adz = [ i 11000 T A0 = 27 [ #2dt = 2.

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie:

//zd;v/\dy,
s

s={(x,y,2) ER% 2 =2+ 9%, 2® +¢* < 1}

dove il sostegno di S &

e Vorientazione di S & tale che per ogni (x,y,2) € S si ha (7i(z,y, 2))s < 0.
Risoluzione. Sia D = {(z,y) € R*2? +y? < 1}.

S

La funzione ¢
rT=u
y=v , (u,v) €D
z=u? 40?2

¢ una parametrizzazione in misura di s.
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Per ogni (u,v) € D si ha

1 0
O(u,v)=1 0 1
2u 20

Se ¥ ¢ il versore normale alla superficie orientata (s, ¢) per ogni (u,v) € D si ha

sen(F(p(t,0))s = sgn| - ° ] —senl

1
0 1

quindi per ogni (x,y,2) € s si ha (¥(x,y, 2))s > 0; quindi si ha ¥ = —7i; quindi
( € una parametrizzazione di —S.

Si ha quindi
10

[[szdendy=—[ [ gzdxANdy=— [ [(u®+v?) 01
— [ [p(w® +v%) dudv = — J Jo.11x(0,2x p’ dpdt = =21 fol pldp=—2rg =—3.

‘ dudv =

. Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie:

//zdz/\dx—i—ydx/\dy,
s

s={(x,y,2) ER% z=1-2a> — 42, 2® +y> <1}

dove il sostegno di S &

e lorientazione di S & tale che per ogni (z,y,z) € S—{(0,0,0)} si ha
(ﬁ($7yvz))3 > 0.
Risoluzione. Sia D = {(z,y) € R% 22 +y* < 1}.
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La funzione ¢
T=u
y=v , (u,v) € D

z=1—u?—v?

¢ una parametrizzazione in misura di s.

Per ogni (u,v) € D si ha

1 0
o' (u,v) = 0 1
—2u —2v

Se ¥ ¢ il versore normale alla superficie orientata (s, @) per ogni (u,v) € D si ha

sgn(v(p(u,v))s = sgn

1 0
01 ‘—sgnl—l,

quindi per ogni (x,y, z) € s si ha (¥(x,y, 2))3 > 0; quindi si ha ¥ = 7; quindi ¢
¢ una parametrizzazione di S.

Si ha quindi

[ JgzdzNdx+yde Ndy =
—2u —2v 1 0
a2 .2 _
ffD(l u? v)‘ 1 A I IDdudU—

ff[01 [0, 27r — p?)2psint + psint)pdpdt =
f[o 1]x[0,27] 2p sint — 2p*sint + p?sint) dpdt =
ff[o,1 x[0,27] 3p? sint dpdt — [ f[o,1]><[o,27r] 2p* sint dpdt =

3 (fol 0* dp) (f()% Sintdt> -2 (fol o dp) (fOQW sintdt) =0.

Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

//J;dy/\dz,
S

dove S ¢ il triangolo chiuso di vertici (2,5, 3), (4,2, 1), (0,0, 3) orientato in modo
che per ogni (z,y, z) € S sia (7(x,y, 2))3 > 0.

I S (1—u —v?2)20 +v) dudv =
]
]
]

Risoluzione. Sia

T={(u,v) ER}u>0,v>0,utv<1}

I punti di S sono dati da

(z,y,2) =u(2,5,3)+v(4,2,1)+ (1 —u—v)(0,0,3) = (2u+4v, bu+2v, —20+3) ;
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una parametrizzazione di S non orientata ¢ quindi la funzione ¢

x=2u+4v
y=5+2v , (u,v)eT.
z=—-2v+3
Per ogni (u,v) € T si ha
2 4
P =5 2
0 -2
Si ha
2 4
’5 2‘_4—20——16<0,

quindi ¢ € una parametrizzazione di —S.

Si ha quindi

[ [tinir== [ [ vtpnar=—[ [@usa

—//T(2u+4v)(—10) dudvz?O//T(u—&-Qv) dudv .

5 2
0 _2 ‘ dudv =

T

1
Si ha p1(T) = [0,1] e per ogni u € [0,1] si ha T'(u) = [0,1 — u]. Si ha quindi

20/L(u+2v) dudv20/01 (/Olu(quQv)dv) du =
20/01 [uv+v2](1)’“ du:20/01(u(1—u)+(1—u)2du=

1 1
20/ (u—u2+1—2u+u2)du:20/ (1 —u)du=
0 0

1,1 1
20 |[u — =zu =20(1—=)=10.
27 |, 2
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Esercizio. Calcolare il seguente integrale di superficie

//xd:v/\dy+xdy/\dz,
s

dove S ¢ la superficie
{(z,y,2) eER*; 0> 0,y>0,x+y <1, z=1},

orientata in modo che per ogni (z,y,2) € S sia (7i(x,y, z))s > 0.

Risoluzione. Sia

T={(u,v) ER}u>0,v>0,u+v<11}

St

A

Una parametrizzazione di S non orientata ¢ quindi la funzione ¢

rT=u
y=v , (u,v)eT
z=1
Per ogni (u,v) € T si ha
1 0
o(u,v)=1 0 1
0 0
Si ha
1 0
PRI

quindi ¢ & concorde con l'orientazione di S.
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Si ha quindi

[ (-

//xdx/\der:cdy/\dz:
s

0 1
0 0’dudv>//Tududv.

1
0

(1) ‘ dudv + u

y

T

1
Si ha p1(T) = [0,1] e per ogni u € [0,1] si ha T'(u) = [0,1 — u].
Si ha quindi

//Tududvz/ol (/Oluudv) du:/olu(l—u)du:
1

1 1., 1 1 1
/(ufuz)du: —uP - cud| = - =2
0 2 3 |, 2 3 6



Capitolo 24

Teorema di Stokes

24.1 Teorema di Stokes applicato alle curve

24.1.1 Integrali curvilinei di forme differenziali esatte

1. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/ ydx + xdy ,
r

dove il sostegno di I &
v={(z,y) e R%2? +y* = 1,y > 0}

e Porientazione di T' & tale che (1,0) ¢ il punto iniziale e (—1,0) il punto finale.

Risoluzione. La forma differenziale ydx + xdy € esatta e una primitiva e
f(x,y) = xy. Si ha quindi

AW

frydaj—kxdy = f(-1,0) — f(1,0) =0.

2. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo:

/xdx + ydy ,
r

235
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dove il sostegno di I &
v={(z,y) eR*%2*+y>=1,y> 002 <0}
e Vorientazione di T' & tale che (0,—1) & il punto iniziale e (1,0) il punto finale.

Risoluzione La forma differenziale xdx + ydy e esatta e una primitiva &
flz,y) = 32 +92).

any
N

Si ha quindi
Jrxdz +ydy = f(1,0) — f(0,-1) =1—-1=0.

3. Esercizio. Calcolare il seguente integrale curvilineo

(z+1)*

2
d
P +y°)dz,

1 T
/((az—l— 1)3logz + —)dx + (2yz — —)dy +(
r Y Y
dove I'" & ’arco semplice orientato
{(t,t+1,e"); te[0,1]}
orientata in modo che (0,1, 1) sia il punto iniziale e (1,2, e) il punto finale.
Risoluzione. Sia
A={(r,y,2) €ER* y >0, 2#0}.

Chiamata w la forma differenziale, si ha dom(w) = A.
Sia .
1
f:A—R (2,y,2) — %logijEerz2 .
z

Per ogni (z,y,2) € A si ha

L(z,y,2) = (z+ 1)310gy+ =

ay(x Y, 2 ) (ac+1 + 2

g£ (w,y,2) = =% + 2yz.

Quindi f & una primitiva di w.

Si ha quindi

Jol@+1)3log 2 + 3) da + (2yz — &) dy + (% +y?)dz =

= f(1,6,2) = £(0,1,1) = 2 loge+ L +e22— (040+1) =4+ L +4e—1 =T 1+ 4e.



