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Aritmetica in precisione finita. Esempio di cancellazione.

Calcolo al computer di f(z) = 1_?28(:”) inr,=12-10""

cos(xy) = 0.9999 9999 99 (troncato a 10 decimali)
1 — cos(xs) = 0.0000 0000 01

Quantita che e dell’ordine di grandezza dell’errore!
E si ha:

l—cos(xy) 10— 10 o 1
x2 — 1.44.10-10 — 0'6944>§

* Non c’e neppure una cifra significativa corretta

= La sottrazione aggrava l'importanza di errori precedenti

Strategia risolutiva: Scrivere f come f(x,) = %(%)2 = 0.5
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Rappresentazione dei numeri su calcolatore. Cenni

* I numeri reali con un numero infinito di cifre decimali possono

essere approssimati da un numero con rappresentazione finita.
0.001 = 1-107°

Rappresentazione in virgola mobile (floating point, ).

T(2) = (—1)*(ao. a1a2 - --aé)QE, apg = 1
m:m;rntissa

a; € {0,1}, ap prima cifra significativa. t= n. cifre significative,
JONS [Emina Emax]

Esempio: (10)(2) = (1010). = (1.)010-2%, E =3, m = 010

Esempio: 1/10 = (0.0001100)s. = (1.)100I100 2%, E = —4, m = 10011000
tre campi: segno (0 = +), esponente E, mantissa m

m € [0, Bt — 1], estremo destro per: 80 + 31 4+ ...+ Bt~ = % < pBt—1



Rappresentazione numeri su calcolatore. IEEE standards, primi
anni 1980

Alcuni valori particolari non rappresentabili direttamente:

valore esponente mantissa
+0 Fnin—1 0
too=2/0 Fpax+1 0
NaN=0/0 Fp.x+1 =+0

Overflow: valore superiore al range dei valori rappresentabili

Underflow: valore inferiore al range dei valori rappresentabili (non
zero, vicinissimo a zero)

Precisione macchina (u, e, eps): distanza tra 1 ed il numero floating
point successivo, 1 4 ¢



Numeri floating-point

Singola Precisione: N = 32 bits: 1 per il segno, 8 bits per ’esponente, 23
bits per la mantissa (cioe, (0...01))

FErin = —126, FEmax = 127. Quindi

(Nmin)(2) = (1.00...0)-27"2% £ 1.2.107%®  (Nmax)(2) = (1.11...1)-2"*7 ~ 3.4-10%®
minimo e massimo numero rappresentabili sulla macchina

1 4+ 2723 & il numero pil vicino ad 1 e maggiore di 1, u:=2"23=12.10""

Doppia Precisione: N=64 bits: 1 bit per il segno, 11 bits per ’esponente, 52
bits per la mantissa (cioe, (0...01))

Emin = —1022,  Emax = 1023. Quindi
(Nmin)(2) = (1.00...0)-271922 ~ 2.2.10738, (Nmax)(2) = (1.11...1)-2'9%% ~ 1.8.10%%%

1+ 2752 ¢ il numero pit1 vicino ad 1 e maggiore di 1, w:=27°2=2.2.10"16

u: unita di round-off nella precisione scelta (unita di precisione macchina)



Numeri floating-point

—= —= —= — =) E] = = =

I valori di IF non sono equispaziati !

Un esercizio

Implementare un algoritmo che calcola 'unita di arrotondamento

macchina ().

(i) partire da u =1
(ii) Porre u < zu finche u+1 % 1



Un modello di aritmetica in [F
e In generale, se x € R non e detto che z € F
e Anche se x,y, € IF, non e detto che x op y sia in [F
Quindi
e Definiamo il troncamento di z € R in [F

e Definiamo un’aritmetica in F

Se x € R, allora indichiamo fl(z) = (—1)°(.a1as...a:)5° dove

- Q¢ se  aiq41 < 5/2
at —
CLt—i—l SE at+126/2

(arrotondamento dell’ultima cifra significativa al piu vicino)

= 1) fllr) =z sex €F, it) fl(x) < fl(y) sex <y
(monotonia)



Operazioni in aritmetica finita (doppia precisione)

Proposizione. Se x € R appartiene all’intervallo di IF, allora vale
flix) =xz(1+0), |6 <ie,e=22-10"1°

Aritmetica floating point... i falsi amici

* Siccome le operazioni subiscono dei troncamenti:

(a®b)Dc#ad (bdc)

* Alcune operazioni sono piu pericolose di altre:

aob



Esempio: b, b, b numeri significativi, g = garbage

T = 1 0 1 1 0 0 1 0 1 b
y = 1 0 1 1 0 0 1 0 1 b
r—y= 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b
r—y= b’ b g g ? 2?2 7 7 7 2

b7
b??

-~ 0R 0R 0m

-~ 08 09 0%

e-9



Un esempio

>> b=(le-16)+1+(-1e-16)
1.000000000000000

>> c=(1le-16)+(-1e-16)+1

>> b-c

ans =
-1.110223024625157e-16

>> b==

ans =

logical
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* IEEE Standards: Il risultato di una op. elementare (+,—,-, /) di
due numeri floating point dev’essere un arrotondamento corretto

Errori nelle operazioni floating point

del risultato vero;

Moltiplicazione:

r(l+e€) y(l+e€,) =2y + xye, + vYesr + xyeyes =~ xy(l + €, + €,)
N——

a®b= flla+b) = (a+b)(1+9),ecc.

(analogo per la divisione)

Somma e sottrazione:

r(l+e;)+y(l+e)=(@+y) |1+ $iyex+ xiyeyJ
\ A
se sgn(x) = sgn(y) allora |ez4+,| < |ex| + |€y]
= €x+y| PUO essere grande quando |z + y| < |z, |y
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Costo computazionale

Quante operazioni macchina (flops) costano le operazioni ?
Alcuni esempi:

zr,y € R: fl(x) op fl(y) = 1 flop

z,y € R" fl(z)+ fl(y) = n flops

reR" aeR: fl(a)fl(x) = n flops

z,y € R, a e R: fl(y) + fl(a) fl(z) = 2n flops (d)axpy
z,y € R": fl(y)! fl(x) = 2n — 1 flops (d)dot

reR" AeR™ "™ fl(A)fl(x) = (2n — 1)m flops

(prod.matrice-vettore)
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