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Il Problema

Dati v € R" e A € R"*"™, approssimare

r= f(A)v

con f funzione regolare tale che f(A) sia definita

Enfasi:

e A grandi dimensioni

e A simmetrica (semi)def. positiva, oppure A reale positiva




Contesto

e A di piccole dimensioni:
A simmetrica, A=XAX'= f(A)=Xf(AX"

Analogo, ma piu complesso, il calcolo per A non simmetrica

e A di medie e grandi dimensioni:




le Applicazioni
Tra queste:

e Risoluzione numerica di EDP evolutive

(es. exp(A), VA~1, cos(N\), i (N)...)
e Risoluzione numerica di alcuni Problemi Inversi (exp(\), cosh(})), ...)
e Flussi su varieta
e Problemi di calcolo scientifico (es. QCD, sign(\))

e (Analisi di) Modelli ridotti di Sistemi Dinamici
(mediante matrici Grammiane)

= Alcuni esempi in seguito.




le Applicazioni
Tra queste:

e Risoluzione numerica di EDP evolutive

(es. exp(A), VA~1, cos(N\), i (N)...)
e Risoluzione numerica di alcuni Problemi Inversi (exp(\), cosh(})), ...)
e Flussi su varieta
e Problemi di calcolo scientifico (es. QCD, sign(\))

e (Analisi di) Modelli ridotti di Sistemi Dinamici
(mediante matrici Grammiane)

= Alcuni esempi in seguito. L'idea:




Approssimazione Numerica. |

f(Aw ~ 7 F=177

Varie alternative. Tra queste:

e Sostituire f con funzione pit “semplice”, f ~ 'R, per esempio, R
funzione razionale:

1f (A =z < [[f(A)v = R(A)v| + [[R(A)v — ]

e = T~ R(A)w




Approssimazione Numerica. |

fl(A) o ~ = =777

Varie alternative. Tra queste:

e Sostituire f con funzione pit “semplice”, f ~ R, per esempio, R
funzione razionale:

Lf (A — 2| < [[f(A)v = R(A)v| + [[R(A)v — ]
e = T~ R(A)v

e Approssimazione per proiezione: trova V e

xr € range(V), dim < n




Approssimazione Numerica. Il

fAw ~ &
Le questioni importanti:

* Misure della bonta dell’accuratezza?

* Relazione tra f e la bonta dell'approssimazione

* Relazione tra A e la bonta dell’approssimazione

* Efficienza 7




Approssimazione Razionale
r=f(A)v =~ Ru.,(Av
®,(N)

U, (N’

Appross. polinomiale, v =0

Ruw@‘) —

®,(N), U, (A\) polinomi

(Druskin & Knizhnerman, '89, Bergamaschi & Vianello, '00)
Appross. razionale di Padé o Chebyshev, p.e. u=v
Appross. razionale con un polo multiplo

Metodi di quadratura (Trefethen etal. )




Approssimazione Razionale
r=f(A)v =~ Ru.(Av
2,(\)

Uy, (A)°

e Appross. polinomiale, v =0

Ruv(A) = ®,(N), ¥,(\) polinomi
(Druskin & Knizhnerman, '89, Bergamaschi & Vianello, '00)

e Appross. razionale di Padé o Chebyshev, p.e. u=v

e Appross. razionale con un polo multiplo

e Metodi di quadratura (Trefethen etal. )

Consideriamo il caso di sviluppo in fratti semplici:

RHW()\> — Q(A) + Z <k (Rl/ — RI/,V)




Approssimazione Razionale: poli

f(A) = exp(=A)

R.,: ls migliore approssimaz.
n [0,00), Chebyshev

If = Rulloe =107
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Approssimazione Razionale Matriciale
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o Vk, (A — &I) matrice “shiftata”, & € C

o Loi1=&y,5=1,...,|v/2]

e Vk, ;. soluzione approssimata




Approssimazione Razionale Matriciale
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o Vk, (A — &I) matrice “shiftata”, & € C

o Loi1=&y,5=1,...,|v/2]

e Vk, x) soluzione approssimata

= Metodi iterativi per sistemi lineari shiftati




Stime dell’errore

21 metodi del sottospazio di Krylov: dwp(A=&D) v ) wdy
k=1 k=1

IRy (A)o =) " wplip|| =27
k=1

Stima dell’errore durante |'iterazione : (Frommer & S., '08)

e Stima “dal basso” per A sdp e poli reali negativi

e Stima per A reale simmetrica e poli complessi




Stime dell’errore

2. metodi del sottospazio di Krylov: Zwk (A—¢&D) tor Zwkxk

R (A)v — Zwkﬂik\\ =17

Stima dell’errore durante |'iterazione : (Frommer & S., '08)
e Stima “dal basso” per A sdp e poli reali negativi
e Stima per A reale simmetrica e poli complessi

La stima:

* Non richiede informazioni spettrali

* || costo computazionale & di 3-5 iterazioni in piu
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CG “complesso” per A ssdp e f(\) = exp(—\)

exp(—A)v

0

—— Errore vero

150

10
-N\ \\\\\HHH/’//////
SN =B
2 ~ o ‘7,
~ L IR ‘s,
:: \," ",,:,\ ///// EERRE p(k)
z ," R - = -Nuova Stima
-1
o 10°} ! ]
o) -l
= ]
D S
[3 a
® 3
£ 1
o 3
c a
-10 4
g ,
3
/\ 5
e
=1
I
1
1
,I‘,.‘
10—15 |
0 50 100
numero di iterazioni

Nota: Convergenza superlineare.




CG per A sdp e f(A) =sign(A\) = (A2)71/2X:  sign(A)v
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Approssimazione mediante spazi di Krylov
Km = Km(A,v) =span{v, Av, ..., A" v}

Vin tc. range(Vy,) = K(A,v)e VIV, =1

m

= Motivazione: 3 p polinomio (interpolante): f(A) = p(A)




Approssimazione mediante spazi di Krylov
Km = Km(A,v) =span{v, Av, ..., A" v}
Vin tc. range(Vy,) = K(A,v)e VIV, =1
= Motivazione: 3 p polinomio (interpolante): f(A) = p(A)

Approccio “classico” (per es. Saad '92):

Per H,, = V,,?IAVm, v="V,el

f(A) = @ =Vaf(Hp)er  lv][=1

* T, da pb. interpolazione nel senso di Hermite: V,, f(Hm)e1 = pm—1(A)v




Krylov vs. Approssimazione razionale

=R,
Krylov: R,(A)v ~ Vin Ry (Hp,)eq
R,(Av = wov+ ij(A &I
j=1
X~  WoU + ZWij(Hm — fj]>_161
j=1

= Vi | woer + ZWj(Hm - 5]'[)_161 = Vi Ro (Hp e
j=1

VimRv(Hm)e1 € proiezione di Galerkin termine-a-termine

(van der Vorst, '87, Lopez & S., '06)




Approssimazione di exp(—A)v in ICp,. |

Stime di convergenza tipiche (Hochbruck & Lubich '97)

A sim. semidef.

|exp(—A)v — Vi exp(—Hp)er|| < 10e™ /60 \Jip <m < 2p
10 m
[exp(—=A)w = Viexp(~Hm)es| < e (). mz2

dove o(A) C [0,4p]

si veda anche Tal-Ezer '89, Druskin & Knizhnerman '89, Stewart & Leyk '96

1/2 cosh, ecc.

Altre stime simili per A~




Tipico grafico per I'errore
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Applicazione. Problema evolutivo

( 8“(37’;”’3) = Au, (z,y)€(0,1)? e [0,0.1]

S u(z,y,t) =0, (z,y)€ d([0,1]?)
u(z,y,0) =1, (x,y) € [0,1]?

Uij4+1 = (I+5tA)_1u7;, 220,1,
u(t) = exp(—tA)uy t=0.1

Eulero implicito:

Integratore esponenziale:




Applicazione. Problema evolutivo

( 8“(37’;”’3) = Au, (z,y) €(0,1)% te€[0,0.1]
{ u(z,y,t) =0, (2,9) € 9([0,1]?)

u(z,y,0) =1, (x,y) € [0,1]?

\

Eulero implicito: wip1 = (I +6tA) " tu;, i=0,1,..
Integratore esponenziale: u(t) = exp(—tA)uy t=0.1
Eulero Exp

passo ot | CPU errore || CPU  errore (#its*)
0.001 | 19 2-1073 | 009 9-107%(37)
0.005 | 04 1-107%2 ] 0.07 4-1073(28)
001 | 02 2-1072 0.05 1-1072(25)

* . Tolleranza del criterio d'arresto legato al passo temporale

= Integratori esponenziali




...Quando le cose non vanno cosi bene
| exp(—A)v — Vi, exp(—Hp )ex| A e ROV A] = 10°
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Tecniche di Accelerazione
*: Miglioramento dello spazio di approssimazione

e Approssimazione spettrale: K,,((I +~A)"1,v), v >0

fAw =~ me(%(HJf ~D)es

(Moret & Novati '04, van den Eshof & Hochbruck, '06, Popolizio & S. ’08)




Tecniche di Accelerazione
*: Miglioramento dello spazio di approssimazione

e Approssimazione spettrale: K,,((I +~A)"1,v), v >0

|
flAp = me(;(Hml —1I))es
(Moret & Novati '04, van den Eshof & Hochbruck, '06, Popolizio & S. ’08)
e Spazio “esteso”: K., (A~ v) UK, (A,v)

f(Av ~ Vof(Twel,  Tm=V] AV,

(Druskin & Knizhnerman,'98, Simoncini,'O?)




Tecniche di Accelerazione
*: Miglioramento dello spazio di approssimazione

e Approssimazione spettrale: K,,((I +~A)"1,v), v >0

A~ Vol (G = D)es
(Moret & Novati ‘04, van den Eshof & Hochbruck, '06, Popolizio & S. '08)
e Spazio “esteso”: K., (A~ v) UK, (A,v)
f(Av ~ Vof(Twel,  Tm=V] AV,

(Druskin & Knizhnerman,'98, Simoncini,'O?)

*: Rilassamento delle proprieta di ottimalita

e Ortogonalita solo locale della base (Eiermann & Ernst '06)

e Limare costi nell'approssimazione di R, (A)v (Popolizio & S. '08)




Accelerazione

norma dell’errore
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- Krylov standard -.. Acc. spettrale -: Spazio ‘“esteso”




Accelerazione
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Applicazioni. |l

Equazione di Lyapunov:

AX +XAT +Q =0

con —A dissipativa, () = BB' rango basso

X:/ e_tABBTe_tATdt:/ x| dt
0 0

con x = exp(—tA)B.




Un esempio. Sistemi lineari “Time-invariant”

X' = Xgo + Xyy + Xz, — 102x, — 1000yx,, — 10x, + b(z, y)u(t)

1072
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T

Krylov Standard ]

dim.spazio: 146 (Krylov Standard)

Simoncini,’ 07

10 15
Tempo di CPU

25

112 (Krylov “esteso”) A € R18%x18”




Applicazioni. Problema mal posto. |

Uy, — Lu =0, (x,y,2) € Q x |0, z1]
u(x,y,z) =0, (x,y,2) € O x [0, 2]

u(z,y,0) =g(z,y), (v,y) €Q
uz(w,y,()) = 0, (ajay) SRY:

\

L op. ellittico, lineare, autoaggiunto, definito positivo

Pb: determinare u per z = z1:  f(z,y) = u(x,y,21), (z,y) € Q.




Applicazioni. Problema mal posto. |

Uy, — Lu =0, (x,y,2) € Q x |0, z1]
u(x,y,z) =0, (x,y,2) € O x [0, 2]

u(z,y,0) =g(z,y), (v,y) €Q
u,(x,y,0) =0, (x,y) € Q

\

L op. ellittico, lineare, autoaggiunto, definito positivo

Pb: determinare u per z = z1:  f(z,y) = u(x,y,21), (z,y) € Q.

Separazione delle variabili: u(z,y,2) = cosh(zvL)g

*: L illimitato = COSh(Z\/Z)g instabile (rispetto a perturbazioni dei dati)

Eldén & S., in prep.




Applicazioni. Problema mal posto. Il

Regolarizzazione: g dato perturbato

Mg

u(x,y, z cosh(Ax2) (sk,9) sk(x,y)

k=1

= U(SU,y,Z) — Z COSh<>\kz) <S/€7§> Sk<x7y>
>\k:§>\c

(A2, s1) autocoppie di L




Applicazioni. Problema mal posto. Il

Regolarizzazione: g dato perturbato

Mg

u(x,y, z cosh(Ax2) (sk,9) sk(x,y)

k=1

= U(CU,y,Z) — Z COSh<>\kz) <S/€7§> Sk<x7y>
AkiS)\C

(A2, 1) autocoppie di L

Approssimazione, per esempio, nello spazio di Krylov IC,,, (L, g):

w™(z) = Vcosh( 2 Hp)eillgl] =
= o) = Vi D uy™ cosh(=6]™)(u5™) e |31
0§™ <A

((9§-m))2,y§m)) autocoppie di H,,




Applicazioni. Problema mal posto. Il

Soluzione per y=1/2
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Conclusioni

e Uso di f(A)v ha grandi potenzialita in problemi applicativi
e Si sfrutta il basso costo di A, rispetto a f(A)

e Ulteriore sviluppo di metodi di accelerazione

e Caso di A nonsimmetrica




