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Esercizio 1
(pt.2,5 /2) Sia A = R, e sia f : A → R definita come segue

f(x) = e|x|
√

1 + x2.

a) Fare il grafico della funzione f , determinare supx∈A f(x), infx∈A f(x) e
dire se la funzione ha massimo e/o minimo assoluto in A.
b)dire quante soluzioni ha l’equazione f(x) = λ, per λ ∈ R.
Risposta: a) La funzione f è pari, quindi la studiamo solo su R+. Abbiamo:

lim
x→0+

f(x) = 1,

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Inoltre, essendo

f ′(x) = ex
√

1 + x2 +
exx√
1 + x2

è chiaro che f ′(x) > 0, ∀x ∈ R+.
Avremo quindi

sup
x∈A

f(x) = +∞, inf
x∈A

f(x) = min
x∈A

f(x) = 1.

b) A causa della monotonia trovata al punto a), l’ equazione f(x) = λ ha
due soluzioni reali per ogni λ > 1 ed una sola soluzione per λ = 1.

Esercizio 2
(pt. 4,5) Calcolare ∫ π/4

0

cos x sinx

sin2 x + 2 sinx− 3
dx.
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Risposta: Facendo il cambiamento di variabile t = sinx si ha :∫ π/4

0

cos x sinx

sin2 x + 2 sinx− 3
dx. =

∫ 1/
√

2

0

t

t2 + 2t− 3
dt =

∫ 1/
√

2

0

(
1

4(t− 1)
+

3
4(t + 3)

)
dt

=
1
4
[
ln |t− 1|+ 3 ln |t + 3|

]x=1/
√

2

x=0

=
1
4
[
ln(|t− 1| · (t + 3)3)

]x=1/
√

2

x=0

= ln
(1−

√
2)(1 + 3

√
2)3

36

Esercizio 3
(pt. 4,5) Calcolare

lim
x→0

tanx(sinx− sinhx)√
cos x− 1− ln(1 + 2x2)

Risposta: Per la formula di Taylor si ha

lim
x→0

tanx(sinx− sinhx)√
cos x− 1− ln(1 + 2x2)

= lim
x→0

(x + o(x))[x− x3/6 + o(x4)− (x + x3/6 + o(x4))]√
1− x2/2 + o(x2)− 1− (2x2 + o(x2))

= lim
x→0

(x + o(x))(−x3/3 + o(x4))
1− x2/4 + o(x2)− 1− 2x2

= lim
x→0

−x4

3 + o(x4)
−9
4 x2 + o(x2)

= 0.

Esercizio 4
(pt.4,5) Determinare per quali valori di α ∈ R la seguente serie è convergente

+∞∑
n=1

(
√

1 + n2 − n)α

n3 + n2

Risposta: Utilizzando la formula di Taylor, per n → +∞ abbiamo√
1 + n2 − n =

1 + n2 − n2

√
1 + n2 + n

=
1

n(
√

1 + 1/n2 + 1)

=
1

n(1 + 1
2n2 + o( 1

n2 ) + 1)
=

1
2n

(1 + o(1)).

Inoltre, poichè per n → +∞ si ha n3 + n2 = n3(1 + o(1)), abbiamo

(
√

1 + n2 − n)α

n3 + n2
∼ 1

nα+3
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e quindi per il criterio del confronto asintotico la serie converge se e solo se
α > −2.

Esercizio 5
(pt. 2,5/2) Data f : R2 → R,

f(x, y) = ey − ex+y + x

a) determinare i punti stazionari e dire se essi sono punti di massimo o di
minimo relativo per f .

b) Calcolare
∂f

∂v
(0, 1) ove v = ( 1√

2
, 1√

2
).

Risposta: a) Essendo ∇f(x, y) = (−ex+y + 1, ey − ex+y), si vede che l’unico
punto stazionario è il punto (0,0). Calcolando la matrice hessiana di f nel
punto si vede che (0, 0) non è un punto nè di massimo nè di minimo per f ,
è un punto di sella (o colle).
b) Poiché ∇f(0, 1) = (−e + 1, 0) si ha che

∂f

∂v
(0, 1) = 〈(−e + 1, 0), (

1√
2
,

1√
2
)〉 =

−e + 1√
2

Esercizio 6
(pt.4,5) Calcolare ∫

A

x

x2 + y
dx dy

ove
A = {(x, y) ∈ R2 ; 0 ≤ x ≤ y ≤ 2}.

Risposta:

∫
A

x

x2 + y
dx dy =

∫ 2

0
(
∫ y

0

x

x2 + y
dx) dy =

∫ 2

0

1
2
[
ln(x2 + y)

]x=y

x=0
dy

=
1
2

∫ 2

0
ln(y + 1) dy =

1
2

∫ 3

1
ln t dt

=
1
2
[
t ln t− t

]3

1
=

1
2
(3 ln 3− 2).
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