90. — CURVE PIANE.

L’insieme dei"'punti del piano (proiettivo, affine o euclideo)
che soddisfano ad un’equazione

(1) Fz,y)=0

dove F' & una funzione contmua si chiama eurva - ela (1) dicesi equa-
mone della curva. -

‘La (1) §i suppone r1~301ub1le rispetto .ad una delle variabili,
ad esempio rispetto alla y. La (1) pud allora scriversi’

(2) y.=f(z)

che si chiama forma esplwzta dell’equamone della curva. |

~ Parlando di puntn si sono intesi punti reali ' ma; ‘accanfo ai
punti reali della curva di equazione (1), si possono considerare anche puntl
immaginari _ che soddisfano la (1). Anzi, data un’equazione del
tipo (1), pud anche darsi che esistano soltanto punt1 immaginari della
curva rela.tlva' Cosi avviene, ad esempm per la curva di equazmne
24+ yt=—1 | . |
' Se il piano, é euclldeo le Z, y 3i supporra.nno 0enera1mente coordi-
nate cartesiane e la (1) si dird allora equazione’ cariesiana della curva,
ma potranno anche essere coordinate polan e la (1)
sl dira allora equazwne polara della curva



Nel piano affine si ha ;- | : :

Qe nell’equazione £ (x,y) =0 di una cur*va il primo membro £(x, y)
¢ una funzione omogenea nelle variabili, la curve & costﬁtmta di rette uscenti,
dall origine.

Nel piano affine osserviamo ancora :
' 8Be ?’equazzone di una curva contiene una sola delle mrmbzlz (ad 6sem-
pio x), la eurva é costituila di relte parallele all’asse y-

Sia infatti S

fl@)=0

I’équazione della curva. Se un punto P, (z,, %) appartiene alla curva si
ha f (z,) = 0, e quindi alla curva appartengono pure tutti i punti. P (z,, y)
appartenenti alla parallela all’asse y passante per P,; la curva & pereid
costituita  di rette parallele all’agse 1 Y.

Nel piano euclideo si ha infine :

Se l’equazwfne cartesiona di wna curva non si aliera cambiando X in
— X, la ecurva ¢ simmetrica rispetto ull’asse Ys nella direzione dell’altro

asse (gmndz in szmmetma ortogonale od oblzqua secondo che gli assi carte-
siani sono ortagonah 0 'rw) .

Segue che, "se I’eguazwm cariesiana 4t una curva non si allera né
cambiando x in — x, né cambiando y in — y, la curva ha megle assi
coordinatt due. assi di simmetria e nell’omgme un centro di simmetria.



92. — CURVE ALGEBRICHE E TRASCENDENTI..

Le curve del piano (proiettivo, affine,. euchdeo) si dividono in due
grandi classi: algebriche e trascendents.

Una curva si dice algebrica quando nella sua ‘equazione

f@,y) =0,
f(®,y) & un polinomio in z, y

Le curve non: algebriche si dicono irascendendts.

La classe delle curve algebriche e molto pit ristretta di quella delle
curve trascendenti. TuttaV1a le curve algebriche hanno notevole inte-
resse anche perché il loro st_udio ¢ utile anche in molte questioni sulle
curve trascendenti. Lo studio delle curve algebriche, e pit in gel_lerale
degli enti algebrici, & stato ed & coltivato con particolare interesse in
Ita.lm |

Se il polinomio f(r,y) & il prodotto di altri polinomi o (z, y) ’
¢(z,y),...le coordinate di un punto della curva, annullando f, annul-

lano uno almeno dei polinomi ¢, ¢,..., e inversamente,.



Si conclude : |
La curva algebrica di equazione - ¢ = 0 4i compone delle curve
(algebriche) di equazioni ¢ =0, ¢ =0, |
In questo cago la curva, come il prnno membro della sua equazmne
si dice riducibile. Nel caso contrario: irriducibile. Una coppia di rette
porge un esempio di curva (algebrica) riducibile.
Si ha pei dall’algebra :
| Affinché due polinomi irriducibili nelle coordinate x, v, uguaghata G
zero, sigmo le equazioni di una stessa curve (algebrica) é necessario e suffi-
‘ciente che differiscano . per un fatiore costante.
 8Se f(w,y) =0 & Yequazione .di una curva a,lgebnw, il grado del
polinomio f(z,y) si dice ordine della curva.
~ Le curve algebriche di primo ordine sono guindi le rette ; le curve
algebriche di secondo ordine si dicono contche. Dal punto di vista della
geometria affine (e qumd1 anche da quella euclidea), le coniche irriducibili
si distinguono in ellissi, @perbolz, pargbole (Parte IV), N ella geometria
euclidea fra le ellissi si hanno le circonferenze,
‘Una coppia di rette £ uns econica riducibile.



- Per avere anche i punti impropri- di una curva occorre infrodmrre
coordinate omogenee x; , 4y, 75 Se la curva & algebrica d’ordine m, po-

- : el y
nendo nella sua .equazione f(z,y) =0, » = - y Yy =—— 8 molmph-
S - | 3 - g
cando per x3, si. ottiene
(5) F (3, y8) =0,

dove il primo membro & un polinomio omogeneo di grado » nelle variabili.
| Le terne a,,m,,2; che soddisfano la (5) danno le coordinate dei
punti delle curva ; in particola.re', le terne &, , 2, 0 che soddisfano la (b)
porgono i punti impropri della- curva. Inversamente dall’equazione (5)
della ¢nrva in coordinate omogenee si ritorna all’equazmne flz,y) =0
ponendo per z;; 2, le o,y e #g == 1.

Riguardo all’ordine di una curvs a:lgebrwa,, 81 ha ;

Una cyrva piana algebrica d’ordine n & incontrata da ogni retia del
-'pwno, che mon me faccia parte, in n punit (reali o immaginari, propri o
impropri, distinii o coincidenis).



93. PUNTI INTERSEZIONE DI DUE CURVE.

- I punti comuni a ‘due curve si chiamano anche punti intersézione
delle due curve.
Se (nel piano proiettivo, affine, euclideo) le equazioni delle due curve
80RO

“w flE,y=0, o,y =0,

le coordinate dei punti intersezione delle due curve sono date dalle solu-
zioni comuni alle equazioni (7), ossia dalle soluzioni del sistema formato
dalle (7). | L o
Se le curve sono algebriche, dall’algebra 8i ha il teorema di BEzouT :

 Due curve piane algebriche senza pdrti.' comuni ¢ di ordini m, n, 3'in-
tersecano in m-n punti (reali o immaginari, propri o impropri, distinti o
coincidenti). . | |



94, — SISTEMI DI CURVE.

Conmderla.mo (nel piano prmettwo, affine, euclideo) un’equazione tra
le coordinate z, ¥, e supponiamo che nei coefficienti di essa compma una
variabile % (parametro) indipendente dalle z,y.

Per mettere in evidenza la presenza di w nell’equazione, scrlveremo
questa

8) flz;y;9)=0

Se si attribuisce ad # un valore particolare u,, 1a (8) rappresenta
una curva ben determinata. Dando ad « un altro valore wu,, si ottlene
una seconds .curva, e cosi di seguito.

I’insieme delle ' curve che i ottengono dalla (8) al variare di u si
'dme sistema o anche famigliea di curve.

In particolare, se f & un "polinomio di grado « in z,y ed & lineare
in u, il sistema dicesi fascw di eurve (algebriche) d'ordine n, Allora, sepa-’
rando i termini contenenti u (come fattore) dai termini che non conten-
.gono u, la (8) pud scriversi

(9) ¢ (@,y)+uwp(®,y) =0

~ed & una combinazione 11neare delle equazioni algebrmhe P (m ,¥) =0,

4 (:r y) = 0 che si ottengono dalla (9) rispettivamente per « = 0e
% =4 00.
 Per # = 2 si hanno i f&sm di mmr»hn-



95 — CURVA LTUO0GO DEI PUNTI COMUNI A CURVE OORRISPONDENTI DI
| DUE SISTEMI. '

Consideriamo due sistemi di curve ,
(_1'0) g @, yiu) =0, e(z,y;u)=20
le cui equazioni contengono il medesimo parametro- u.

" Diciamo corrispondenti due curve dei sistemi dati, relative ad uno
stesso valore di 4 e consideriamo i punti intersezione di due curve corri-
spondenti. (n. 93). Al variare di » in modo continuo, variano (almenp nei
¢asi pitt comuni) con continuitd anche quei punti ¢ generano una curva :
‘insieme -dei punti comuni a due curve corrispondenti dei dati sistems.

Vediamo ora come si ottiene l’equazione

(11) fl@,y) =

di questa curva @.

L’equazione della curvae insieme dei punii intersezione di curve corri-
spondenti dei sfastem@ (10), st oftiene ehmmando zl pammetro u fra le (10)

stesse. o
I’analisi studia le possibilitd di tale eliminazione e i metodi per

attuarla. Quando le equazioni (10) sono algebriche in w, com’s noto. dal-
P’algebra, 1’eliminazione di « non offre difficolta.



96. — EQUAZIONI PARAMETRICHE DI UNA CURVA.

In molte questioni, anziché avére l'equazione (1) di una curva si
hanno le x, ¥ espresse mediante funzioni (ad un sol valore) di una varia-
bile ausiliaria (parametro) u, si ha ciod
ay z=Ff@), y=2¢®

- Allora, ad ogni valore di 4, compreso nell’intervallo in cui sono defi-
nite le funzioni f, ¢, corrisponde un punto (z,y) del piano; e quando
tali funzioni siano continue, variando » con continuitd, il punto genera
una. curva, della quale le (14) sono le equazwm parametriche.

Si noti Lhe, data l’equa,zmne (1) di una curva, non sono mdnrlduate '
le equazioni parametriche di essa. Al contrario una curva ammette infinite
rappresentazioni parametriche, in corrispondenza alle infivite scelte che
si possono fare del parametro.-

La prima delle (14) rappresenta un sistema di rette parallele all’asse
-y, le singole rette del sistema si ottengono dando &l parametro. pa,rti-‘
colari valori; analogamente la seconda delle (14) rappresenta un sistema
di rette parallele all’asse . La curva rappresentata dalle equazioni para-
metriche (14) & quindi il luogo dei punti intersezione di rette corrispon-
denti dei due sistemi, chiamando corrispondenti rette relative ad uno
stesso valore del ‘parametro u.

8i ha quindi (n. 95): |

L’equazione del tipo (1) della curva si oftiene dalle equazioni parametri-
che (14) eliminando fra di esse il parametro .



97. — EQUAZIONI PARAMETRICHE GENERALIZZATE DI UNA CURVA.

Accanto alle equazioni parametriche di una curva considerate nel
n. 96, e che si diranno ordinarie, si hanno altre equazioni parametriche
di una curva.

Cosi le (10) costituiseono equazioni parametriche, che diremo -gene-
ralizzate, della curva insieme dei punti comuni alle curve corrispondenti
dei due 8istemi.

Le equazioni parametriche ordinarie rientrano nelle (10). Come si @
gid osservato, si hanno le equazioni parametriche. ordinarie quando le

curve dei due sistemi sono rispettivamente rette parallele all’asse x = 0
e all’asse y = 0.



98. — TANGENTE E NORMALE AD UNA CURVA IN UN PUNTO.

Dieesi tangenie ad una curva piana in un punto P, la posmmne
limite ¢ della retta che
congiunge P ad un pun-
to Py, il quale apparte-
nendo alla curva tenda
a P(}); P dicesi 11 punto
di contatio. | |

Nel piano affine, sia
¥ = f () Pequazione della
curva, siano z,, ¥, le coor--
dinate di Pe 2, ¥, quelle
del punto P, (fig. 20). L'e-
quazione della refta PP,
8ard pertanto |

(1) S’intende nell’lpotem che tale pamzmne limite esista, e sla. indipendente
dal modo con cui P, tende a P..



| o Y=y
(17) Y — Y = ——
- - | Ty — &

1 0

(® — z) .

Supposto che la funzione f (#) sia derivabile per z = Zgy - quando Zy
tende ad z,, P, tende a P [perché la f (#), avendo derivata finita, & con-

tinua per z = x,] e il rapporto direttivo della (17), cioé s J1 "% _

o) = f (= - ) o
=f( 1) — J (%) » tende alla derivata f' (x,). La retta PP, tenderd quindi

T — X
a quella retta ben determinata, passante per P, che ha per rapporto

direttivo f' (x,) e per -equazione

(18) Y %=1 @ —dy).



In conclusione :
8e £ (x) & una funzmne demva-bde pew X = X, la curva dz equazwﬂe
Y = I (x) ammetie tangente nel punto P @i coordinate: Xy, Yo = £ (%), ed il
rapporto direttivo della tangente & il corrispondente valore della derivata.
L'equazione della tangente é quindi la (18).
Nel piano euclideo, se gh a8st cartesiani 3ono artogonah, la derivata
1 (xy) é uguale " alla tangente trigonometrica dell’angolo che lasse x
forma con la tangente alla curva mnel punto di coordinale X4, ¥, = 1 (Xg) .
. 8i chiama normale ad una curva piana in un suo punto P, la pel-
pendicolare n in quel punto alla tangente alla curva in P. '
~ Ricordando la condizione di perpendicolaritd di due rette (n. 66), 8i
~ ha subito che, 'equazione della normale alla curva y = f () nel suo punto
P (2, Y) © | . . | .
| - v — @+ f (%) (¥ — %) =0.



Nel pmno affine, quando 'equazione della curva @

f ('.’E ? ?I) = 0
Iequazione della tangente alla curva nel punto (2g , Yy) &
(19) (@ ~ @) fr (@, Yo) + (¥ — Ya) fy (@, %) =0,

dove f,, f,, sono le derivate parziali, 1’'una rispetto ad z e [P’altra nspetto
ad y, della f (x, y) calcolate per ¢ = a,, ¥y = Yo ()

La retta tangenté nel punto (x,, y,) ¢ determinata quando in ,, g,
le derivate parziali f,, f, non sono entrambe nulle e allora si dice che
(5, ¥p) &€ un punto semplice della curva.

Quando in z,,.y, si ha f, =f, =0, la tangente & indeterminata &
il punto (»,, ¥, dicesi multiplo.

(1) Dalla (18) si perviene alla (19) tenendo presente che f (x,y) = 0 definisce

I f ( ’ y )
la ¥ come funzione F (x) della. z e che si ha F' (x,)) = — A RRL S Yo = F (%) -
fy (a'o ’ n)




- Be la curva é algebrica e, in coordinate omogenee #,, x,, &, ha
I’equazione " | '

J (@), @, wa)'= 0, _
dove f ¢ un polinomio omogeneo (di grado n) in #,, w,, 'a&a",' la tangente
-alla curva nel punto z,. ,, T, & | | |

20) oS, (51, T, B) + 3 fs, @, By, B) + DS, @, 5y, B) =0,

dove f, , fu +fs, Sono le derivate parziali (la prima risp. ad #,, la
_seconda risp. ad z,, la terza risp. ad mg) della: f calcolate per @, = z, ,
Ty = Ty, m3'=m3_(1). S

(1) Dalla relazione di EULERO ,[L. EﬁLEn (EULERO) mh,te:ﬁ'aﬁiw sviz-
zero (1707-1783)] ' . :

nf (%; 5 Ty 373.) = wlf,:" (@14 @ » 3) + m_sf;’ (21, Zay 3) + T':f;a (@) 5 a5 m_a_) ’
eésend.o Z, , E,_ , Zy un punto della curva, SEgUe
‘Elf;l (3;1 » Es ’ 5!) + Ezif;z (51 réa ’ Es) + Elf;-;' (E], L] 5! ’ El) = ﬂ‘f (51 y 53 ’ 5!) = 0 -

| Tenendo conto di questa relazione, posto #, =%, z, =y, aﬁ, =1,z =.w° .
Ty = Y., T, =.1, la (20) coincide con la (19). '



Nel piano proiettivo, si abbia una curva di equazioni parametuche
(n. 96)

®y, = fy (“) y By =Jf5 (%), Ty =f'a (u)
sia P un punto della curva relativo al valore u del parametro. Si chiama
' punta derivato primo relativo al punto P il punto di - coordinate f1 (%),
Iz (u) fs (%) le cui coordmate sono. cioé le derivate rxspettlvamente di fi,
fa,Js calcolate per u = u, supposte esistenti, finite e non tutte nulle
Orbene, la tangeme in P alla curea 8i puo anche definire come la retta indi-

vidualta dal punio P e dal punto derivato primo. Essa ha quindi l’equa-

zione
o T Ty

(21) L) fr(8) fyw) |=0.

N f3(w) fy(w)

In pa,rtiéola.ré il punto P pub' esseré improprio : la tangente alla
carva in un punto improprio dicesi anche asintolo.

Posto ”1 =, Py = Y, wa == 1, fl =f’ f2 = Q, _fs == ] d&lli(Zl)
segue che la- tangente alla curva z =f («), ¥ = ¢ (u)nel punto P relativo
- al valore u del parametro. & |
z—f(w) y—oMm

e == (®) .
I (u) ¢’ (u)




113. — LA SPIEALE DI ARCHIMEDE.
Nel piano eucliﬂed, si chiama spirale di Arehimede la curva di equazione

p = Qg

(22) !r—z z)

| \ . esgendo p; o noordmate pol&n__
: -generahzmte (n. 83) e & una co-
stante reale {che supponiamo > 0}
Per ¢—=0 si ha p= 0 ¢ quin-
di la corva. passa per il polo O
(fig, 37). Al crescere di o da
0 ¢ + 00, p cresce proporzio-
nalmente. Una gemiretta per O
‘incontra Ia curva in infiniti pun-
ti di cui due successivi distano

Ny

di 2ax e cid prova che la curva & trascendente, La spirale parte dun-
que, per cosi dire, da O e se ne allontana indefinitamente facendo attorno
ad O nn numero mﬁmto di giri. Quando o assume valori negativi va-
.-riando da 0 & — oo, &i ha l‘altru ramo di curva simmetrico del prece-
dente (in s:mnmema ortogonale}, mpetto alla perpendicolare in O allo
asse polare (asse della spirale). Nella. figura, questo secondo. T3 Mo delia
curva & fratteggiato ed & a = 1. | - -

E una spirale d’Archimede Ia curva descntt& da un punto che si
muove di moto uniforme gopra una retta la quale 5i muove nello stesso

tempe di moto mniforme intormo ad un punto 0.



115. — LE CIOLOIDI DELLA BXTTA. Co :
" Nel piano euclided, si chiama owlmdu daua reiia la curva di oqunzmni -
- parametriche .
(22) ' a.:=ru‘—ds_enu, y=r—deosu,
dove % & il parametro e r, d sono costanti reali > 0. : ,
La cicloide dicesi ordinaria, accoroiata-o aRungata secondo che r = d,
r> d, r<d. Nella fig. 39"1a cicloide a cui appartiene il punto P, & or-

5

Fig. 39.
dinaria, & accorciata quella & oui ‘appartiene il punto Py e allungata que].ln.
& cui appartiene il punto .P, (d =0 P;,i =1, 2, 3).



" La cicloide ordinaria e quella allungata posseggono infiniti punti
doppi (come in fig. 39), mentre quella accorciata non poss1ede punti mul-
tipli ma infiniti flessi. :

-La cicloide  della retta si ottiene facendo rotolare - (senzh stnsc:xare)
un,_cerchio (di raggm r) sopra una retta fissa ed & la curva generata da
un punto rigidamente collegato col cerchio mobﬂe Lia cicloide & ordinaria,
- accoreiata, allungata secondo che la distanza d del punto dal centro del
cerchio. & rispettivamente =, <r,> r. Essa fu studiata da molti
gra,nd1 matematici e fisici intorno alla metd del secolo XVII ,

Piu generalmente le cicloidi si ottengono. facendo rotolare (senza
" strisciare) un cerchio sopra una curva fissa e.sono le curve ‘generate da
un punto ngxdamente collegato col cerchio mobile. Se la curva fissa
- & una retta si hanno appunto le cicloidi della retta. 8i chiamano ipoei-
| -clozd-a 0 ep@mlmdz le cicloidi della circonferenza : zpocwlozdz quando il
) ‘cerchio mobile e la circonferenza fissa si trovano dalla stessa parte della -
" fangente comune nel punto di conta,tto epmcto-zd@ quando si’trovano da

- parti.opposte. Queste -curve possono ‘anche essere algebriche.



154. — BUPERFICIE..

L'ingieme dei ‘punti dello spazio ordinario (proiettivo, affine, eucli~

‘de'u] che soddisfano ad un’equazione
(1) Flz,y,2) =0
dove F & una funzione coutinua, si chiama superficie e 14 (1) dicesi
equazione della superficie, |
~ Ta (1) i suppone risolubile rispetto ad una delle variabili, ad

esenipio rispetto alla z. La (1) pud allora scriversi

(2) e =f(@,y)

che Bi chiama forma esplicits déﬂ’equa_zinna_de_]la; _supé:finia.



Parlando di puiiul 81 5000 1NTeS1 Punti reaii - ma, accanto ai punti
reali della superficie di equazione (1), si possone considerare anche punti
immaginari (n. 28) che soddisfano la (1). Anzi, data un’equazione del
tipo (1), pud anche darsi che esistano soltanto punti immaginari della super-
ficie relativa. Cosl avviene, ad esempio, per la superficie di equazione

22y 2= —1.

Se lo spazio & euclideo, le @, ¥, # si supporranno generalmente coor-
dinate cartesiane e 1a (1) si dird allora equazione cartesiana
della superficie, ma potranno anche essere, ad esempio, coordinate polari
(n. 150) e 1a (1) si dira allora equazione polare della superficie.



155. — CuURvVE.

L’insieme dei punti dello spazio ordinario (proiettivo, affine, euclideo)
che soddisfano ad un sistema di due equazioni |

. (f{m?yiﬂ}:{]
(3) -’
(‘P(m!yiz} =0

dove le f, ¢ sono funzioni continue, si chiama curva e le-(3) si dicono
equaziont della curva.

~ Le equazioni (3) prese separatamente rappresentano due superfidie-
(n. 154) e si dice che la curva di equazioni (3) & l’intersezione delle due
superficie (supposte le due superficie prive di una superficie comune).



Una curva dicesi sghemba quando non sta in un piano. Pud avvenire
che, data una curva sghemba @, considerate due superficie passanti per @,
queste abbiano in comune, oltre @, anche altre curve (curve residue), di guisa
che € risulti soltanto iniersezione parziale di quelle superficie. Occorrera.
allora escludere dalla considerazione quelle soluzioni del sistema (3) che
non danno punti di @, i eriteri per ’esclusione dipendendo dal caso conside-
rato. Si pud anche aggiungere alle (3) le equazioni di altre superficie pas-
santi per € in modo di ottenere un sistema che rappresenti soltanto la @.

In ogni caso, le equazioni della curva non sono individuate. Se infatti
la curva @ & data dal sistema (3) essa & data anche da ogni sistema

| F(r,y,z) =0
(4)
th(m,y,z):{],

equivalente a (3), tale cioé che ogni terna di valori z, v , z che soddisfi (3)
soddisfa anche (4) (e inversamente).



156. — EQUAZIONI PARAMETRICHE DI UNA CURVA.

In molte questioni, anziché avere le equazioni (3) di una curva, si
hanno le z, y , z espresse mediante funzioni (ad un sol valore) di una varia-
bile ausiliaria (parameiro) u, si ha cioé |

(6) | z=f), y=o@), =1y @.

Allora, ad ogni valore di u, compreso nell’intervallo in cui sono definite
f,®,¢, corrisponde un punto (z,y,2) dello spazio ; e quando tali funzioni
siano continue, variando % con continuita, il punto genera una curva, della
quale le (6) sono le equazioni parametriche.

Una curva ammette infinite rappresentazioni parametriche, in corri-
spondenza alle infinite scelte che si possono fare del parametro.

- Equazioni del tipo (3) della curva si possono ottenere eliminando u
per esempio tra la prima e la seconda e tra la prima e la terza delle (6).
Si ottengono cosi (nello spazio affine) le equazioni di due cilindri passanti
per la curva e aventi le generatrici rispettivamente parallele agli assi z e ¥,
mediante le quali la curva & rappresentata (eventualmente insieme ad una

‘eurva residua).



157. — EQUAZIONI PARAMETRICHE DI UNA SUPERFICIE.

Talvolta, anzich® avere I’equazione (1) di una superficie, si hanno
le z,y,2 espresse mediante funzioni (ad un sol valore) di due variabili .
ausiliarie indipendenti (parametri) u, v, si ha ciod

(8) m=f(’"’a“)_: ?J':fp(ﬂﬂ?)s z =10 (u,n).

Allora, per ogni coppia di valori di «, », appartenenti alla regione in
cui sono definite f, ¢, ¢, corrisponde un punto (z,y,z) dello spazio;
e quando tali funzioni siano continue, variando u, v, il punto genera, in
generale, una superficie della quale le (8) sono le equaziont parameiriche (1)

(') Supposte le funzioni f, ¢, ¢, oltre che finite e continue nella regione
B in cui sono definite, anche dotate di derivate parziali (pure finite e con-
tinue), la condizione perché le (8) rappresentino effettivamente una superficie
(¢ non una curva) & che la maftrice

intende X
' V“(}y]g’g du Ou Ou £ L

- of do 8¢
/ 0v Ov oOv

non sia{ nulla’ per tutte le coppie di valori di «, v appartenenti ad E.
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Una - superficie ammette infinite rappresentazioni parametriche,
in corrispondenza alle infinite scelte che si possono fare dei parametri.

Analogamente al n. 96, si ha: .

L'equazione del tipo (1) della superficie, si oltiene dalle. equazioni para-
metriche (8) eliminando fra di esse i parametri w e v. |

Praticamente 1’eliminazione di % ,v si pud ottenere risolvendo due
delle equazioni (8), ad esempio le prime due, rispetto ad « , v, e sostituendo
le espressioni ottenute per w ,v (in funzione di z,y) nella terza ; oppure
cercando mediante procedimenti suggeriti dalla natura delle funzioni
f(u,v),o (u,v),d (w,v) una relazione fra z,y,z che sia una conse-
guenza delle (8) priva dei parametri u , v. |

Si osservi che la forma esplicita z = f (z, y) dell’equazione della super-
ficie non & che un caso particolare delle (8), posto z =,y =v,2 =

#f('u:'ﬂ)'.



158. — SUPERFICIE ALGEBRICHE E TRASCENDENTI.

Come le curve piane (n. 92), le superficie dello spazio (proiettivo,
affine, euclideo) si dividono in due classi: algebriche ¢ trascendenti.
Una superficie si dice algebrica quando nella sua eguazione

f(m,y,z)z_{]

f(x,y,z) & un polinomio in =, y,z ().
Le superﬁme non a]gebuche si dicono trascendenti.
Se il polinomio f (z, ¥y ,2) & il prodotto di altri polinomi ¢ (=, y , 2),
¢ (#,y,2), ... le coordinate di un punto della superficie, annullando f,
annullano uno almeno dei polinomi ¢, ¢, ..., e inversamente.
~ Quindi :
 La superficie algebrica di eguazfiaﬂﬁ @-{ ... = 0 si compone delle super-
ficie (algebriche) di equaziomr ¢ =0, ¢ =0,
In guesto caso la superficie si dlce mdumbile Nel caso contmrm wri-
ducibile. Una coppia di piani porge un esempio di superficie (algebrica)
riducibile. |



o1 ha poi dall’algebra :

Affinche due polinomi irriducibili nelle coordinate =, v , 2 ugua;gﬂmtz a
zero, siano le equaziont di una stessa superficie ( algebﬂca,) e mecessario e
sufficiente che differiscano per un fattore costante.

Se f(z,y,2) = 0 & l'equazione di una superficie algebrica, il grado
del polinomio f (z, Y , ) si dice ordine della superficie.

Le superficie algebriche di primo ordine sono guindi i piani e quelle
di secnndo ordine si dicono quadriche. :

Per avere anche i puntl impropri di una superficie occorre mtro-
durre coordinate omogenee ,,®,,w,,s, S2 la superficie & algebrica

d’ordine , ponendo nella sua equazione f(2,y,2) =0, & = —- , Y =
. ' &
4

@ @, _
2 3 - . .

= -—- , % = —— e moltiplicando per ay, 5i ottiene
Ty - Xy '

(9) B (2, 2,23, 24) =0

dove il primo membro & un polinomio omogeneo di grado n nelle variabili.

Riguardo all’ordine di una superficie algebrica si ha il seguente teorema
(che si dimostra come 1’analogo per le curve piane del n. 92) :

Una superficie algebrica d’ordine n é incontrata da ogni retta dello spazio,
che mon sia situata su di essa, in n punti (reali o immaginari, propri
o impropri, disiinti o coimcidents). '

Segue : |

Una superfww algebrica d’ordine n ¢ incontraia da un piano in una curva
algebrica d’ordine n, a meno che il piano non faccia parie della superficie.



10Y. — UURVE ALGEBRICHE E TRASCENDENTI.

Una. curva che si possa considerare come intersezione (completa) di
superficie algebriche dicesi algebrica. Si pud anche dire che una curva &
algebrica quando il cono (n. 166) passante per essa e avente per vertice
un punto generico dello spazio ¢ una superficie algebrica.

Le curve non algebriche si dicono trascendenii.

Si ha : |

La curva intersezione di due super, ficie ai!gebmche rF. ., F, di ordini
m, n ¢ intersecata da un piano generico dello spazio in m-n punti (reali o
immaginari, propri o impropri, distinti o coincidenti).

Una curve algebrica @ é intersecata da un piano generico dello spazio
. un numero fisso di punti (reali o immaginary, propri o ’im*profpﬁ," distinti
0 coincidenti), al variare del piano.
~ TMale numero fisso dicesi ordine della curva @ ().

La proprietd sopra dimostrata si pud ora enunciare cosi:

La curva intersezione di due superfww algebriche di ord%m m, n é di
ordine m - n.

Una curva algebrica (piana o sghemba) si dice riducibile quando si
decompone in curve d’ordine pilt basso. Irriducibile nel caso contrario.

Ad esempio, una coppia di rette sghembe costituisce una curva alge-
brica riducibile del 2° ordine. '



Ora si noti che: .

Una cubica sghemba (irriducibile o no) non é mai Vintersezione compleia
di due superficie algebriche. |

Infatti due superficie algebriche d’ﬂrdlm m,n,conm>1,rn>1,
tagliano in una curva d’ordine m-n > 3.

Una curva algebrica irriducibile che sia ’intersezione completa di due
superficie algebriche dicesi curva intersezione completa. Nel caso opposto,
quando cioe non esistono ‘due superficie algebriche di cui la data curva.
algebrica irriducibile & I’intersezione completa, la curva dicesi curva inter-
sezione parziale (0 incompleta).

Enunciamo infine, senza dimostrazione, il teorema :

Una curva algebrica d’ordine m e una superficie algebrica d’ordine w
che non contenga parti della curva, hanno m-n punti comunt (ctascuna inter-
sezione conlata opportunamenie).

Segue 1l teorema (teorema di Bézout per le superficie) :

Tre superficie algebriche di ordini m, m, p non passanti per una stessa
curva, hanno m-n-p puniti comuni.

Infatti le due superficie di ordlm m,n s mteraecano, come sappiamo,
in una curva @ di ordine m-n e @ 11113&1'3&0&, per il teorema sopra enun-
ciato, la terza superficie in (m-n)- p =m-n-p punti, I punti comuni
a © e alla terza superficie sono i punti comuni alle tre superficie. |



162. — RETTA TANGENTE AD UNA CURVA.

Il concetto di rella tangenie ad una curva in un suo punto, gid in-
~contrato per le curve piane (n. 98) si estende, con ovvie modificazioni,
alle curve sghembe. :

Nello spazio affine, sia P un punto della curva rappresentata dalle (6)
del n. 156. Preso un secondo punto P, della curva ed indicati con w ed u 4 h
i valori di » ai quali corrispondono rispettivamente P e P,, consideriamo

la retta PP,, le cui equazioni si possono scrivere nella forma
oS y—em a—¢w
flu+h) —f@) o@+h)—e@ @+ —¢m’

od anche, dividendo i denominatori per k== 0,

o —f@w _ y—em - d@
f+h) —f@)  o@+h) —o@ $@t+h) —9@
h h _ h

Supponiamo ora che il punto P;, variando sulla curva, tenda a P ;
ammesso che le funzioni f(u), ¢ (u), ¢ (u) siano derivabili per u = u e
che f'(u), @' (u), ¥’ (u) non siano tutte tre nulle, la retta PP, tende ad -
una posizione limite determinata, avente per equazioni

o —f@) _y—o® _2—¢@.

I () ¢ (u) ' (u)
Pertanto, nelle ipotesi suddette esiste la tangente alla curva mnel punio P
-ed i suoi coefficienti direttivi sono f' (), o' (u), ¢’ (u).

(14)




Nello spazio euclideo, il piano perpendicolare alla retta tangente, nel
Suo punto di contatto (proprio) P, dicesi piano normale alla curva in P,

Nello spazio proiettivo, si abbia una curva di equazioni parametriche
(n. 156)

o =f (W) (=123, 4)

i

e sia P un punto della curva relativo al valore % del parametro. Si chiama
punto derivato primo relativo al punto P il punto di' coordinate fi (u),
le cui coordinate sono ciod le derivate delle f; calcolate per u = % supposte
esistenti e finite. Orbene, la tangente in P alla curva si pud anche definire
come la retia individuata dal punto P e dal punto derivato primo. Essa ha
quindi le equazioni (n. 33) | |

S . a LLrwiaszg F{? -
¥y Zy T3 334%__"6/(\ ravigg W-;L‘_I,G]&Q

B R _ de| Wossi e
(15) fi (@) fo () fy () f, () =0-\) FD;SEH)Q

"

fi @) fo @) fi @) fi@)|




'163. — PIANO TANGENTE AD UNA SUPERFICIE.

Nello spazio proiettivo, si abbia una superficie ¥ di equazioni para-

metriche
w=f(u,v) (=1,2 3,4)

e sia P un punto di X relativo ai valori u, v dei parametri.

Si chiamano punti derivati primi relativi al punto P rispettivamente il

punto di coordinate

e il punto di coordinate (supposte le f;

du ,
derivabili), le cui coordinate sono cio¢ le derivate parziali delle f; rispettﬂ
ad % per il primo punto e rispetto a v per il secondo, calcolate per u == ,
v =9,

Le tangenti, in un punto generico P di una superficie, alle infinile curve
tracciate sopra la superficie e passanii per P, stanmo tutie in un medesimo
piano.

Questo piano si chiama piano tangente alla superficie in P ; e P si
dice punto di contaito di quel piano. Le rette tangenti in P alle infinite
curve tracciate sulla superficie e passanti per P si dicono pure iangenti
alla superficie in P ; esse formano dunque un fascic di centro P e apparte-

nente al piano tangente.



E inoltre : |

Il piano tangenie ad una superficie in un suo punto P ¢éil piano indi-
viduato da P e dai due punti derivati primi relativi a P. | |

I’equazione del piano tangente a X nel punto P ha quindi I’equazione

f1 Je fs fa
o o afy of,

1 ——= | =0
) U O ou O
Oh  ofs dfs 9fa
L ov . ov - 0v |
dove le f;, 01; : 0J; sono calcolate per v =ue v = 9.
U ov



Se la superficie, in coordinate non omogenee #, ¥y , 2, ha le équazioni
parametriche

(18) x=f(u,v),y=9(u,v), ¢ = (u,?),
per avere I’equazione del piano tangente nel punto P (u, v), basta porre

nella (17) ) =@ ,%, =Y, % =2, e, =1, fi=ffa,=¢, fs=4f=1.
Sottraendo poi la seconda orizzontale dalla prima si ottiene

z—f y—o 2—1¢
(19) fu Pn Uy =0,

fo Po

!
v

-

@ |

dove f, o, ... sono calcolate per u = u%,v =



Be l'equazione della superticie ha la torma esplicita
(20} r=F(v,y),
si ricordi (n. 157) che la (20) rientra nelle (18) quando si assumano per para-
metri u,vle #,y. Quindi per avere l’equazione del piano tangente
nel punto P (z, ¥, z) basta porre nella (19)
s=u=f,y=v=0,¢=F,f(u,0)=2, ¢@,0) =Y, ¢ (%, ==
Si ottiene
(21) ¢ —z= (o —a)F, +(y —y) F,

dove I, .F';, sono calcolate per ¢ =,y =y .
Se poi la superficie ha 1’equazione di tipo generale

(22) f@,y,2) =0,
Pequazione del piano tangente nel punto P (z,y,2) &
(23) -9, -2 =0,

dove f,,f, ,f: sono calcolate per & =2,y —y,2 =2z (1).

(") Dalla (21) si perviene alla (23) tenendo presente che la flz,y,2) = 0
definisce la z come funzione F (x,y) della =, y e che si ha
K G598
L (@, 9,2

» -Fy' {El Ef} =



Se la superficie ¢ algebrica e, in coordinate omogenee z, , x, , «, , v, ,

ha 1’equazione
Sl@g, 25,2, 2) =0,

dove f & un polinomio omogeneo (di grado =) nelle x;, il piano tangente

nel punto P (x;) &

== ()

of , of __of __ of
24 L, —— —+ o 42, — 4+ o
( ) 1 (5]5"-’1 2 é]ﬂ"g 3 ama 4 8354
dove of : o7 ... sono calcelate per T, = ;1:_1. (%).

d &, 0 @y

(%) Dalla relazione di EULERO

n-f = Z; x; jf i=1, 2 2 4),

¥

Bas'enduﬁ,; un punto della superficie, segue

= Ofw)
2 @; 9 = “’f{mi] = 0.

Tenendo conto di questa relazione, posto

m’1=m, Ig = 1, ry = &, ﬂ?lzl,ﬁ]‘:i,ﬁ:i?}, 53:5: ;;-:l..':l!

la (24) coincide con la (23).



Quando il piano tangente nel punto P & determinato, P dicesi I)lllltl}
semplice della superficie. Nel caso opposto P dicesi multiplo.
Se la superficie & rappresenmt& ad esempio dalla (22) P e multlplu
quando (e solo quando) fo=f,=f,=0 per x =2,y =Y,z =2z.
- Nello spazio euclideo, la retta perpendicolare al piano tangente, nel
suo punto di contatto P, si dice normale alla superficie in P.



Osservazione:

Possiamo ora completare un punto lasciato in sospeso nel n.? pre-
cedente assegnando le equazioni della tangente ¢ in un punto P (z,y, 2)
ad una curva € di equazioni

f(m,y,z) =0
(P(:I},y,:ﬁ)zﬂ.

Manifestamente ¢ & I'intersezione dei piani tangenti in P alle superficie
fle,y,2) =0,0(x,y,2) =0 e quindi ha le equazioni

I

(@—2) i+ G —-9f+e—2f =0

(@ —a)g, +(y —9) 9y + (2 —2) g, =0



165. — CrLiNDro.

Nello spazio affine, 'insieme delle rette g parallele ad una retta data &
condotte per i punti di una curva @ & una superficie che chiamasi eilin-
drica, 0, brevemente, un cilindro. Le rette g si chiamano le generatrici
del cilindro. Un piano, non paral-
lelo a d, interseca le generatrici g £
in punti di una curva, sicche la
curva (©, a partire dalla quale si P /
definisce il cilindro, pud sempre f’
supporsi piana.

Cid posto, _coﬁsideriamu_ una
equazione in due variabili @,y

| | | 4
(1) f@,y)=0. . 7
Nel piano zy essa rappresenta
una curva @ ; esaminiamone il o _
Fig. 49.

significato nello spazio zyz (fig. 49).
Sia P; un punto di @, ogni punto _
P (z,vy,z) della parallela all’asse z condotta per P; ha la stessa x e
la stessa y di P, ; sicché le coordinate di qualsiasi punto di questa retta
soddisfano all’equazione (1). Altrettanto dicasi per ogni altro punto della
curva @ . D’altra parte, le parallele per i punti di @ all’asse z formano
un cilindro, Siccome le coordinate di tutti e soli i punti di questo cilin-
dro soddisfano alla (1), si conclude che la (1) & l'equazione del cilindro
formato dalle rette (generatrici) parallele all’asse z, condotte per i punti
della curva @. '

Se la (1) & nel piano zy I’equazione di una conica (n. 92), il cilindro di
equazione (1). 8i dice cilindro del 2° ordine (0 gquadrico).



Osservazione:
Un’equazione in una sola variabile x
(5) f(@) =0

nello spazio xyz é Vequazione di una superficie costituita da piani paralleli
al piano © = 0. |

Infatti se x, soddisfa alla (5), cioe se f(xy) = 0, tutti i punti del
piano parallelo & z = 0 e passante per il punto (24,0, 0) dell’asse @

hanno coordinate che pure soddisfano alla (5). La superficie & quindi
costituita da tanti piani paralleli a # = 0 quante sono le radici dell’equa-
zione (5).



166. — Cono.

Nello spazio proiettivo, Pingieme delle rette g congiungenti i punti
di una curva @© con un punto dato V si chiama superficie conica o, breve-
mente, cono di wveriice V. Le rette g si chiamano gemeratrici del cono. Un
piano, nen passante per V, inferseca le generatrici g in punti di una

curva, sicche la curva C, a partire dalla quale si definisce il cono, pud
sempre supporsi piana (1). |

Se nell’equazione f (x,y,2) = 0 di una superficie il primo membro
f@,y,2) ¢ una funzione omogenca nelle variabili, la superficie & un cono
col vertice mell’origine. | |

(t) Nello spazio affine, il punto V sl suppone proprio ; se nella prece-
dente definizione V fosse improprio, si ritroverebbe il cilindro.



170. — SUPERFICIE RIGATE.

 Nello spazio proieitivo, una superficie che sia 'insieme di oco! rette si
chiama rigata.

Le co! rette si dicono gemeratrici della rigata ; una curva della su-
perficie che incontri ogni generatrice, ad esempio una sezione pmna gene-
rica, dicesi una direitrice della rigata.

Sono esempi di superficie rigate i cilindri (n. 165), i coni (n. 166);
le rette tangenti ad una curva sghemba (n. 162) formano pure una rigata.
Si ha : | |

Una superficie rigata ¢, in generale, individuata da tre diretirice.



Nello spazio affine, le equazioni di una ‘generatrice generica della su-
‘perficie rigata siano

an e[ _y—fHw _ z—fy@
{ () Ly (u) I (u)
nelle qu&h Ji:fasfa, 1, 15, I3 sono funzioni di un parametro u (al variare
-del quale si ottengono tutte le co! generatrici della rigata).
Detto v il valore comune dei tre rapporti (17), si hanno per la super-

ficie rigata le equazioni parametriche
x = f; (u) + vl (u),

(18) Yy = [y (4) + oly (u),

2 = f3 (u) + vl (u),
-dove le curve % = cost. sono le rette della superficie. |
Se f,, [y, fs sono costanti rispetto ad wed 8 f, =a,f, =b,f, =¢,
le (18) rappresentano un cono col vertice nel punto (a, b,.c). Se invece
4,1y, 13 sono costanti rispetto ad w, ed ¢, =1,l, =m,l3 = n, le (18)
rappresentano un cilindro le cui generatrici passano per il punto improprio
‘(E y Ty n d G)-




171. — SUPERFICIE DI ROTAZIONE (0 ROTONDE).

Nello spazio euclideo, sia data una retta r e una curva L. Considerato
un piano o perpendicolare ad r, sia © la circonferenza del piano « avente
il centro nel punto in cui o interseca r e passante per un punto in cui «
interseca L. Al variare di « si ottengono cosi co! circonferenze ©. Lia super-
ficie X insieme di queste oo! circonferenze @ si dice di rotazione (0 rotonda) ;
la retta r si chiama asse (di rotazione) di 2, mentre le circonferenze @ si
chiamano paralleli di X. |

L’intersezione della superficie con un piano perpendicolare all’asse,
se esiste (dal punto di vista reale), si compone di uno o piu paralleli.

Un piano passante per P’asse interseca la superficie in una curva sim-
metrica rispeito all’asse r (in simmetria ortogonale : n. 91) che si dice

meridiano. Ciascuna delle due parti del meridiano, simmetriche 1’una
dell’altra rispetto ad r, si dicono semimeridiani. |
Per ottenere la superficie & si pud sostitunire alla curva L una curva.
qualungue tracciata sopra 2 che incontri in un punto ogni parallelo, in
particolare un meridiano o un semimeridiano. |
Ii chiaro che una superficie di rotazione & individuata quando se ne
conoscano 1’asse e il meridiano (o Semimeridiano).



Si ha : |
Data mel piano zz la curva M di equazione

(19) flz,2) =0,

la superficie di rotaziome &i asse z ¢ di meridiano M ha Pequazione

(20) F(t Va? +42,2) =0,

dove la (20) st oltienc dalla (19) sostituendo in essa ad x Vespressione -+ Va2 2.



172. — Elica circolare.

Nello spazio euclideo si chiama elica circolare la curva di equazioni
parametriche
| Z = r COS U

(23) y = rsen u
2 =hu
dove u ¢ il parametro e r, h sono costanti reali (r> 0),

Lelica (23) giace sul m!mdm circolare retto avenle per asse Vasse z e
avente per raggio r (n. 149). Infatti eliminando « fra le due prime delle
{(23) si ottiene
(24) 2 + y* =1
che rappresenta appunto (n. 165) il cilindro suddetto. L’asse z (asse del

cilindro) si chiama asse dell’elica e il raggio r del cilindro si chiama raggio
dell’elica.



Una generatrice qualunque del cilindro (n. 165) interseca Ueliga in infi-
nite puntt e due consecutivi di essi hanno wuna distanza costante uguale a
2|h|x.

Infatti gli infiniti punti dell’elica posti sopra una medesima genera-

trice del cilindro si ottengono dalle (23) ponendo u -+ 2 k= in luogo di u
(I intero > 0 oppure < 0), poiché in tal modo la # e la ¥y non mutano,
mentre in luogo di z si ottiene 2 - 2 h k w. La distanza (in valore assoluto)
di due consecutivi di tali punti, dati dai valori X e% - 1 di %k, & appunto

e +2hE+1)m —(2+2hkw)| =2|h|x.
La costante 2|h|m si chiama passo dell’elica.

Si ha
Lelica forma con le generairict del cilindro un angolo costanie.



