4 - Dooeinns s vvoiugudy [ G2 1-0€, MbesZl-15, HA3 |

Arg



o
eiskiowe ol nived
{—‘fﬁc&a MXW xe)(o/b bk OL;MW‘UX )
Y‘(U) 2 Wioul MM QM(W{'M 61‘0‘}{3 y Z“M&m%/ﬂ:y—»x
m%wﬁw ok K oo b Juppah o

: ' 'XQ\M;

& el
Zio oorehy b velde e b §
meﬁm mex;{m%‘(}uxexz“‘%\ ~1(x N
kb dotieivo ;;{ \)’e“‘“’fw_.
| ! e Uum Mmeomel .

fomao fpnoe




Gl K conodos ST cowe Afinnvue ofef jaus ol e wf@,m‘.%ﬁ
IAZ IR->€{ & Uam mewz ol &Au[/:yf'lwp,wi%

x > et

(4.2) D wuorls wmQMG«» i vesdns L s SR come Afrm’o i 40
M:&M oAl Wie | exf(piw E? coug Woo& wvahwandy obd ciliwlts
e del o . |



Tectauun .1 (A ol llpmmnns) - G oo (K2, — (X ) wn
WW‘M i tvwdkimgnts }uwlf’dh . Ko Y e Af’bw‘o conmitio €

-g: (X’*ao)-——é (Xﬂco) oy mﬂm W&}a : Cfem' e\m wwﬁw
f': (Yig) = (K2) (sllomsons di f) bl oho pf's f atlin

oM 2 ey .

Diwatbaine (bccn) - Geph, Cvithutn o el £ ol {*, bl
A eB i Mo kY awcus 50" ¢ fH 1 Sitohonmsns , e o
m Mwodin oy AeB ows Wco&a\w ¢ quinsl | tewals Y= AUB commone,
6\ B:d. U




Tewosm 4.7 (wfﬂm °(9ACWW\AL) (X s)—?(x W)
WQW qewawwwmm uwa() wﬁe&«/(m

6uMquMMLJLuwa(O) t«chﬁ& rwww(mo
wawo

Diwolorione (Bason) = 1ok 10 T i uslsbivsto in wenshs o,

WW%I ,w(I)A’{’lo\mw e«d‘é’u ol
X s wfmﬁawmwmhm wmwhobw m

b con A rMlosmumenhs o w[b_“ ' (rna )w&mo&imwﬁ)}-ﬁ.
L vniab vieww dad Tort. .4, [T



TMM .3 (QM MW@)- 1 P(Sg,ﬁ}-—’(X;to)
cont it . Finan por (V) o aiin kil wbibratas '
,ﬁ:(Y,w)—%(X.m,) s wvwwm W At wwannebfe . wllowa,
‘wa"d #‘:(V,W)HCX,Q;). % MK‘M W~«~'{“°'r4'n\ FVX}:"“’X
{T“Qﬂ- VQ"Q F{Yx{ag :g OMWV\L{'E UMM FIIYXI—"X
(o }FF) el Fllyq=f. O ‘

| Goollario g6 poe : T (R8) — (X m) & wickhion. O

4 dose  lomm posonte ohe ;»&aw‘(ym wan 4 o Ao P
tmbl& O&LM‘“ w!(OJ:%O>°CNM Co.ﬁ/:a Ay w X MB'W YCy hou Aotas
WW"Q" W;u)? éo/}w,g Ae Qw/{,e [N]erip(m((%,;‘».



,t(«urub.;o ‘Tor'ofmﬁim Xe‘o(w“fo wwmmﬂb& «}Lu(mgw{'
xoeX,}\mWW U cowtonmbe . , enike wi affo V conmens for wteds
ey ofe xoe VU




>

Teowusn $.5 ((B\A‘rvde s M)— Ko r(fw”c})-———» (X %) com
qu«w XQYMeWWMW;

Fr (Vi) = (K)ot wn illonsuty £ (Vq0) —(%2)
s e dolo 4¢ ﬁ, (u, (‘/,‘30) - l/\#(m (5%'%‘60)) |

Diwstrwniog (Bracein)- e e i sllovomsuts ', llotn ﬁ,,(w,()’,%,)):
= Pa 16;4: (m (7’”6')) C g (m(%ﬁ)) . Ao, 20 ngm{h ',
Lunione. - 10 solloramments .ﬁ‘«y{m ety for ,«‘wf' MWXM ye /)
MW W) UM SUMmMAMS &a%om%;dﬁoﬁa )Zzu & un oo 1w X oo
o aot \Q(VA)I Lo wmmehe wn Alosoanuguh ({w)'}&i frove oflata
f(4) = (fa)(1). L ipobiri qgrmbiver  Mota, £'vualipsulonon oi f'ly)
dafls, mdb b w. O




Mo M Bl X 4 i sty -t
Ae Pu,n( oozg\m , X ofe uu whvs N ols %, ke ohe e L}W(M%)%E(Xm)
Q\Q*W alls . Toidaukucanly g miich e o ool 4
sk \




Teorema L Sia X uno .spazz'q connesso, localmente CONNEsso per archi o -
semilocalmente I-connesso, e sia Zo €_X. Per ogni sottogruppo H del Jqruppos
jondamentale 7(X, xy) vi sono un (X, %) e una protezione di rivestimentg

210X, Lo) = (X, zg) tali che py(mi (X, Zo)) = H. Inoltre, tali X song unick
1 meno di equivalenza!. |

‘Qioé, se p:(X,Zg) — (X, Tp)ep : (X’ ,Eg) — (X, To) SOno rivestimenti corrispon-
lenti allo stesso sottogruppo H, allora esiste yp Omeomorfismo  : (X, Io) — (X' Iq) tale
che p/.p = p. e



[raccia di dimostrazione:

.\ccenniamo soltanto alla costruzione dello spazio topologico .X:

X = P(X, 1)) ~
—~= P(JY, IO) - {w . [ rig /Y "’J)(O)

13 'Y

~ " identifica i cammini w e o’ tali che w(1l) =uw'(1)

= To} = { cammini uscentj da Io}.

——

eche [w.w1e H.

la topologia di X & ottenuta come ' ¢ s
, quoziente della “topolo -
aperta” su P(X, ). S POl0BIa campatta

La topologia compaita-aperta su P(X, z,) ¢ ia ¢
_ A, Zp) € la topolo :
i sottoinsiemj ) pologia generata da tutt;

<K U>={we P(X,x0) | w(K) C U}
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Ricordiamo che se p : (X',;io) — (X, 7o) & un rivestimento, allora esiste
una corrispondenza biunivoca naturale fra la fibra P~ (z0) e le classi laterali
di py (WI(X ,;i':o)) in m(X,z0). La corrispondenza si ottiene prendendo un
qualunque cappio o che rappresenta una classe laterale e sollevandola, rispetto
a p all’arco o’ tale che ¢/(0) = Z,. Alla classe laterale di o viene fatto quindi
corrispondere il punto ¢/(1), che appartiene a p~ (). Quindi la cardinality
delle fibre (cioé ’ordine del rivestimento) & uguale all’indice di Dy (7r1 (X, :Z'o))
in m (X, xg).



AUTOMORFISMI DI RIVESTIMENTO

Se p : (X, %) — (X, ) & un rivestimento, si definisce automorfismo di
rwestimento di p ogni omeomorfismo ® : X — X tale che po® =p QGli
automorfismi di rivestimento sono quindi omeomorfismi dello spazio totale
che lasciano invariate le fibre di ogni punto dello spazio base, cio¢ ®(p~1(z)) =
p~!(z), operando quindi una permutazione suj punti di ogni fibra. L’insieme
degli automorfismi di rivestimento di p viene indicato con Aut(p), che risulta
essere un gruppo rispetto alla composizione.,

Teorema 2 (unicitd degli automorfismi di rwestimento) Sia z € p~!(z,),
allora esiste al piv un ® €Aut(p) tale che ®(z,) = z.

Teorema 3 (esistenza degli automorfismi di rivestimento) Sia ¢ € p~H(zo),
allora esiste un ® € Aut(p) tale che ®(Z,) = = se e solo se Dy (m (X,:‘i*o)) =

Py (m(X, 7).

Quindi la cardinalita di Aut(p) ¢ minore o al pit eguale all’ordine del
rivestimento. Il seguente risultato lega la struttura del gruppo Aut(p) con
quella del gruppo fondamentale dello spazio base X.



Teorema 4 Siap: (X, z,) — (X, o) un rivestimento, allora si ha

Aut(p) = N(H)/H

)

dove H = py(m1(X, %)) ed N(H) é il normalizzatore di H nel gruppo w1 (X, zg).

Definizione Un rivestimento P (X,%) — (X, z0) si dice regolare se
py(m (X, o)) & un sottogruppo normale di m (X, za).

Tutti i rivestimenti doppi (cioé di ordine due) sono regolari; infatti ogni
sottogruppo di indice due & normale. Ovviamente, ogni rivestimento di uno

Spazio avente gruppo fondamentale abeliano (per esempio, un qualunque
gruppo topologico) & regolare.

K ovvio che se p & regolare, esiste una biezione naturale fra Aut(p) e
la fibra p~!(z0), quindi la cardinality di Aut(p) coincide con 1’
rivestimento.

Un’altra proprieta che caratterizza i rivesti
I sollevamenti rispetto a p di un dato cap
quanti sono i punti della fibra p

ordine del

menti regolari & la seguente:
Pio w basato in zg, che sono tanti
~!(zg), o0 sono tutti cappi o sono tutti archi.



A Un rivestimento regolare triplo dello spazio “ad otto” &

H = (a,bab™, b%ab™2,b%), Aut(p) = Z,

# Un rivestimento non regolare triplo dello spazio “ad otto” &:

IT = {a,bab™? b2ab=' B3), Ant(p) = {[d}



Teorema 5 Se p: (X, o) — (X, zo) & un rivestimento regolare, allora:

(1) Aut(p) = m (X, zo)/py(m (X, Z0));
(43) X = X/Aut(p) .

Corollario 1 Se p: (X, %) — (X, z) & un rivestimento universale, allora:

Aut(p) = m (X, zo),

e l'isomorfismo é dato dalla mappa x; @ Aut(p) — m(X, To), dove x5(®) e
rappresentato dal cappio w = p(w'), essendo w' un qualunque cammino da F,
a D(Zg). Inoltre si ha |

X = X/Aut(p).
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Esempio: gli spazi proiettivi reali

e Per n > 1, lo spazio proiettivo reale RP™ ha gruppo fondamentale
m(RP™) & Z,. Allora RP™ ha come spazi di rivestimento se stesso
(per H = m(RP"™)) e lo spazio di rivestimento universale S" (per
H = 0). In quest’ultimo caso il gruppo degli automorfismi di rivesti-
mento ristlta essere Aut(p) = {Id,a}, dove a : S® — S™ & la mappa
antipodale definita da a(z) = —1z.

Sia p: (X, %) — (X, Tg) un rivestimento universale, K un sottogruppo
di Aut(p) e 7 : X — X/K la proiezione canonica, allora la mappa p:
(X /K, m(Zg)) — (X, zo) tale che p = por, risulta essere un rivestimento. Se
poi p : (X', z4) — (X, ) & un rivestimento qualunque e K ¢ il sottogruppo
di Aut(p) tale che x5(K) = py(m (X', Z})), allora X' = X /K. Quindi ogni
rivestimento di B si ottiene come quoziente del suo rivestimento universale
rispetto ad un opportuno gruppo di automorfismi di rivestimento.



Definizione Un gruppo G di omeomorfismi di uno spazio topologico X si
dice propriamente discontinuo se per ogni ¢ € X esiste un intorno aperto U
di = tale che g(U) NU = @, per ogni g € G — {Idx}.

Indichiamo due classi significative di gruppi propriamente discontinui:

® gruppi finiti di omeomorfismi di spazi di Hausdorff tali che ogni ele-
. mento diverso dall’identita & privo di punti fissi; |

e gruppi di automorfismi di rivestimento.

Teorema 6 Se G ¢ un gruppo propriamente discontinuo di omeomorfismi
d1 uno spazio topologico X, allora, per ogni x € X, la protezione a quoziente
T (X,z) = (X/G,n(x)) é un rivestimento regolare e G =Aut(r ).

Corollario 2 Se X & semplicemente connesso e G ¢ un gruppo propriamente
discontinuo di omeomorfismi di X, allora:



Esempio: gli spazi lenticolari

Si consideri la sfera tridimensionale §3 — {(20,21) € C?| |20[°+]21[? = 1),
esia®y,: 8% — S3 'omeomorfismo definito da ®, ,(z, 21) = (e¥i/py, e*m/P )
dove p e ¢ sono interi positivi primi fra loro con P> q. Allorail gruppo ciclico
Gp,q degli omeomorfismi dj S3 generati da @, , ha ordine P ed & propriamente
discontinuo (si osservi che gli omeomorfismi non identijci di G, sono privi
di punti fissi). Lo spazio quoziente Lp,q) = 8%/G,, & detto spazio lenti-
colare e risulta essere Sémpre una varietd di dimensiope tre. Si noti che,
essendo @, Ia mappa antipodale, lo spazio lenticolare L(2,1) & omeomorfo
allo spazio proiettivo reale RP?. Siccome S2 & semplicemente connessa, si
ha 1 (L(p, q)) = Z,. Questo implica che se L(p/, ¢') & omeomorfo a L(p, q)
allora necessariamente P =p. Gl spazi lenticolari sono stati completamente
classificati da Reidemeister nel 1932:

Lip,d) 2 L(p,g) = ¢ =4¢* mog p.
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