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Introduzione

L’analisi e il confronto di immagini digitali, provenienti da immagini naturali,
sta diventando sempre più importante in molti ambiti tra cui quello medico.
La teoria delle funzioni di taglia risulta essere particolarmente indicata per
questi scopi.
Questa tesi ha lo scopo principale di analizzare e migliorare un esempio par-
ticolare riguardante le applicazioni delle funzioni di taglia: si vogliono distin-
guere due varietà, una sfera S e la varietà C definita come bordo di un cubo
di lato 2 centrato nell’origine.

Nel primo capitolo viene introdotta la teoria sulle funzioni di taglia. Sono
date le definizioni sia nel caso unidimensionale sia in quello multidimensio-
nale e vengono enunciate alcune proprietà utili per i calcoli successivi.
Si forniscono poi, nel secondo capitolo, le nozioni di gruppi di omologia e
funzioni di Morse. Nella prima sezione, sui gruppi di omologia, si vogliono
principalmente trovare metodi per calcolare i gruppi di omologia di gradi 1

e 2 per varietà di dimensione al massimo due senza dover ricorrere ai calcoli
formali. Nella sezione riguardante le funzioni di Morse si enunciano alcu-
ne proprietà importanti di queste funzioni, che giustificano la richiesta di
utilizzarle come funzioni misuranti, sempre con una particolare attenzione
all’aspetto intuitivo della situazione.
Il terzo capitolo è la descrizione del lavoro già svolto dalla dott.ssa Barbara
Di Fabio. Le varietà S e C vengono confrontate utilizzando come funzione
misurante il valore assoluto di x per il caso unidimensionale e la funzione
(|x|, |z|) nel caso multidimensionale. Si analizzano poi i margini di migliora-

i



mento di questo esempio.
Nel quarto capitolo viene spiegato il lavoro svolto, ovvero il confronto delle
varietà S e C tramite funzioni di taglia e gruppi di omologia associati a due
diverse funzioni misuranti. Si è cercato di dare una spiegazione della situa-
zione che risulti il più possibile intuitiva, anche tramite immagini che aiutino
a visualizzare la situazione.
Infine, nel quinto capitolo si danno alcuni spunti per il lavoro ancora da svol-
gere, in quanto gli esempi finora studiati non hanno permesso di soddisfare
pienamente le richieste.
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Capitolo 1

Funzioni di taglia

Si danno, in questo capitolo, le nozioni di funzioni di taglia unidimensionale e
multidimensionale che verranno utilizzate in seguito nello studio di un esem-
pio particolare. Si vedranno alcune proprietà e risultati utili per gli scopi di
questa tesi, senza la pretesa di essere esaurienti.

1.1 Funzioni di taglia unidimensionali

Si consideri uno spazio topologico M che assumeremo essere non vuoto, com-
patto, Hausdorff e localmente connesso e una funzione ϕ : M → R continua
che sarà chiamata funzione misurante.

Definizione 1.1. La coppia (M, ϕ) formata dallo spazio topologico e dalla
funzione misurante è detta coppia di taglia.

Definizione 1.2. Per ogni x ∈ R si definisce una relazione wϕ≤x sui punti
di M data da:

P wϕ≤x Q ⇔
{

P = Q

P e Q sono (ϕ ≤ x)− omotopi

dove P, Q ∈ M e chiedere che P e Q siano (ϕ ≤ x)-omotopi significa chiedere
che esista un cammino continuo α : [0, 1] → M tale che α(0) = P , α(1) = Q e
ϕ(α(t)) ≤ x per ogni t ∈ [0, 1]. In questo caso α è detta (ϕ ≤ x)− omotopia

da P a Q.
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Osservazione 1. La relazione wϕ≤x è una relazione di equivalenza su M per
ogni x ∈ R.

Definizione 1.3. Per ogni x ∈ R si denota con M〈ϕ ≤ x〉 l’insieme
{P ∈ M | ϕ(P ) ≤ x}.

Si considera ora l’insieme ∆+ = {(x, y) ∈ R2 | x ≤ y} e due valori (che
saranno detti livelli) x, y ∈ R, con x ≤ y.

Definizione 1.4. La funzione l(M,ϕ) : ∆+ → N che associa alla coppia
(x, y) ∈ ∆+ la cardinalità dell’insieme M〈ϕ≤x〉

M〈ϕ≤y〉 , ovvero il numero di classi di
equivalenza in cui M〈ϕ ≤ x〉 è diviso dalla relazione wϕ≤y, è detta funzione
di taglia (unidimensionale) associata alla coppia di taglia (M, ϕ).

Osservazione 2. Il valore della funzione di taglia l(M,ϕ) ha un’interpretazione
geometrica molto semplice: conta il numero di componenti connesse per archi
di M〈ϕ ≤ y〉 che contengono almeno un punto di M〈ϕ ≤ x〉.

Si può quindi disegnare il grafico della funzione di taglia nel semipiano ∆+:
ogni volta che si ha una nuova componente connessa per archi per M〈ϕ ≤ x〉
si traccia una linea verticale e ogni volta che due componenti connesse per
archi di M〈ϕ ≤ y〉 si uniscono, si traccia una linea orizzontale. Si ottiene così
una rappresentazione con vari triangoli sovrapposti, all’interno dei quali la
funzione di taglia è costante. La prima retta verticale che si traccia è detta
retta d’angolo, i punti d’angolo dei triangoli sono detti corner point.
Si può vedere meglio il calcolo della funzione di taglia con un esempio: la
varietà M è la curva disegnata in figura 1.1 e la funzione ϕ è la funzione
altezza, ϕ(x, y) = y. La funzione di taglia relativa alla coppia (M, ϕ) è
disegnata a fianco.
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Figura 1.1: Esempio di funzione di taglia unidimensionale associata alla
funzione misurante ϕ(x, y) = y.

Si vedono ora alcune proprietà utili delle funzioni di taglia, che verranno
enunciate senza dimostrazione.

Proposizione 1.1.1. Data la funzione di taglia l(M,ϕ) : ∆+ → N valgono le
seguenti proprietà:

1. l(M,ϕ)(x, y) è non-decrescente in x e non-crescente in y.

2. l(M,ϕ)(x, y) = 0 per ogni x < minP∈M ϕ(P ).

3. l(M,ϕ)(x, y) è uguale al numero di componenti connesse per archi di M
per ogni x, y ≥ maxP∈M ϕ(P ).

Vale inoltre il seguente teorema, utile per individuare i punti di discon-
tinuità della funzione di taglia l(M,ϕ) nel caso in cui M sia una sottovarietà
chiusa (ovvero compatta e con bordo vuoto) di un qualche spazio euclideo.
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Teorema 1.1.2. Si assume che la varietà M sia C2 e che la funzione misu-
rante ϕ sia C1. In questo caso, se (x, y) è un punto di discontinuità per la
funzione di taglia l(M,ϕ), allora si ha che x oppure y o entrambi sono valori
critici per ϕ.

Date due funzioni di taglia riferite a due coppie di taglia (M, ϕ) e (N, ψ)

è possibile confrontarle e determinare una distanza tra esse. Tale distanza
risulta essere strettamente collegata con la distanza naturale di taglia tra
classi di coppie di taglia. Questi argomenti non verranno spiegati all’interno
di questa tesi in quanto non sono utilizzati nell’esempio trattato; per maggiori
dettagli in questo ambito ci si rifà agli articoli [1], [2], [3].

1.2 Funzioni di taglia multidimensionali

Le funzioni di taglia multidimensionali sono l’estensione della nozione di fun-
zione di taglia unidimensionale nel caso in cui la funzione misurante sia un’ap-
plicazione vettoriale −→ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) : M→ Rk, dove le funzioni ϕ1, . . . , ϕk

sono funzioni misuranti unidimensionali.
Si vedrà innanzitutto la definizione di funzione di taglia k-dimensionale e si
studierà poi il metodo di riduzione al caso 1-dimensionale.

SiaM uno spazio topologico non vuoto, compatto, Hausdorff e localmente
connesso e sia −→ϕ : M→ Rk una funzione continua, detta funzione misurante.
La coppia (M, ϕ) è detta coppia di taglia.

Definizione 1.5. Si introducono le relazioni d’ordine parziale ¹ e ≺ sui
punti di Rk. Siano −→x = (x1, . . . , xk),

−→y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk, allora:

−→x ¹ −→y ⇔ xi ≤ yi ∀i = 1, . . . , k

e, analogamente
−→x ≺ −→y ⇔ xi < yi ∀i = 1, . . . , k

Definizione 1.6. Per ogni −→x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk si denota con M〈−→ϕ ¹ −→x 〉
l’insieme {P ∈ M | ϕi(P ) ≤ xi, i = 1, . . . , k}.



1. Funzioni di taglia 5

Definizione 1.7. Per ogni k-upla −→x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, si dice che due
punti P,Q ∈ M sono 〈−→ϕ ¹ −→x 〉− connessi se e solo se esiste un sottoinsieme
connesso di M〈−→ϕ ¹ −→x 〉 che contenga entrambi P e Q.

Si considera ora l’insieme ∆+ ⊆ Rk × Rk definito da
{(−→x ,−→y ) ∈ Rk × Rk | −→x ≺ −→y }. Definiamo ora la funzione di taglia k-dimen-
sionale.

Definizione 1.8. Si chiama funzione di taglia k-dimensionale associata alla
coppia di taglia (M,−→ϕ ) la funzione l(M,−→ϕ ) : ∆+ → N che assegna alla coppia
(−→x ,−→y ) ∈ ∆+ il numero di classi di equivalenza in cui l’insieme M〈−→ϕ ¹ −→x 〉
è diviso dalla relazione di 〈−→ϕ ¹ −→y 〉-connessione.
Osservazione 3. In altre parole, la funzione l(M,−→ϕ )(

−→x ,−→y ) conta il numero
di componenti connesse di M〈−→ϕ ¹ −→y 〉 che contengono almeno un punto di
M〈−→ϕ ¹ −→x 〉.

Lo studio delle funzioni di taglia k-dimensionali, a partire dalla loro defi-
nizione, presenta alcuni problemi legati soprattutto al fatto di dover lavorare
in dimensione 2k, il che risulta abbastanza complicato non appena k cresce
un po’. Si vede quindi il metodo di riduzione delle funzioni di taglia
k-dimensionali al caso 1-dimensionale, che permette di studiare più facilmen-
te i risultati ottenuti, senza però perdere le informazioni derivanti dal fatto
di avere funzioni k-dimensionali. Questa riduzione si ottiene suddividendo
Rk × Rk in una famiglia parametrizzata di semipiani tali che la restrizione
della funzione di taglia l(M,−→ϕ ) su ognuno di essi possa essere vista come una
particolare funzione di taglia unidimensionale.

Definizione 1.9. Siano
−→
l ,
−→
b ∈ Rk. Allora la coppia (

−→
l ,
−→
b ) è detta

ammissibile se:

i.
−→
l è un vettore unitario con li > 0 per ogni i = 1, . . . , k.

ii.
−→
b è tale che

∑k
i=1 bi = 0.

Si denota con Admk l’insieme delle coppie ammissibili di Rk × Rk.
Data una coppia ammissibile (

−→
l ,
−→
b ), si definisce il semipiano π

(
−→
l ,
−→
b )

di
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Rk×Rk, detto semipiano ammissibile, con le seguenti equazioni parametriche:
{ −→x = s

−→
l +

−→
b

−→y = t
−→
l +

−→
b

con s, t ∈ R e s < t.

Proposizione 1.2.1. Per ogni (−→x ,−→y ) ∈ ∆+ esiste una ed una sola coppia
ammissibile (

−→
l ,
−→
b ) tale che (−→x ,−→y ) ∈ π

(
−→
l ,
−→
b )
.

Dimostrazione. Si prendono, per ogni i = 1, . . . , k:

li =
yi − xi√∑k

j=1(yj − xj)2

, bi =
xi

∑k
j=1 yj − yi

∑k
j=1 xj∑k

j=1(yj − xj)
.

Quindi il semipiano π
(
−→
l ,
−→
b )

è dato dalle equazioni parametriche −→x = s
−→
l +

−→
b ,

−→y = t
−→
l +

−→
b , con:

s =

∑k
j=1 xj∑k
j=1 lj

=

∑k
j=1 xj

√∑k
j=1(yj − xj)2

∑k
j=1(yj − xj)

t =

∑k
j=1 yj∑k
j=1 lj

=

∑k
j=1 yj

√∑k
j=1(yj − xj)2

∑k
j=1(yj − xj)

.

Si definisce ora una funzione misurante unidimensionale su ogni semi-
piano e si prova l’uguaglianza di tale funzione con la funzione misurante
multidimensionale.

Teorema 1.2.2. Sia (
−→
l ,
−→
b ) una coppia ammissibile e sia F

−→ϕ
(
−→
l ,
−→
b )

: M→ R
definita da

F
−→ϕ
(
−→
l ,
−→
b )

(P ) = max
i=1,...,k

{
ϕi(P )− bi

li

}
.

Allora, per ogni (−→x ,−→y ) = (s
−→
l +

−→
b , t

−→
l +

−→
b ) ∈ π

(
−→
l ,
−→
b )
, vale la seguente

uguaglianza:
l(M,−→ϕ )(

−→x ,−→y ) = l
(M,F

−→ϕ
(
−→
l ,
−→
b )

)
(s, t).
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Dimostrazione. Per ogni −→x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk, con xi = sli + bi per
i = 1, . . . , k, si ha che M〈−→ϕ ¹ −→x 〉 = M〈F−→ϕ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ s〉. Infatti

M〈−→ϕ ¹ −→x 〉 = {P ∈ M | ϕi(P ) ≤ xi, i = 1, . . . , k} =

= {P ∈ M | ϕi(P ) ≤ sli + bi, i = 1, . . . , k} =

=
{

P ∈ M | ϕi(P )−bi

li
≤ s, i = 1, . . . , k

}
= M〈F−→ϕ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ s〉.

Si vede in modo analogo che, per ogni −→y = (y1, . . . , yk) ∈ Rk con
yi = tli + bi per i = 1, . . . , k, vale che M〈−→ϕ ¹ −→y 〉 = M〈F−→ϕ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉. Così,

dall’osservazione 3, si ottiene quanto voluto.

Anche in questo caso è possibile determinare una distanza tra le funzioni
di taglia, detta distanza di match, che risulta strettamente collegata con
la distanza di match del caso multidimensionale. Si faccia riferimento agli
articoli [1], [2], [3] per maggiori dettagli, in quanto questi metodi non sono
utilizzati in questa tesi.
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Capitolo 2

Gruppi di omologia e funzioni di

Morse

Si vogliono dare, in questo capitolo, alcune nozioni che saranno utilizzate in
seguito riguardanti i gruppi di omologia e le funzioni di Morse. Si conside-
rano principalmente situazioni con varietà di dimensione al massimo due e
si tralascia buona parte della teoria, dando solo i risultati essenziali e alcuni
esempi che permettano di visualizzare quanto enunciato. Per una spiegazione
completa si vedano [5] e [6] per quanto riguarda i gruppi di omologia e [4]
per le funzioni di Morse.

2.1 Gruppi di omologia

Sia M una varietà chiusa e connessa. Si può triangolare la varietà M e
presentarla come complesso simpliciale K. A tale complesso simpliciale si
assegna un complesso di catene, ovvero una sequenza di gruppi abeliani con
i relativi omomorfismi di bordo. Ad ogni indice n il gruppo abeliano Cn(K)

è generato da tutti i simplessi n-dimensionali del complesso simpliciale e
l’omomorfismo di bordo ∂n : Cn(K) → Cn−1(K) manda ogni simplesso n-
dimensionale σ in una combinazione lineare di simplessi (n−1)-dimensionali
che siano sue facce. I coefficienti della combinazione lineare, detti coefficienti
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2.1 Gruppi di omologia 2. Gruppi di omologia e funzioni di Morse

di incidenza, derivano dalle orientazioni del simplesso di partenza e delle sue
facce: se l’orientazione di una faccia δ coincide con l’orientazione indotta da σ

su essa, allora il coefficiente di incidenza è +1, in caso contrario il coefficiente
è −1. A partire da tale complesso di catene si possono definire i gruppi di
omologia di K: ad ogni grado n si ha Hn(K) = Ker ∂n

Im ∂n+1
.

Si ricorda inoltre che, se φ è una mappa di catene tra due complessi di
catene C e C ′, induce omomorfismi ben definiti φ∗ tra i rispettivi gruppi di
omologia ad ogni grado n. Inoltre, se è data una mappa simpliciale f tra due
complessi simpliciali K ed L, oppure un’approssimazione simpliciale di una
mappa continua tra essi, allora f dà luogo ad una mappa φ tra i rispettivi
complessi di catene C(K) e C(L) e gli omomorfismi indotti φ∗ si denotano
con f∗.
Si vedono ora alcune proprietà utili dei gruppi di omologia, prendendo in
considerazione soprattutto casi in cui M è una varietà chiusa, connessa e
orientabile di dimensione due e triangolata da un complesso simpliciale K.

Teorema 2.1.1. I gruppi di omologia del punto sono i seguenti:

Hn(∗) =

{
0, n 6= 0

Z, n = 0

Si osserva che, analogamente a quanto accade per il singolo punto, una
varietà M di dimensione m ha gruppi di omologia Hn(M) isomorfi a {0} per
ogni n < 0 e n > m. Questo segue direttamente dalla definizione di Hn: i
gruppi Cn del complesso di catene associato ad una triangolazione K di M
sono uguali a {0} se n < 0 e n > m poiché nel complesso simpliciale non ci
sono simplessi di dimensioni minori di 0 o maggiori di m. A priori, invece,
non si sa nulla sui gruppi di omologia Hn(M) per 0 ≤ n ≤ m. Inoltre si ha
che il gruppo di omologia H0(M) è isomorfo alla somma diretta di j copie di
Z, dove j è il numero delle componenti connesse di M.

Definizione 2.1. Siano f, g : X → Y due applicazioni continue tra spazi
topologici. Allora f e g sono dette omotope, f ∼ g, se esiste una applicazione
continua F : X × [0, 1] → Y tale che F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = g(x) per
ogni x ∈ X.
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Teorema 2.1.2. Siano f, g : K → L applicazioni continue e omotope tra
due complessi simliciali che triangolano, rispettivamente, le varietà M ed N.
Allora gli omomorfismi indotti f∗, g∗ : Hn(M) → Hn(N) coincidono per ogni
n.

Osservazione 4. Segue da questo teorema che, se esiste un’omotopia tra due
spazi topologici X e Y , i gruppi di omologia di questi spazi sono isomorfi.
In particolare, ogni spazio stellato, e quindi anche ogni spazio semplicemente
connesso, ha gli stessi gruppi di omologia del punto.

Teorema 2.1.3. Per ogni varietà chiusa e connessa M di dimensione n,
il gruppo Hn(M) è isomorfo a Z se M è orientabile ed è isomorfo a {0}
altrimenti.

Si considera ora una varietà chiusa e connessa M. É possibile presentare
M non solo come complesso simpliciale K, ma anche come complesso cellu-
lare U . Si associa al complesso cellulare U un complesso di catene dato da
una sequenza di gruppi abeliani e di omomorfismi di bordo che sono definiti
analogamente al caso simpliciale. La differenza sta nella presentazione della
varietà M: utilizzando i complessi cellulari, generalmente, si ottengono pre-
sentazioni con meno elementi in ogni gruppo Cn, il che rende più semplici i
calcoli. Vale però il seguente teorema:

Teorema 2.1.4. Per ogni varietà presentata come complesso cellulare, i suoi
gruppi di omologia cellulare coincidono con quelli di omologia simpliciale.

Questo permette di scegliere, di volta in volta, di usare una o l’altra
presentazione a seconda della comodità ed assicura che le proprietà viste per
l’omologia simpliciale valgano anche per quella cellulare.

Si calcolano ora i gruppi di omologia in alcuni casi particolari che saranno
utili in seguito.

• I gruppi di omologia della sfera Sn sono:

Hk(S
n) =

{
Z, k = 0, n

{0} altrimenti
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in quanto ogni sfera ha una sola componente connessa, è orientabile e
può essere presentata come complesso cellulare con un solo punto e una
sola n-cella.

• I gruppi di omologia del disco Dn sono:

Hk(D
n) =

{
Z, k = 0

{0} altrimenti

infatti ogni disco Dn è semplicemente connesso e quindi ha gli stessi
gruppi di omologia del punto.

• I gruppi di omologia di uno spazio X dato da un wedge di n circonfe-
renze sono:

Hk(X) =





Z, k = 0⊕
n Z, k = 1

{0} altrimenti

infatti lo spazio X può essere presentato, come complesso cellulare, con
un solo punto e n 1-celle con il bordo sullo stesso punto. Intuitivamente,
quindi, il gruppo H1 conta il numero di buchi presenti nello spazio.

2.2 Funzioni di Morse

Sia M una superficie, cioè una varietà di dimensione due, e sia f : M → R
una funzione; in questa sezione consideriamo solo superficie lisce e funzioni
di classe C∞. Inoltre si considerano funzioni riferite a sistemi di coordinate
locali sulla superficie M, che saranno quindi funzioni in due variabili x e
y. Tutta la teoria vale comunque per varietà di dimensioni maggiori e per
funzioni in m variabili.
Si ricorda che un punto p0 è critico per la funzione f se il gradiente di f

si annulla in p0; inoltre il punto p0 è detto punto critico non degenere se il
determinante della matrice hessiana in p0 è diverso da zero, mentre è detto
degenere se tale determinante è uguale a zero. Si ha che la proprietà di essere
un punto critico degenere o non degenere è indipendente dalla scelta delle
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coordinate, il che permette di usare parametrizzazioni locali della superficie
attorno ad ogni punto critico. Vale poi che i punti critici non degeneri sono
più stabili di quelli degeneri, cioè conservano alcune utili proprietà anche in
seguito a piccole perturbazioni della funzione.
Si danno ora i tratti principali della teoria di Morse.

Teorema 2.2.1 (Lemma di Morse). Sia p0 un punto critico non degenere
di una funzione f in due variabili. Allora si possono scegliere coordinate
locali appropriate (X,Y ) tali che la funzione f espressa in tali coordinate
prenda una tra le forme seguenti:





i. f = X2 + Y 2 + c

ii. f = X2 − Y 2 + c

iii. f = −X2 − Y 2 + c

dove c è la costante c = f(p0) e p0 = (0, 0).

Corollario 2.2.2. Un punto critico non degenere di una funzione f in due
variabili è isolato.

Definizione 2.2. Sia p0 un punto critico non degenere di una funzione f in
due variabili. Si può scegliere un sistema di coordinate (x, y) in un intorno
del punto p0 in modo tale che f sia espressa in una delle forme standard
date dal teorema 2.2.1. Allora si dice che il punto critico non degenere p0

di f ha indice 0, 1 oppure 2 se la funzione è espressa, rispettivamente, nella
forma f = x2 + y2 + c, f = x2 − y2 + c o f = −x2 − y2 + c. In altre parole,
l’indice conta il numero di segni meno che compaiono nella forma standard
di f attorno a p0.

Teorema 2.2.3. Sia f : X → R una funzione continua definita su uno
spazio compatto X. Allora f prende il valore minimo in un qualche punto p0

di X e il valore massimo in un qualche punto q0 di X.

Definizione 2.3. Si suppone che ogni punto critico della funzione f : M→ R
su M sia non degenere. Allora f è detta funzione di Morse.
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Lemma 2.2.4. Una funzione di Morse f : M→ R definita su una superficie
chiusa M ha un numero finito di punti critici.

Definizione 2.4. Si dice che un numero reale c0 è un valore critico di f se
f prende il valore c0 in qualche punto critico p0, f(p0) = c0.

Si denoterà, in questa sezione, con Mt l’insieme {p ∈ M | f(p) ≤ t}.

Lemma 2.2.5. Siano b, c ∈ R con b < c e tali che f non abbia valori critici
nell’intervallo [b, c]. Allora Mb e Mc sono diffeomorfi.

Si può vedere come cambia l’insieme Mt quando t varia da un valore
inferiore al minimo della funzione sulla varietà ad un valore superiore al
massimo di tale funzione, passando quindi per i vari valori critici di f .

Per ogni punto critico di f si può considerare la forma canonica della
funzione in coordinate (X,Y ) attorno a quel punto. Tale forma sarà una
delle tre del teorema 2.2.1.
Se la funzione f viene portata nella forma f = X2 + Y 2 + c0, il punto p0

ha indice 0, cioè è un punto di minimo per la funzione. Siano c0 = f(p0) e
ε ∈ R, ε > 0 piccolo, allora si vuole vedere il comportamento di Mt quando t

varia nell’intervallo [c0 − ε, c0 + ε]. Quando t arriva al valore c0, nell’insieme
Mt compare una nuova componente connessa diffeomorfa ad un disco D2.
Questa situazione si può formalizzare con Mc0+ε

∼= Mco−εtD2, dove t indica
l’unione disgiunta dei due insiemi.
Se il punto critico p1 ha indice 1, la funzione f attorno a tale punto è espressa
nella forma f = X2−Y 2 + c1; il punto p1 è un punto di sella. In questo caso,
quando t arriva al valore c1 = f(p1), due componenti connesse di Mc1−ε si
uniscono nel punto p1. Intuitivamente ciò che è stato fatto è aggiungere un
rettangolo, attaccato lungo due lati opposti, alle due componenti connesse
da unire. Formalmente, questa situazione può essere espressa con
Mc1+ε

∼= Mc1−ε ∪D1 ×D1.
Infine, se la funzione è nella forma f = −X2−Y 2 + c2 attorno al punto p2 di
indice 2, allora questo è un massimo per la funzione. Quando t arriva al valore
c2 = f(p2), all’insieme Mc2−ε viene aggiunto un disco, differomorfo al disco
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D2, che si incolla a Mc2−ε lungo il suo bordo. Così si ha Mc2+ε
∼= Mc2−ε∪D2.

Se si pensa alle rappresentazioni in R3 delle superfici z = x2 +y2, z = x2−y2

e z = −x2 − y2, l’origine è, rispettivamente, punto di minimo, di sella e di
massimo per la funzione, e la situazione locale attorno all’origine è la stessa
che si presenta attorno ad ogni punto critico di una funzione di Morse f

definita su una superficie M.
Vale infine il seguente teorema:

Teorema 2.2.6. Sia f : M → R una funzione di Morse su M, e siano
p1, . . . , pr i suoi punti critici. Allora esiste una funzione di Morse f ′ i cui
punti critici siano p1, . . . , pr e tale che

f ′(pi) 6= f ′(pj) ∀i 6= j i, j = 1, . . . , r.

Inoltre, si può scegliere f ′ in modo tale che sia una (C2, ε)-approssimazione
di f , con ε > 0 piccolo a piacere.
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Capitolo 3

Caso particolare iniziale

Si vogliono ora utilizzare, per lo studio di un caso particolare, i metodi in-
trodotti; ciò che viene esposto in questo capitolo è frutto del lavoro della
dott.ssa Barbara Di Fabio.
Si considerano due varietà, la sfera S di equazione x2 +y2 +z2 = 1 e il cubo C
definito come bordo dell’insieme Q = [−1, 1]× [−1, 1]× [−1, 1], C = ∂Q. Si
sceglie poi la funzione misurante ϕ : R3 → R, ϕ(x, y, z) = |x|. Con un abuso
di notazione si indicheranno, qui come in seguito, sempre con ϕ le restrizioni
di tale funzione alle varietà S e C.
Si studiano quindi le funzioni di taglia unidimensionali l(S,ϕ) e l(C,ϕ) e il primo
e secondo gruppo di omologia di S〈ϕ ≤ y〉 e C〈ϕ ≤ y〉.

Si vede dapprima il caso della sfera. Si pensa, per visualizzare meglio la
situazione, alla funzione misurante ϕ come ad una coppia di piani perpendi-
colari all’asse delle x che si muovono dalla posizione iniziale in x = 0 restando
alla stessa distanza dall’origine. Quando la funzione ϕ assume il suo valore
minimo 0, si ha subito una componente connessa per S〈ϕ ≤ y〉 data dalla
circonferenza unitaria nel piano x = 0. La funzione di taglia l(S,ϕ) prende
valore 1 non appena x = 0. Aumentando il valore della funzione ϕ si ha
sempre una sola componente connessa che si allarga sulla sfera, diventando
prima una striscia sulla sfera e poi, per y = 1, la sfera stessa. La funzione di
taglia resta quindi sempre costante ed uguale a 1.

17
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Un comportamento analogo si ha per il cubo: per ϕ = 0 si ha una componen-
te connessa data dal quadrato di lato 2, centrato nell’origine e appartenente
al piano x = 0. Aumentando il valore della funzione misurante si ha una
striscia sul cubo e, per y = 1 l’intero cubo. Anche in questo caso la funzione
di taglia assumerà sempre lo stesso valore 1.
I grafici delle due funzioni di taglia saranno quindi identici e saranno il grafico
in figura 3.1.

Figura 3.1: Grafico della funzione di taglia unidimensionale associata ad
entrambe le coppie di taglia (S, ϕ) e (C, ϕ).

Anche i gruppi di omologia non permettono di distinguere le due varietà.
I gruppi di omologia H1(S〈ϕ ≤ y〉) e H1(C〈ϕ ≤ y〉) sono isomorfi a Z per
y = 0 e la situazione non varia finché si ha y < 1. Per tale intervallo di y,
infatti, gli spazi S〈ϕ ≤ y〉 e C〈ϕ ≤ y〉 possono essere portati tramite omotopia
in una circonferenza S1. Quando y = 1 i gruppi di omologia di grado 1

diventano entrambi isomorfi a {0}, infatti si chiude il buco nei punti (1; 0; 0) e
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(−1; 0; 0) sulla sfera e nelle facce {1}×[−1, 1]×[−1, 1] e {−1}×[−1, 1]×[−1, 1]

sul cubo. Da questo momento in poi i gruppi H1(S〈ϕ ≤ y〉) e H1(C〈ϕ ≤ y〉)
non variano più.
Entrambi i gruppi di omologia di grado 2, invece, sono inizialmente isomorfi a
{0} e diventano isomorfi a Z quando y = 1, cioè quando S〈ϕ ≤ y〉 e C〈ϕ ≤ y〉
sono rispettivamente l’intera sfera e l’intero cubo, per il teorema 2.1.3. In
seguito non si hanno altri cambiamenti.

Si è visto così che utilizzando la funzione misurante unidimensionale |x|
non si riesce ad ottenere una distinzione delle due varietà S e C nè utiliz-
zando le funzioni di taglia, nè attraverso i gruppi di omologia. Per que-
sto motivo si studia lo stesso problema utilizzando una funzione misurante
multidimensionale.

3.1 Caso multidimensionale

Si considera ora la funzione misurante
−→
Ψ : R3 → R2, con

−→
Ψ(x, y, z) = (ψ1(x, y, z), ψ2(x, y, z)) = (|x|, |z|).

Utilizzando il metodo di riduzione della funzione di taglia multidimensionale
al caso unidimensionale, si studia la foliazione in semipiani π

(
−→
l ,
−→
b )
, scegliendo

−→
l = (cos θ, sin θ) con θ ∈ [0; π

2
] e
−→
b = (a;−a) con a ∈ R. Si vede immedia-

tamente che
−→
l e

−→
b soddisfano le condizioni richieste dalla definizione. Così,

ogni semipiano della foliazione sarà definito da




x1 = s cos θ + a

x2 = s sin θ − a

y1 = t cos θ + a

y2 = t sin θ − a

con s, t ∈ R, s < t.
Si considera ora un singolo semipiano della foliazione, scegliendo θ = π

4
e

a = 0. I vettori
−→
l e

−→
b saranno quindi

−→
l = (

√
2

2
,
√

2
2

) e
−→
b = (0, 0). La
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funzione misurante unidimensionale F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

che si ottiene con queste scelte è

F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

(P ) = max
i=1,2

{
ψi(P )
√

2
2

}
=
√

2 max {|x|, |z|} .

Ora, per il teorema 1.2.2 si avrà che

l
(S,
−→
Ψ)

(x1, x2, y1, y2) = l
(S,F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

)
(s, t)

l
(C,
−→
Ψ)

(x1, x2, y1, y2) = l
(C,F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

)
(s, t)

e anche
Hi(S〈−→Ψ ¹ −→y 〉) = Hi(S〈F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉)

Hi(C〈−→Ψ ¹ −→y 〉) = Hi(C〈F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉)

per i = 1, 2.
Si calcolano ora le funzioni di taglia e i gruppi di omologia associati alle

coppie (S, F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

) e (C, F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

) per ottenere informazioni che permettano di
distinguere le due varietà considerate.
Dato che la funzione misurante F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

prende il valore massimo tra |x| e
|z| moltiplicato per la costante

√
2, si fanno variare entrambe le funzioni ψ1

e ψ2 allo stesso modo, così da avere situazioni più facilmente visualizzabili
e che permettano di calcolare più semplicemente il valore della funzione di
taglia. Intuitivamente, si hanno due coppie di piani, una perpendicolare
all’asse delle x e l’altra perpendicolare all’asse delle z, che si spostano dalle
posizioni iniziali x = 0 e z = 0 in modo tale che tutti i piani siano sempre
alla stessa distanza dall’origine.

Si analizza per primo il comportamento sul cubo C.
Quando ψ1 = ψ2 = 0 si hanno due piani perpendicolari la cui intersezione
è l’asse delle y. Così, per t = 0 si hanno due componenti connesse per
C〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 che sono i punti (0; 1; 0) e (0;−1; 0) e per s = 0 la funzione

di taglia prende valore 2. Aumentando il valore della funzione misurante si
hanno sempre due componenti connesse che sono dei quadrati che si allargano
sulle facce del cubo perpendicolari all’asse delle y. La situazione cambia solo
nel momento in cui |x| = |z| = 1, ovvero per F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

=
√

2, quando i piani che
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rappresentano le funzioni misuranti arrivano ognuno su una diversa faccia del
cubo: da questo momento, infatti, C〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 è l’intero cubo, quindi è

formato da una sola componente connessa. Il grafico della funzione di taglia
l
(C,F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

)
si può vedere in figura 3.2.

Figura 3.2: Grafico della funzione di taglia unidimensionale associata alla
coppia (C, F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

).

Per quanto riguarda i gruppi di omologia si ha che H1(C〈F
−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉)

resta sempre invariato e isomorfo a {0}, mentre il gruppo di omologia
H2(C〈F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉), inizialmente isomorfo a {0}, diventa isomorfo a Z quando

t =
√

2, cioè da quando C〈F−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 è tutto il cubo.

Si vede ora il comportamento sulla sfera.
Per t = 0 si hanno, come nel caso precedente, due componenti connesse
per S〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 date dai punti (0; 1; 0) e (0;−1; 0), quindi per s = 0

la funzione di taglia l
(S,F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

)
prende valore 2. Aumentando il valore delle
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funzioni misuranti ψ1 e ψ2, si hanno due calotte che si allargano sulla sfera e
quindi il valore della funzione di taglia resta invariato. La situazione cambia,
invece, quando F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

= 1, che corrisponde a |x| = |z| =
√

2
2
. Per tale

valore, infatti, le due componenti connesse si congiungono in quattro punti
del piano y = 0, che corrispondono alle possibili combinazioni di x = ±

√
2

2

e z = ±
√

2
2
. Da questo momento in poi si ha una sola componente connessa

per S〈F−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 e la funzione di taglia resta costante e uguale a 1. Si può

quindi vedere, in figura 3.3, il grafico di l
(S,F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

)
.

Figura 3.3: Grafico della funzione di taglia unidimensionale associata alla
coppia (S, F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )

).

Si possono poi ottenere informazioni aggiuntive dai gruppi di omologia di
S〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉.

Il secondo gruppo di omologia inizialmente è isomorfo a {0} e diventa iso-
morfo a Z quando tutta la sfera appartiene a S〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉, il che avviene

quando t =
√

2 come per il cubo.
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Dal gruppo di omologia di grado 1, invece, si hanno informazioni che permet-
tono di distinguere le due varietà. H1(S〈F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉), infatti, è inizialmente

isomorfo a {0} come accade per il cubo, ma quando t = 1 varia e diventa
isomorfo a Z×Z×Z. Lo spazio S〈F−→

Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉 infatti, può essere portato nel

wedge di tre circonferenze nel seguente modo: le due componenti connesse
che si sono allargate sulla sfera possono essere collassate ognuna in un punto
e i due punti così ottenuti possono essere uniti collassando a un punto uno
dei quattro segmenti che ha unito le componenti connesse. Ogni volta che,
nel seguito, si calcolerà il gruppo di omologia H1, si pensi di compiere le
stesse trasformazioni per portare lo spazio che si sta studiando nel wedge di
un certo numero di circonferenze. Infine, il gruppo H1(S〈F

−→
Ψ

(
−→
l ,
−→
b )
≤ t〉) varia

solo nel momento in cui t =
√

2 quando torna ad essere isomoro a {0}; in
seguito non si hanno più variazioni.

3.2 Alcune osservazioni

L’esempio appena visto presenta alcuni problemi e aspetti da migliorare e lo
scopo di questa tesi è analizzarli e trovare, se possibile, una soluzione.

Innanzi tutto, la funzione misurante considerata, cioè il valore assoluto,
è una funzione continua ma non C1. Si cerca quindi una funzione che sia,
preferibilmente, almeno C2. Inoltre è utile avere una funzione misurante
che sia di Morse, il che permette, come si è visto nel capitolo precedente,
di avere punti critici isolati. Al contrario, con il valore assoluto in vari casi
si aveva un’infinità di punti critici per uno stesso valore della funzione (ad
esempio, nel caso del cubo, si ha il valore massino |x| = 1 in tutti i punti che
appartengono a due facce opposte del cubo e questi sono tutti punti critici per
la funzione considerata). Un altro vantaggio che deriva dall’usare funzioni di
Morse è che, al massimo modificando un po’ la funzione, si riescono ad avere
anche valori critici tutti distinti per la funzione. Questo fa sì che i livelli in
cui cambia il valore della funzione di taglia siano tutti distinti e quindi non
si avranno situazioni, come succedeva nell’esempio appena visto, in cui dal
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valore 0 la funzione di taglia passi direttamente al valore 2.
Si cerca anche di ottenere una migliore distinzione tra le due varietà con-

siderate. I grafici delle funzioni di taglia multidimensionali associate alla
funzione (|x|, |z|), infatti, differiscono solo per il livello t in cui cambia il va-
lore della funzione di taglia; se li si osserva come appaiono nelle figure 3.2 e
3.3, cioè senza che siano scritti i valori di riferimento sugli assi, non si riesco-
no ad ottenere informazioni utili a distinguere le due varietà. La distinzione
migliore che si è ottenuta è attraverso il primo gruppo di omologia, che pe-
rò è più complesso (e meno intuitivo) da calcolare rispetto alla funzione di
taglia. Si cerca quindi, per quanto possibile, di trovare funzioni misuranti
tali che le funzioni di taglia ad esse associate abbiano grafici qualitativamen-
te diversi, cioè che si possano distinguere anche senza riferimenti ai valori
particolari sugli assi. Nello specifico si cerca, se possibile, di trovare una
funzione misurante per cui la funzione di taglia unidimensionale ad essa as-
sociata non permetta di distinguere efficacemente le varietà S e C, mentre la
funzione di taglia multidimensionale ad essa associata dia informazioni valide
per la distinzione dei due oggetti. Si vuole inoltre una funzione misurante
unidimensionale che sia il più possibile simile alla funzione valore assoluto
di x, così la funzione multidimensionale sarà una coppia di funzioni ottenute
apportando le stesse modifiche rispettivamente a |x| e |z|. Si vedranno nel
prossimo capitolo i risultati finora ottenuti.



Capitolo 4

Modifiche alla costruzione iniziale

Si vuole ora modificare l’esempio appena visto in modo da utilizzare funzioni
di Morse come funzioni misuranti ed avere punti critici e valori critici isolati.
Si cerca inoltre di ottenere una distinzione qualitativa, anziché solo quan-
titativa, dei due oggetti, tramite funzioni di taglia unidimensionali oppure
multidimensionali.
Quanto esposto in questo capitolo, a parte la scelta delle funzioni misu-
ranti, è la spiegazione del lavoro che ho svolto per questa tesi. Come si
vedrà dai risultati ottenuti, non si è riusciti, almeno per ora, a trovare una
funzione che non permetta di distinguere le varietà se associata a una fun-
zione di taglia unidimensionale, ma che dia una buona distinzione nel caso
multidimensionale.

4.1 Variazione analizzata

Si considera la funzione misurante f : R3 → R,

f =
1

100
[100(x− 0, 01)2 + (y − 0, 01)2 + 11(z − 0, 01)2].

Si è arrivati a scegliere questa funzione per variare il meno possibile il valore
assoluto |x| e, allo stesso tempo, risolvere i problemi precedentemente ana-
lizzati. Dapprima è stata considerata la funzione x2, che risolveva i problemi

25
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di non derivabilità del valore assoluto, ma non permetteva di isolare i punti
critici. Sono state quindi aggiunte le componenti in y e z fino ad ottenere
la funzione x2 + 1

100
y2 + 11

100
z2. Ponendo x2 + 1

100
y2 + 11

100
z2 = k, con k ∈ R,

k > 0, si ha, per i vari livelli di k un ellissoide con i tre semiassi diversi
per evitare di avere intere cironferenze di punti critici. Infine, si è scelto di
traslare il centro di tale ellissoide in tutte e tre le componenti per evitare che
si presentassero coppie di punti critici per uno stesso valore della funzione,
come succedeva precedentemente a causa della simmetria della funzione.

Si vede ora il comportamento della funzione di taglia rispetto alla funzio-
ne f sulla sfera, facendo variare la funzione misurante dal valore iniziale 0.
Per f = 0 si ha il punto (0, 01; 0, 01; 0, 01) contenuto all’interno della sfera.
Facendo aumentare il valore di f , si ha un ellissoide che cresce all’interno
della sfera.
Il primo punto critico si ha quando f vale 0, 00979902: per tale valore, infatti,
l’ellissoide interseca la superficie della sfera nel punto (0, 01; 0, 99989999; 0, 01)

e si crea una prima componente connessa per S〈f ≤ y〉.
La funzione di taglia l(S,f)(x, y), pertanto, assume sempre il valore 0 finché si
ha y < 0, 00979902 e la retta d’angolo si ha per x = 0, 00979902.
Una seconda componente connessa si forma, quando f = 0, 01019898, nel
punto (0, 01;−0, 99989999; 0, 01); entrambe le componenti si allargano sulla
superficie della sfera all’aumentare del valore della funzione misurante f .
Quando si arriva ad f = 0, 10778922 le due componenti connesse si congiun-
gono nel punto (0, 01; 0, 01; 0, 99989999); da questo momento in avanti si ha
una sola componente connessa. La figura 4.1 permette di vedere un’immagi-
ne della situazione per questo valore della funzione misurante.

Aumentando ancora il valore della funzione misurante variano i gruppi
di omologia H1(S〈f ≤ y〉) e H2(S〈f ≤ y〉), che inizialmente sono entrambi
isomorfi a {0}.
Quando y = 0, 11218878 le due estremità della componente connessa di
S〈f ≤ y〉 si congiungono nel punto (0, 01; 0, 01;−0, 99989999). Si forma così
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Figura 4.1: Immagine della sfera e dell’ellissoide per f = 0, 10778922.

un buco, e si ha che H1(S〈f ≤ y〉) ' Z.
Quando poi y = 0, 97990199, si ha nuovamente H1(S〈f ≤ y〉) ' {0}, poiché
la componente connessa ha toccato il punto (0, 99989999; 0, 01; 0, 01) chiuden-
do il buco precedentemente formatosi e da questo momento in poi il gruppo
H1(S〈f ≤ y〉) non varia più. Si può vedere, in figura 4.2, la situazione quando
f è di poco inferiore a 0, 97990199.

Figura 4.2: Immagine della sfera e dell’ellissoide per f di poco in-
feriore a 0, 97990199. La parte in giallo è un intorno del punto
(0, 99989999; 0, 01; 0, 01) della sfera, dove si chiuderà il buco.
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Infine, per y ≥ 1, 01989799, si ha H2(S〈f ≤ y〉) ' Z poiché la sfera è
tutta contenuta all’interno dell’ellissoide.
Si traccia quindi il grafico della funzione di taglia l(S,f)(x, y), che si può vedere
in figura 4.3.

Figura 4.3: Funzione di taglia unidimensionale associata alla coppia di taglia
(S, f). Si osserva che la seconda componente conessa si crea a poca distanza
dalla prima ed è difficile distinguere le linee che si riferiscono a tali valori nel
grafico della funzione di taglia.

Si riassumono i comportamenti dei gruppi di omologia di grado 1 e 2:

H1(S〈f ≤ y〉)
0 ≤ y < 0, 11218878 H1(S〈f ≤ y〉) ' {0}

0, 11218878 ≤ y < 0, 97990199 H1(S〈f ≤ y〉) ' Z
y ≥ 0, 97990199 H1(S〈f ≤ y〉) ' {0}
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H2(S〈f ≤ y〉)
0 ≤ y < 1, 01989799 H2(S〈f ≤ y〉) ' {0}

y ≥ 1, 01989799 H2(S〈f ≤ y〉) ' Z

Si analizza ora il comportamento della funzione misurante f sul cubo.
Quando f = 0 si ha, come nel caso precedente, il punto (0, 01; 0, 01; 0, 01) al-
l’interno del cubo. Facendo crescere il valore della funzione misurante si vede
che la prima intersezione con il cubo si ha nel punto (0, 01; 1; 0, 01) quando
f = 0, 009801; per y = 0, 009801 quindi, si crea una prima componente con-
nessa di C〈f ≤ y〉.
Aumentando il valore di f si creano altre tre componenti connesse, tutte su
facce diverse del cubo e per valori diversi della funzione misurante, come si
vede dalla tabella seguente:

Valore di f Nuovo punto d’intersezione

f = 0, 009801 (0, 01; 1; 0, 01)

f = 0, 010201 (0, 01;−1; 0, 01)

f = 0, 107811 (0, 01; 0, 01; 1)

f = 0, 112211 (0, 01; 0, 01;−1)

Facendo crescere ancora il valore della funzione misurante, le quattro
componenti connesse si ingrandiscono sulle facce del cubo. Quando si ha
f = 0, 117612 la prima e la terza componente connessa si congiungono, su
uno spigolo del cubo, nel punto di coordinate (0, 01; 1; 1). Si può vedere la
situazione per questo valore di f in figura 4.4.

Una situazione analoga si crea quando f = 0, 118012 e per f = 0, 122012:
nel primo caso si congiungono la seconda e la terza componente connessa
nel punto (0, 01;−1; 1) e nel secondo caso si uniscono la prima e la quarta
componente connessa nel punto (0, 01; 1;−1).
Si è arrivati, quindi, ad avere una sola componente connessa.
Le due estremità di tale componente connessa si incontrano, quando
f = 0, 124311, nel punto (0, 01;−1;−1). Quando y prende questo valore si
forma un buco e il gruppo di omologia H1(C〈f ≤ y〉), inizialmente isomorfo
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Figura 4.4: Immagine del cubo e dell’ellissoide per f = 0, 117612. Si noti il
punto di contatto delle due componenti connesse in (0, 01; 1; 1).

a {0}, diventa isomorfo a Z. Si vede un’immagine dal basso, in figura 4.5
del cubo e dell’ellissoide quando f ha un valore di poco maggiore di 0, 124311.

Quando poi la funzione misurante assume il valore 0, 9801, si crea una
seconda componente connessa nel punto (1; 0, 01; 0, 01). Aumentando il va-
lore della funzione f tale componente connessa cresce sulla faccia del cubo
e si congiunge con la componente connessa iniziale nel punto (1; 1; 0, 01) per
f = 0, 989901.
Facendo crescere ancora la funzione misurante, la seconda componente con-
nessa si congiunge con la prima anche nel punto (1;−1; 0, 01) per f = 0, 9922,
formando così un altro buco. Si ha quindi che H1(C〈f ≤ y〉) ' Z ⊕ Z per
y = 0, 9922. Si ha un’immagine di questa situazione in figura 4.6.
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Figura 4.5: Immagine del cubo e dell’ellissoide per f di poco maggiore di
0, 124311.

Allo stesso modo, per f = 1, 0201 si crea una componente connessa nel
punto (−1; 0, 01; 0, 01) che si collega all’altra quando f = 1, 029901 nel punto
(−1; 1; 0, 01).
Quando poi f = 1, 030301 la componente connessa si congiunge anche nel
punto (−1;−1; 0, 01) e si ha che H1(C〈f ≤ y〉) ' Z ⊕ Z ⊕ Z quando
y = 1, 030301.
Al crescere della funzione f non varia più il numero delle componenti connes-
se, ma solo i gruppi di omologia H1(C〈f ≤ y〉) e H2(C〈f ≤ y〉). Ogni volta
che due estremità della componente connessa si congiungono su uno spigolo
del cubo si crea un nuovo buco e ogni volta che l’ellissoide arriva a toccare un
vertice del cubo si chiude un buco. Si può quindi vedere il comportamento



4.1 Variazione analizzata 4. Modifiche alla costruzione iniziale

Figura 4.6: Immagine del cubo e dell’ellissoide per f = 0, 9922.

del gruppo H1(C〈f ≤ y〉) nella tabella seguente:

Valore di y Punto critico Gruppo H1(C〈f ≤ y〉)
y = 1, 087911 (1; 0, 01; 1) H1 '

⊕
4 Z

y = 1, 092311 (1; 0, 01;−1) H1 '
⊕

5 Z
y = 1, 097712 (1; 1; 1) H1 '

⊕
4 Z

y = 1, 098112 (1;−1; 1) H1 '
⊕

3 Z
y = 1, 102112 (1; 1;−1) H1 ' Z⊕ Z
y = 1, 102512 (1;−1;−1) H1 ' Z
y = 1, 127911 (−1; 0, 01; 1) H1 ' Z⊕ Z
y = 1, 132311 (−1; 0, 01;−1) H1 '

⊕
3 Z

y = 1, 137712 (−1; 1; 1) H1 ' Z⊕ Z
y = 1, 138112 (−1;−1; 1) H1 ' Z
y ≥ 1, 142112 (−1; 1;−1) H1 ' {0}
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Il gruppo di omologia H2(C〈f ≤ y〉), inizialmente isomorfo a {0}, diventa
isomorfo a Z quando y = 1, 142512, cioè quando il cubo è tutto contenuto
all’interno dell’ellissoide. In seguito non si hanno più variazioni.
Si può quindi vedere, nelle figure 4.7 e 4.8, il grafico della funzione di taglia
l(C,f)(x, y).

Figura 4.7: Grafico della funzione di taglia unidimensionale associata alla
coppia di taglia (C, f). Il grafico è stato colorato per evidenziare meglio le
regioni in cui si hanno valori diversi per la funzione di taglia: il blu quando
si hanno 2 componenti connesse, il giallo quando se ne hanno 3 e il rosso
quando se ne hanno 4. La circonferenza tratteggiata serve per confrontare
questo grafico con il suo ingrandimento in figura 4.8.
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Figura 4.8: Ingrandimento di una parte del grafico della funzione di taglia in
figura 4.7. I colori sono assegnati per distinguere i vari valori assunti dalla
funzione come nel caso precedente.

Confrontando i due grafici in figura 4.7 e 4.8, si vede che la funzione di
taglia unidimensionale associata alla funzione misurante f permette già di
distinguere le due varietà, anche se le differenze sono lievi. D’altra parte, se
si considera anche il primo gruppo di omologia si riescono a differenziare in
maniera molto forte il cubo e la sfera.

4.2 Altra possibilità

Si vogliono ora considerare altre funzioni misuranti, cercandone una per cui
la funzione di taglia unidimensionale ad essa associata non permetta di di-
stinguere il cubo e la sfera, mentre con la funzione di taglia bidimensionale
si ottenga una distinzione qualitativa delle due varietà. Si cerca inoltre, per
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quanto possibile, di considerare funzioni che si avvicinino al valore assoluto,
che ha un comportamento molto simile a quello desiderato.

Si considera ora la funzione misurante g = x2 +2x+2y + z, facendola va-
riare su R. Questa può essere rappresentata con un cilindro parabolico, cioè
una superficie con sezioni paraboliche nei piani (x, y), con asse inclinato nel
piano (y, z) e non simmetrica rispetto al piano x = 0. Queste caratteristiche
permettono di evitare che si presentino più punti critici per uno stesso valore
della funzione a causa della simmetria degli oggetti considerati.
Il comportamento della funzione di taglia unidimensionale associata alla fun-
zione g rispetto al cubo e alla sfera è molto simile: in entrambi i casi si genera
una componente connessa quando il cilindro parabolico tocca l’oggetto in un
primo punto e la situazione non varia al crescere del valore della funzione.
L’unica differenza deriva dal valore di g in cui si genera tale componente con-
nessa. Analogamente, anche i gruppi di omologia di grado 1 e 2 non danno
informazioni che differenzino in modo efficace i due oggetti: il primo gruppo
di omologia è sempre isomorfo a {0} in entrambi i casi, mentre il secondo
diventa isomorfo a Z sia per il cubo che per la sfera quando il cilindro si
stacca dall’ultimo punto dell’oggetto considerato, cosa che accade per due
valori diversi della funzione g.
Per studiare il caso bidimensionale si considerano le funzioni
g1 = x2 + 2x + 2y + z e g2 = 2x + y2 − 2y + z, dove g2 ha caratteristiche
analoghe a quelle di g1.
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Capitolo 5

Conclusioni

Lo studio effettuato, spiegato nel capitolo precedente, non ha permesso di
trovare una funzione misurante con punti critici e valori critici distinti che
non dia una distinzione valida nel caso unidimensionale, ma la fornisca in
quello multidimensionale.
La funzione f = 1

100
[100(x − 0, 01)2 + (y − 0, 01)2 + 11(z − 0, 01)2], infatti,

dà buone informazioni per distinguere le varietà S e C utilizzando solamente
funzioni di taglia unidimensionali. Nel secondo caso, invece, si è visto che le
funzioni di taglia unidimensionali danno una distinzione solamente quantita-
tiva delle due varietà.
Questa differenza, probabilmente, deriva dalle diverse modifiche apportate
alla funzione |x| per ottenere le funzioni f e g. Nel primo caso, infatti, so-
no state apportate modifiche rilevanti in tutte e tre le componenti x, y e z,
soprattutto per poter isolare i punti critici e i valori critici. La funzione g,
invece, ha un comportamento più vicino al valore assoluto di x, anche perché
le variabili y e z compaiono solo linearmente.
Resta quindi aperto il problema di trovare una funzione misurante che non
dia informazioni sufficienti per distinguere le varietà S e C nel caso unidi-
mensionale, ma che permetta la distinzione nel caso multidimensionale.

Altri casi da studiare possono essere quelli in cui si prendono, come com-
ponenti della funzione di taglia multidimensionale, due funzioni unidimen-
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sionali completamente diverse, come ad esempio la funzione g1 e la funzione
distanza dall’origine opportunamente odificata (in quanto non ha valori cri-
tici isolati sulle due varietà).
Un’altra possibilità, infine, è data dall’utilizzare funzioni che non siano cen-
trate in un punto interno alle varietà (com’era per la funzione f), ma in un
punto esterno.
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