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Dieses Dokument enthilt die Zusammenfassung der Vorlesungen und die Aufgabenblitter fiir den Kurs
“Funktionentheorie”, der von Andrea Petracci im Sommersemester 2020 an der Freien Universitét Berlin gehal-
ten wird.

EINLEITENDER LEHRPLAN

Die Voraussetzungen sind Linear Algebra I+II und Analysis I4+II. Die Studenten miissen den Begriff von
Gruppe und von Topologischem Raum kennen. Die folgenden Themata werden angegangen werden.

(1) Komplexe Zahlen, Exponentialfunktion, Komplexer Logarithmus. Holomorphe oder komplex differen-
ziarbare Funktionen (in einer Variablen), Cauchy—Riemannsche partielle Differentialgleichungen. Forma-
le Potenzreihen, konvergente Potenzreihen, analytische Funktionen einer Variablen. [Car95, I], [Lan93|
LI1], [FBOG, 1]

(2) Einfithrung in die Homotopietheorie: homotope Abbildungen, Homotopiedquivalenz, Deformationsre-
trakte, Homotopie von Wegen, Fundamentalgruppe. [Man15l §10-12], [Hat02, §1], [J405, §5, 9.5]

(3) 1-Formen auf offenen Teilmengen vom R™: Integration, geschlossene und exakte Formen, eine elementare
Formulierung des Satzes von de Rham. [for]

(4) 1-Formen auf offenen Teilmengen vom C, Lemma von Goursat, Cauchyscher Integralsatz. Jede holo-
morphe Funktion ist analytisch. Cauchysche Ungleichungen. Satz von Liouville. Laurentzerlegung und
Singularitéten analytischer Funktionen. Residuensatz, Satz von Rouché und Berechnung von Integralen
mit Hilfe des Residuensatzes. [Car95l ILIII], [Lan93, II1,VI], [FB06] II-IIT]

Die Grundlagen von Topologie kénnen in [J405, §1] oder in [Manl5l §1-4, 6] gefunden werden. Fiir (1) und
(4) werde ich vorwiegend den Biichern [Car95l [Lan93l [FB0G] folgen, aber diese Themata kénnen in jedem
Buch iiber Funktionentheorie (z.B. [RKG13|, [BN10, [FL80, [FB09, [Pri03], Nee9T, NeeOll [Wegl2] [JATT]) gefunden
werden; es gibt eine éltere Version von [Car95] auf Franzosisch: [Car61]. Das wunderbare Buch [Hat02] kann
von https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html frei heruntergeladen werden. Das Thema (3)
ist irgendwie zwischen Analysis und Differentialgeometrie; leider kenne ich keine sorgfiltige Referenz, weil alle
Biicher von Differentialgeometrie zu schwierig sind; aber ich habe das Skript [for] geschrieben, das von https:
//userpage.fu-berlin.de/petracci/2019Complex/Forms.pdf| heruntergeladen werden kann.

VORLESUNGEN

(1) 20. April 2020. Einfithrung in den Kurs. Komplexe Zahlen, Exponentialfunktion, Polardarstellung, com-
plexer Logarithmus, Wurzeln einer komplexen Zahl, Wurzeln der identischen Abbildung [FB06, I1.1] [Lan93l
I1.1-4]. Topologische Réume, metrische Réume, normierte Rdume, Hausdorffraiume, Zusammenhang, offene
Uberdeckungen, Kompaktheit, Folgen in metrischen Réumen, Funktionenfolgen und Funktionenreihen. [JA05,
81, §2.1-4] [Manibl §3, 4.1-4, 6.2-4] [FB0G, 1.2-3].

(2) 27. April 2020. Holomorphe Funktionen, Cauchy—Riemannsche Differentialgleichungen, biholomorphie
Abbildungen [FB06, 1.4-5] [Car95l I1.2.1-2] [Lan93| I, §5-6]. Formale Potenzreihen [Car93, 1.1.1-3,5-6] [Lan93,
11, §1]. Konvergente Potenzreihen [Car95 1.2.1-3] [FB0G, I11.2] [Lan93| 11.2].

(3) 4. Mai 2020. Konvergente Potenzreihen, Analytische Funktionen und Eindeutigkeit der analytischen
Fortsetzung [Car95| 1.2.4,7,8, 1.4.1-4] [FB0G, I11.2-3] [Lan93, I1.3-5]. Wegen in topologischen Rdumen [Man15l,
4.1] [Hat02l, p.25-26]. Homotope Abbildungen und homotopieiiquivalenzen [Hat02) p.1-4] [Manl5l, 10.2-3] [JA05,
5.1-3).
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(4) 11. Mai 2020. Fundamentalgruppe [Manl5, 11.1-3] [Hat02, p.21-28]. Umlaufzahl. 1-Formen auf einer
offenen Teilmenge des R™ [for].

(5) 18. Mai 2020. 1-Formen auf einer offenen Teilmenge des R™: zweiter Teil [for]. 1-Formen auf einer offenen
Teilmenge des C [Car95] I1.1, 11.2.1-3] [FBO0G, II.1-2]. Lemma von Goursat [Car95) I1.2.4] [EB06, 11.2.5].

(6) 25. Mai 2020. Cauchyische Integralformel, Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen, Satz von
Morera, Cauchyische Abschitzung fiir die Taylorkoeffizienten, Satz von Liouville, Mittelwerteigenschaft, Maxi-
mumprinzip [Car95) 11.2.5-7, I11.1-2] [FBO0G, II].

(7) 8. Juni 2020. Laurententwicklung holomorpher Funktionen auf Kreisringen; Isolierte Singularitéiten:
hebbar, Pol, wesentlich; Meromorphe funktionen [Car95| I11.4] [EB06, I1I.4-5].

(8) 15. Juni 2020. Residuensatz; berechnung von Integral mit Hilfe des Residuensatzes; Satz von Rouché
[Car95l 5.2-4, 6] [FB06, I11.6-7].

(9) 22. Juni 2020. Satz von der Umkehrabbildung fiir holomorphe Funktionen, lokale Biholomorphismen,
lokales Verhalten der nicht konstanten holomorphen Funktionen, Gebietstreue (Satz von der offenen Abbildung)
[Car95l VI.1.1-4] [FBOG, II1.3]. Wann ist eine holomorphe Funktion die Ableitung einer holomorphen Funktion?
Wann hat eine holomorphe Funktion einen Logarithmus? Wann hat eine holomorphe Funktion eine Wurzel?

(10) 29. Juni 2020. Topologische Mannigfaltigkeiten [ManlI5l 7.4]. Riemannsche Flichen, Riemannsche
Zahlenkugel, holomorphe Abbildungen zwischen Riemannschen Flichen [Car95, I11.5.1, VI.4.1-3] [Erelll I.1].
Projektive Rdume, die Karte auf der projektiven Geraden, Projektivititen [FFP16, 1.2].

(11) 6. Juli 2020. Mobiustransformationen [Lan93, VIIL.5]. Eigenschaften holomorpher Abbildungen zwi-
schen Riemannschen Flichen [Erelll I.1] [Car95, VI.4.4-5]. Geschlecht einer kompakten zusammenhéngenden
Riemannschen Fléche.
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Funktionentheorie — 1. Aufgabenblatt
abzugeben am 27. April 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 1.1. a) Man stelle die komplexen Zahlen —% + fz 1+, v/3+1i in der Polarkoordinatendarstellung
dar.

b) Man stelle die komplexen Zahlen (1 +1i)/(1 — i), (14 14)'% in der Form x + iy mit z,y € R dar.

¢) Seien ¢ = *™/% und a = ¢ + ¢. Man zeige die Gleichungen o = (v/5 — 1)/2 und cos(27/5) = (v/5 — 1) /4.

Aufgabe 1.2. Man zeichne die folgenden Teilmengen von C und sage, ob sie offen, abgeschlossen, beschrankt,
zusammenhéngend, kompakt sind.

A={z€C|Imz>0}

B={z€C|Rez>0}

C={zeC|0<|z| <1}

D={ze€C||Rez|+ [Imz| <1}

E={zecCl|lz—i] <1}

F={zcC||lz—-1]=|z+1]}

G={zeC||z—1>|z—-1]}

H={z€CJ[z]> > |z[}

I={zeC|e* =i}
J:{ZGC\{—I}’

1
Z+1‘<1}

Aufgabe 1.3. a) Sei (X, d) ein metrische Raum. Man zeige, dass fiir jedes 29 € X und r > 0 die Kugel B, (z¢)
eine offene Teilmenge von X ist.

b) Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume und sei f: X — Y eine Abbildung. Sei (r,)nen eine
Folge von positiven reellen Zahlen mit inf,, r, = 0. Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist stetig,

(il) Vg € X,Ve > 0,35 > 0: Vo € Bs(xo), f(z) € Be(f(x0)),
(iii) Vzo € X,Ve > 0,35 > 0: Bs(zo) C f~H(B:(f(20)))
(iv) Vo € X,Vn € N,30 > 0: Bs(zo) C f~1(B,, (f(xo)

v) Vao € X,Ve > 0, ist die Menge f~ ( -(f(x0))) offen in X,
(vi) YU C Y offen, ist f~*(U) offen in X,
(vii) YO CY abgeschlossen, ist f~1(C) abgeschlossen in X.

Aufgabe 1.4. (a) Der complexe Korper C ist ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit Basis {1,4}. Sei o =
a+1ib € C mit a,b € R. Die Multiplikationsabbildung m,: C — C, z — « - z ist ein R-linearer Endomorphismus
von C. Man bestimme die zu m, und zu der Basis {1,4} gehorige Abbildungsmatrix (Darstellungsmatrix). Was
ist ihre Determinante; lésst sich diese direkt durch a ausdriicken? Und ihre Spur?

(b) Sei R? mit dem Standardskalarprodukt ausgestattet. Sei A € GLa(R) (d.h. A ist eine reelle 2 x 2-Matrix
mit det A # 0) und sei L4: R? — R? die zu A gehérige Linearabbildung: Vv € R, La(v) = Av. Man zeige,
dass die folgenden Séatze dquivalent sind.

(i) La erhilt die Winkel, d.h. fiir alle vy, vy € R? \ {0} ist der nicht-orientierte Winkel zwischen Av; und
Awsg gleich zum nicht-orientierten Winkel zwischen v, und vs.

(ii) L4 erhilt die Senkrechtigkeit (Orthogonlitit), d.h., jedes Mal wenn v; € R? orthogonal zu vy € R? ist,
dann ist Av; orthogonal zu Av,.

(iii) Aey ist orthogonal zu Aes und A(e; —eq) ist orthogonal zu A(e; + e3), wobei {e1, ea} die Standardbasis

von R? ist.

(iv) Es gibt a,b € R mit a? + b? # 0, fiir die

entweder A= (Z _ab> oder A= (Z _ba> gilt.

(c) Indem man C mit R? mit der Basis {1,i} gleichtsetzt, zeige man, dass fiir jede o € C . {0} die Multipli-
kationsabbildung m,, die Winkel erhélt.

Aufgabe 1.5. Sei A := {% |neZ,n> 1} C R. Man entscheide, ob jeder von den folgenden Sétze richtig oder
falsch ist, und gebe eine knappe Erklarung.
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a) A ist abgeschlossen in [0, 1].
b) A ist abgeschlossen in (0, 1].
c) A ist offen in AU {0}.
d) A ist abgeschlossen in AU {0}.
e) AU {0} ist kompakt.
f) A ist diskret.
g) QN [0,1] ist kompakt.
h) Die Abbildung f: AU {0} — R, die durch
2 1

T wenn r = - mit n € Z, n > 1, n gerade,
f(z) =< sinz wenn x = % mit n € Z, n > 1, n ungerade,
0 wenn x = 0.

definiert ist, ist stetig.
i) Sei B = f(A) C R, wobei f die oben erwihnte Abbildung ist. Die Abbildung g: AU {0} — B, fiir die

Ve € AU{0}, g(z) = f(z) gilt, ist stetig. [Hier hitte B durch B = f(AU{0}) definiert werden kénnen.]
j) Die Abbildung h: A — R, die durch

h(z) n8 Wennx:%mitnGZ,nZl,ngerade,
xTr) =

-z wenn r = % mit n € Z, n > 1, n ungerade.
definiert ist, ist stetig.
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Funktionentheorie — 2. Aufgabenblatt
abzugeben am 4. Mai 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 2.1. Fiir jede von den folgenden Abbilundungen f: C = R? — C = R? bestimme man die groBte
Teilmenge A C C, sodass f in jedem Punkt von A holomorph ist, und man bestimme die Ableitung von f in
jedem Punkt von A.

a) e* b) 2%y + izy? c) 2% — 3xy?® + (32%y — P)i
d) 3z e) |z — 2z

Aufgabe 2.2. Sei U C C eine offene Teilmenge und sei f: U — C eine holomorphe Abbildung.
a) Sei V' C C eine offene Teilmenge. Wenn f(U) C V gilt und g: V — C eine holomorphe Abbildung ist,
zeige man, dass die Komposition g o f: U — C holomorph ist, und man bestimme ihre Ableitung.

b) Wenn g: U — C~. {0} eine holomorphe Abbildung ist, zeige man, dass die Abbildung % :U—C,z— ;8

holomorph ist und dass ihre Ableitung % ist.

Aufgabe 2.3. Man betrachte die folgenden offenen Teilmengen von C:
U={z€C|Rez>0} und V=C~{zeR|z <0}

a) Man konstruiere ausdriicklich eine holomorphe Abbildung f: U — C, fiir die Vz € U, e/(*) = 2 gilt.

b) Man konstruiere ausdriicklich eine holomorphe Abbildung f: V — C, fiir die Vz € V, e/(?) = 2 gilt.

c) Sei n € Z mit n > 2. Man konstruiere ausdriicklich eine holomorphe Abbildung ¢g: V' — C, fiir die
Vz eV, g(z)" = z gilt.

d) Man zeige, dass es unendlich viele Abbildungen gibt, die b) erfiillen.

Aufgabe 2.4. a) Sei (F},) die Fibonacci-Folge, d.h. die durch
Fy=0
=1
Fn+1:Fn+Fn71 Vn >1
definierte Folge natiirlicher Zahlen. Man betrachte die Potenzreihe g = -, -, F, 117" € C[T]. Man berechne
das multiplikative Inverse von g in C[T7.
b) Man zeige die Leibnizregel: fiir alle Potenzreihen f,g € C[T] gilt die Gleichung (f-g)' = f'-g+ f-¢ in
C[17.
¢) Man betrachte die folgenden Potenzreihen in C[77]:

—1)» 1"
cosT := g (1) 2" und sinT := E (7)T2"+1.
(2n)! (2n + 1)!
n>0 n>0

Man zeige, dass die Gleichung (cosT)? + (sinT)? = 1 in C[T7] gilt.
d) Seien f, g, h € C[T] drei Potenzreihen mit gh = 1. Man zeige die Gleichung (fh)’ = (f'g— fg')h? in C[T].

Aufgabe 2.5. Man berechne den Konvergenzradius jeder von den folgenden Potenzreihen.

a) =" pn b) Y (0 +2M)T"

n!
n>0 n>0
|
c) T m d) E n"e, T fiir jedes m € N, in Bezug auf den Konvergenzradius R von E c, T
nn n ) n
n>0 n>0 n>0

e) Z nlog nm

n>1
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Funktionentheorie — 3. Aufgabenblatt
abzugeben am 11. Mai 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 3.1.

a) Sei a € C fest. Man betrachte die Abbildung f: C \ {a} — C, die durch f(z) = - definiert ist.
Fiir jedes zg € C \ {a} bestimme man ausdriicklich die Potenzreihenentwicklung von f in zp und man
bestimme ihren Konvergenzradius. Man zeige, dass f analytisch ist.

b) Man betrachte die reelle Zahl ¢ = (14 v/5)/2 und die Abbildung h: By ,,(0) — C, die durch

Vz € By,(0),  h(z) = 17;7722
definiert ist. Man zeige, dass h analytisch ist, und man bestimme die Potenzreihenentwicklung von h in
0. [Hinweis: Betrachten Sie die Fibonacci-Folge (F},), d.h. die durch

Fy=0
Fi=1
Fn-‘rl:Fn"'Fn—l Vn > 1.

definierte Folge natiirlicher Zahlen. Sie kénnen annehmen, dass die Gleichung lim,, 1 F};:l = @ gilt,
d.h. Sie miissen diese nicht beweisen.| '

c) SeiNt={neZ|n>1}={1,2,3,...}. Gibt es eine analytische Abbildung f: C — C, sodass f(i) =1i
und fiir jedes n € N* die Gleichung f (%) = 7713 gilt? Wenn ja, konstruieren Sie diese explizit. Wenn
nein, beweisen Sie, dass diese nicht existieren kann.

Definition. Sei A C R eine offene Teilmenge. Eine Abbildung ¢: A — R heifit reell analytisch, wenn es fiir jeden
Punkt z¢ € A eine reelle Zahl ¢ > 0 und eine formale Potenzreihe }° - a,T" € R[T] mit reellen Koeffizienten
gibt, sodass:
o der Konvergenzradius von ) -, a,T™ ist > ¢,
o (xg—eg,x0+¢) C A, -
+oo

o Vo€ (vg—c,m0+¢), px) =" an(x —1x0)".

Aufgabe 3.2.

a) Sei U C C eine offene Teilmenge und sei f: U — C eine analytische Abbildung mit f(UNR) C R. Man
zeige, dass die Potenzreihenentwicklung von f in jedem Punkt xg € U N R reelle Koeffizienten hat und
dass die Abbildung f|ynr: U NR — R reell analytisch ist.

b) Sei A C R eine offene Teilmenge und sei ¢: A — R eine reell analytische Abbildung. Man zeige, dass
es eine offene Teilmenge U C C und eine analytische Abbildung f: U — C gibt, sodass U NR = A und
fla = ¢ gelten.

Aufgabe 3.3.

a) Sei X ein topologischer Raum. Betrachten Sie die folgenden Aussagen:
(i) X ist zusammenziehbar;
(ii) die identische Abbildung idy : X — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung X — X;
(iii) es gibt einen Punkt z¢ € X, sodass die Menge {x¢} ein Deformationsretrakt von X ist.
Man zeige die folgenden Implikationen: (i)<(ii) und (i)<=(iii). (Leider gibt es seltsame topologische
RéAume, die zusammenziehbar sind und in denen es keinen Punkt gibt, der ein Deformationsretrakt ist
[Hat02, Chapter 0, Exercises 6 and 7].)
b) Sei X C R™ versehen mit der Teilraumtopologie. Betrachten Sie die folgenden Aussagen:
(iv) X ist sternformig, d.h. es gibt einen Punkt g € X, sodass fiir jedes € X die Strecke zwischen
zo und z eine Teilmenge von X ist;
(v) X ist konvez, d.h. fiir je zwei Punkte z,y € X ist die Strecke zwischen x und y eine Teilmenge von
X.
Man zeige die folgenden Implikationen: (iii)<=(iv)<(v). Durch zwei Gegenbeispiele im R? zeige man,
dass diese zwei Implikationen keine Aquivalenzen sind; skizzerien Sie Thre Gegenbeispiele.

Aufgabe 3.4. Man betrachte das ,Sans Serif“ grofigeschriebene Alphabet.
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ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Jeder Buchstabe ist ein kompakter zusammenhingender Teilraum vom R2, der eine endliche Vereinigung von
C* Kurven ist.
a) Welche Buchstaben sind homdomorph? Man zeige die Partition des Alphabetes in Homdomorphismusklassen.
b) Welche Buchstaben sind homotopiedquivalent? Man zeige die Partition des Alphabetes in Homoto-
piediquivalenzklassen.

In dieser Aufgabe werden keine Beweise verlangt. Es geniigt, das Ergebnis anzugeben.

Aufgabe 3.5.

a) Man konstruiere explizit einen Homéomorphismus zwischen C* = C \ {0} und R x S1.

b) Seien 0 < k < n ganzen Zahlen und sei A ein k-dimensionaler affiner Teilraum vom R™. Man zeige, dass
R™ \. A homotopiesiquivalent zu der Sphiire S™*~1 ist.

¢) Machen Sie eine Zeichnung, um mich und Sie selbst zu tiberzeugen, dass {z € C | (|z—1|—1)(]z+1|—-1) =
0} ein Deformationsretrakt von C ~ {1,—1} ist.

d) Seien X,Y,Z drei topologische Riume und sei A C X eine Teilmenge. Man betrachten vier stetige
Abbildungen fo: X =Y, fi: X - Y, g0: Y - Zund g;: Y — Z. Wenn fy, f1 homotop relativ zu A
sind und g¢g, g1 homotop relativ zu fy(A) sind, dann zeige man, dass go o fo und g; o f; homotop relativ
zu A sind.
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Funktionentheorie — 4. Aufgabenblatt
abzugeben am 18. Mai 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 4.1. Zeigen Sie, dass es keine stetige Abbildung f: C* — C gibt, sodass fiir jedes z € C* die Gleichung
ef?) = 7 gilt. [Ratschlag: benutzen Sie die Funktorialitit der Fundamentalgruppe.]

Aufgabe 4.2. Sein € Z ~ {—1,0, 1} fest. Zeigen Sie, dass es keine stetige Abbildung g: C* — C* gibt, sodass
fiir jedes z € C* die Gleichung g(z)" = z gilt.

Aufgabe 4.3. Betrachten Sie die Zeichnung am Ende der Vorlesung 04.4. In dieser werden fiinf Punkte
Z1,...,25 € C und eine Schleife v in C \ {z1,...,25} dargestellt. Bestimmen Sie die Umlaufzahl W (~, z;)
fiir jedes j =1,...,5.

Aufgabe 4.4. Sei p: (0,+00) — R eine stetige Abbildung. Sei U = R? \ {(0,0)}. Betrachten Sie die folgenden
1-Formen auf U:
_ 2,2 __ Y x
n=p(*+y?) - (zdx+ydy) und w—x2+y2dx+x2+y2dy.

a) Zeigen Sie, dass 7 exakt ist.

b) Zeigen Sie, dass w geschlossen ist.

¢) Zeigen Sie explizit, dass w lokal exakt ist. Genauer, finden Sie eine offene Uberdeckung {Ux}xca von U
und fiir jedes A € A eine Stammfunktion Fy: Uy — R von w|y, .

d) Finden Sie eine Stammfunktion von w entlang des Weges a: [0,47] — U, t + (e’ cost, e’ sint).

e) Finden Sie eine Stammfunktion von w entlang des Weges 3: [0,3] — U, t — (cos(t?),sin(t?)).

Aufgabe 4.5. Fiir jedes @ € C* und fiir jedes § € C sei go3: C — C die Abbildung, die durch Vz €
C, 9a,p(2) = az + [ definiert ist. Man betrachte die Menge G = {g,5 | @ € C*, § € C}. Man betrachte die
folgenden Teilmengen von C: A = {t +si|¢,s € [0,1]} und B={z € C||Re z| + [Im z| < 1}.
a) Man zeige, dass G beziiglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe ist.
) Man bestimme alle g € G, fiir die g(B) = B gilt.
) Man bestimme alle g € G, fiir die g(B;(1)) = B;(1) gilt.
) Man bestimme ein g € G, fiir die g(A) = B gilt.
e) Man bestimme alle g € G, fiir die g(4) = {z € C||Rez| <2, |Im z| < 4} gilt.

b
c
d
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Funktionentheorie — 5. Aufgabenblatt
abzugeben am 25. Mai 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 5.1. a) Seien a,b € R mit a < b und sei g: [a,b] — C eine stetige Abbildung. Man definiert

/abg(t)dt = /abu(t)dt +i/abv(t)dt,

wobei u: [a,b] = R und v: [a,b] = R mit g = u + iv. Beweisen Sie die folgende Ungleichung;:

éZ@Mtglﬂmmw.

b) Sei U C C eine offene Teilmenge und sei f: U — C eine stetige Abbildung. Zeigen Sie die Gleichung

b
/jww=/fmwwmm

unter der Annahme, dass v: [a,b] — U ein stiickweise C''-Weg in U ist.
¢) Sei U C C eine offene Teilmenge und sei f: U — C eine stetige Abbildung. Wenn ~v: [a,b] — U ein
stiickweise C''-Weg in U ist, zeigen Sie die Ungleichung

/A/f(z)dz

wobei L(7) := f; |7/(t)|dt die Linge von # ist.

< L(v) -
< L(v) Wr(r[lgzc])\fl,

Aufgabe 5.2. a) Seien m € Z und r € Ry fest. Betrachten Sie die Schleife v: [0,27] — C*, die fiir jedes
t € [0,27] durch 7(t) = re* definiert ist. Bestimmen Sie das Integral [ 2"dz.

b) Seien ein Punkt zy € C und eine Schleife v in C \ {z¢} fest. Sei W (v, z9) € Z die Umlaufzahl von ~ in
Bezug auf zy. Beweisen Sie, dass die folgende Gleichung gilt:

1 d
W (7, 20) / :
:

2mi J, 2 — 2y

Aufgabe 5.3. Betrachten Sie die folgenden offenen Teilmengen vom C:
U=C~{i-i},
V=C~{iy|lyeR, -1<y<1},

A=C~{iy|lyeR, y<1}.
Fiir alle a,b € C betrachten Sie die 1-Form w = Zfill’ dz auf U.
i) Fiir welche a,b € C ist die Form w|4 exakt auf A?
ii) Fiir welche a,b € C ist die Form w|y exakt auf U?
iii) Fiir welche a,b € C ist die Form w|y exakt auf V7

[Hinweis: finden Sie ¢,d € C, sodass Zngl’ =;5+ -4 und benutzen Sie Aufgabe 5.2b.]

Aufgabe 5.4. In dieser Aufgabe sollen Sie so tun, als ob Sie keinen Wert jeder Stammfunktion der reellen
Funktion x +— IQ—lﬂ kennen wiirden. Mit anderen Worten diirfen Sie die Werte der Funktion arctan und die
Gleichung lim, 4o arctan(z) = 75 nicht benutzen.
Fiir jede reelle Zahl r > 0 betrachten Sie die folgenden zwei Wegen in C:
ay: [-rr] =R t—t,
Br:[0,71] = C t s reit.
Betrachten Sie die 1-Form
dz

w=——-

22 +1

auf C \ {&£i}.
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a) Fiir jedes r € (0,1) U (1, 400), bestimmen Sie das Integral

| e
arxfy

[Hinweis: finden Sie a,b € C, sodass w = -*5dz + —b_dz und benutzen Sie Aufgabe 5.2b.]

z+1
b) Zeigen Sie, dass fiir jedes r > 1

< T
wl<
T rr—-1

/+°° dz .
= lim w.

2
oo XEH1 rotoo f

gilt.
¢) Bestimmen Sie

Aufgabe 5.5. Sei U C C* eine zusammenhéngende offene Teilmenge. Betrachten Sie die Inklusionsabbildung
i: U< C*. Seienn € Z~ {—1,0,1} und 2y € U fest. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

1) Es gibt eine holomorphe Abbildung f: U — C, sodass Vz € U ef(*) = 2 gilt.

2) Es gibt eine stetige Abbildung f: U — C, sodass Vz € U ef(*) = 2 gilt.

3) m1(4,20): (U, z0) = m1(C*, 2z9) ist der Nullhomomorphismus.

4) Die 1-Form 4 ist exakt auf U.

5) Es gibt eine holomorphe Abbildung ¢g: U — C*, sodass Vz € U g(z)" = z gilt.

6) Es gibt eine stetige Abbildung g: U — C*, sodass Vz € U g(z)" = z gilt.

7) Die Bildmenge des Homomorphismus 7 (4, z9): 71(U, z0) — m1(C*, z0) ist in der Untergruppe {[v]" |
[v] € m1(C*, 29)} von 71 (C*, 29) enthalten.

[Der Beweis der Implikation (7)=-(3) wird nicht verlangt und Sie konnen sie fiir wahr halten. Ich empfehle

Thnen, unter den vielen méglichen Implikationen die Implikationen (3)=-(4) und (4)=(1) zu zeigen.]
Schizzieren Sie eine offene zusammenhéngende Teilmenge U von C*, sodass es einen stetigen Logarithmus

auf U gibt und U nicht einfach zusammenhéngend ist.

(
(
(
(
(
(
(
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Funktionentheorie — 6. Aufgabenblatt
abzugeben am 2. Juni 2019 um 10 Uhr

Aufgabe 6.1. Betrachten Sie die 1-Form
4
MNCEPE
auf C~ {—2}. Fiir jedes r > 0 betrachten Sie das Rechteck R, = {zx+iy € C| |z| <7, |y| < 1} und die Schleife
¥ [0,2] — C, die fiir jedes ¢t € [0,2] durch 7,.(t) = r(cos(27t?) + isin(27t?)) definiert ist. Bestimmen Sie die

Integrale
/ w, / w, und / w
0B,(0) OR, -

fiir jedes r € (0,2) U (2, +00). [Hinweis: betrachten Sie die Potenzreihenentwicklung von e™* in —2.

Aufgabe 6.2. Sei f: C — C eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) Sei p > 0 eine ganze Zahl. Wenn es reelle Zahlen C, R > 0 gibt mit ¥z € C \ Bgr(0) |f(2)| < C|z|?,
dann ist f ein Polynom mit Grad < p.

b) Wenn es C € R gibt, sodass Vz € C Re f(z) > C, dann ist f konstant.

c) Wenn es C' € R gibt, sodass Vz € C Im f(z) < C, dann ist f konstant.

d) Wenn es C € R gibt, sodass Vz € C Im f(z) > C, dann ist f konstant.

e) Wenn sup,cc |f(2)® + 5if(z) — 2| < 400 gilt, dann ist f konstant.

Definition. Sei U C R? eine offene Teilmenge. Eine Abbildung u: U — R heifit harmonisch, wenn sie C? ist
und Awu = 0 auf U gilt, wobei A := % + 0372 der Laplace-Operator ist.

Aufgabe 6.3. Sei U eine offene Teilmenge des R? = C. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
a) Wenn f: U — C holomorph ist, dann sind Re f und Im f harmonisch.
b) Wenn u: U — R harmonisch ist, dann ist die 1-Form _%de + %dy auf U geschlossen.
¢) Wenn u: U — R harmonisch ist und U einfach zusammenhéngend ist, dann gibt es eine harmonische
Abbildung v: U — R, sodass die Abbildung v + iv: U — C holomorph ist.

Geben Sie explizit eine offene Teilmenge U C R? und eine harmonische Abbildung u: U — R an, sodass es keine
holomorphe Abbildung f: U — C mit u = Re f gibt.

Aufgabe 6.4. Sei U eine offene Teilmenge des R? = C. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

d) Jede harmonische Abbildung u: U — R ist C*°.
e) Wenn u: U — R harmonisch ist, dann sind die partiellen Ableitungen % und g—; harmonisch auf U.

)
f) Wenn w: U — R harmonisch ist, dann ist die Abbildung % — ig—Z: U — C holomorph.
g) Wenn u: R? — R harmonisch und nicht konstant ist, dann gilt u(R?) = R.

Aufgabe 6.5. Sei U eine offene zusammenhéngende Teilmenge des C und sei f: U — C eine nicht konstante
holomorphe Abbildung. Seien zg € U und r > 0 mit B,(z9) C U. Wenn fiir jedes z € B,.(zp) die Ungleichung
|f(2)] > |f(%0)] gilt, dann zeige man, dass f(z9) = 0 gilt.
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Funktionentheorie — 7. Aufgabenblatt
abzugeben am 8. Juni 2019 um 10 Uhr

Aufgabe 7.1. Fiir jedes r > 0 betrachte man das Rechteck R, = {z € C | |Rez| < r, |Imz| < 1}. Fiir jedes
r € (0,1)U(1,2) U (2,4+00) bestimme man die Integrale
dz

dz
Il(?") = /6Rr m und IZ(T) = /6R7' m

Definition. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heifit dicht in X, wenn die abgeschlossene
Hiille von Y in X sich mit X deckt.

Aufgabe 7.2. a) Wenn f: C — C ein nicht konstantes Polynom ist, dann zeige man, dass f(C) = C gilt.

b) Man gebe eine nicht konstante Funktion f € O(C) mit f(C) G C an.

¢) Man zeige, dass das Bild einer nicht konstanten ganzen Funktion dicht in C ist.

d) Seien f: C — Cund g: C — C zwei nicht konstante holomorphe Abbildungen. Man zeige, dass gof: C — C
nicht beschréankt ist.

e) Geben Sie explizit eine nicht beschrinkte offene zusammenhéngende Teilmenge U C C und eine beschréinkte
nicht konstante holomorphe Abbildung f: U — C an.

Aufgabe 7.3. Verwenden Sie die Definition harmonischer Funktionen von einer offenen Teilmenge des R? = C
nach R aus dem Aufgabenblatt 6.
a) Zeigen Sie, dass jede harmonische Abbildung die Mittelwerteigenschaft erfiillt. [Benutzen Sie nur Sétze
oder Aufgaben, die Sie in diesem Kurs gesehen haben.]
b) Sei B={z € C||z] <1}, sei B= {z € C||z| <1} die abgeschlossene Hiille von B in C, sei C(B,R)
der R-Vektorraum von allen stetigen Abbildungen von B nach R. Sei g: B~ B = S! — R eine stetige
Abbildung. Betrachten Sie die Menge

X :={ue C(B,R) | u|p ist harmonisch und u|5_p =g} .

Zeigen Sie, dass die Menge X hochstens ein Element hat.

c) Sei U ={2€ C|Imz > 0},sei U ={z € C|Imz > 0} die abgeschlossene Hiille von U in C, sei
C(U,R) der R-Vektorraum von allen stetigen Abbildungen von U nach R. Sei g: U ~ U = R — R eine
stetige Abbildung. Betrachten Sie die Menge

X :={ue C(U,R) | uly ist harmonisch und u|gp = g} .

Wenn X nicht leer ist, dann zeigen Sie, dass X unendlich viele Elemente hat.

Aufgabe 7.4.

a) Sei U eine offene Teilmenge von C, sei h: U — C* eine holomorphe Abbildung und sei + eine stiickweise
C' Schleife in U. Man zeige, dass

1 ()
gilt.

b) Sei U C C eine offene zusammenhiingende Teilmenge, sei zg € U ein Punkt und sei h: U — C* eine
holomorphe Abbildung. Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.
(1) Es gibt eine holomorphe Abbildung f: U — C, sodass Vz € U ef(*) = h(z) gilt.

) Es gibt eine stetige Abbildung f: U — C, sodass Vz € U e/(*) = h(z) gilt.

) Der Gruppenhomomorphismus 7y (h, zo): 71 (U, 29) — 71 (C*, zo) ist null.

) Fiir jede Schleife v in U gilt W(ho+,0) = 0.

5) Die 1-Form %dz ist exakt auf U.

(2
(3
(4
(

Aufgabe 7.5. Man entscheide, ob jeder von den folgenden Sétze wahr oder falsch ist. Wenn er wahr ist, gebe
man einen Beweis an. Wenn er falsch ist, gebe man ein Gegenbeispiel an.
a) Wenn zwei formale Potenzreihen f € C[T] unf g € C[T] den gleichen Konvergenzradius R haben, dann
ist der Konvergenzradius der Summe f + g gleich R.
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b) Wenn f € O(C) mit
f(©)
——————d( =0
/6B2(0) (¢ - n*Qei”)2 ¢

fiir jede ganze Zahl n > 1, dann ist f konstant.
¢) Cund C* sind biholomorph.
d) Cund B;1(0) = {z € C| |z| < 1} sind hombomorph.
e) Cund B1(0) = {z € C| |z| < 1} sind biholomorph.
f) Fiir jede r,r" € (0,400) und fiir jede a,b € C sind B,.(a) und B, (b) biholomorph.
g)
h)

Die 1-Form del ist exakt auf {z € C |0 < |z] < 1}.

Die 1-Form Z‘fl ist exakt auf {z € C |1 < |2]| < 2}.

i) Die 1-Form (2_1721)3 ist exakt auf {z € C |1 < |z]| < 2}.
)

J
0, € R; wann gilt w = exp(z71)7]

Fiir jedes ¢ € (0, +00) gilt {exp (27) ‘ 0 < |z| < e} = C*. [Schreiben Sie w = |w|e!? und z = |z[e'¥ mit
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Funktionentheorie — 8. Aufgabenblatt
abzugeben am 15. Juni 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 8.1. Man betrachte die holomorphe Funktion f: C \ {-1,3} — C, die fiir jedes z € C ~\ {-1,3}
durch
—4
&= e —3)

definiert ist. Man bestimme explizit die Laurentreihenentwicklungen von f in den folgenden Kreisringen:

Ap1(0) ={z€C|0< |z <1},
A1,3(0) = {Z eC ‘ 1< ‘Z| < 3},
A3 +00(0) ={z€C||z| > 3}.

Fiir jedes r € Ry ~\ {1, 3}, bestimme man das Integral
9B,(0)

Aufgabe 8.2. Es gibt eine reelle Zahl € > 0, sodass die folgenden Funktionen auf dem Kreisring {z € C | 0 <
|z| < e} holomorph sind:

1
a) — b) el/?
)= )
e * sin z
c) —— d)
z(z+1) z
1
e) _Z f) zsin()
sin z z
wobei sin z := 2 (e'* —e ™). Fiir jede dieser Funktionen bestimme man die Koeffizienten a,, mit |n| < 2 von ihre

Laurententwicklung auf dem Kreisring {z € C | 0 < |z| < £} und entscheide man, ob 0 eine hebbare Singularitét,
ein Pol oder eine wesentliche Singularitét ist.

Aufgabe 8.3. Sei f: C* — C eine holomorphe Abbildung, sodass fiir jedes z € C*
|F(2)] < 20| + 32|74

gilt. Man zeige, dass f konstant ist.

Aufgabe 8.4. a) Man betrachte die holomorphe Funktion f: C* — C,z — z~!. Man bestimme den Konver-
genzradius der Potenzreihenentwicklung von f in jedem Punkt zo € C*.

b) Man betrachte die holomorphe Funktion f: C* — C, z — % Man bestimme den Konvergenzradius der
Potenzreihenentwicklung von f in jedem Punkt 2z, € C*.

¢) Man betrachte die holomorphe Funktion f: By(1) — C, die fiir jedes z € By (1) durch f(z) = Z2—1+1 gegeben
ist. Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von f in 1.

d) Man betrachte die holomorphe Funktion f: By (i) — C, die fiir jedes z € By (i) durch

eZz + 6722 —92

IC) = 2519

definiert ist. Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung von f in i.

Aufgabe 8.5. Sei n > 2 eine ganze Zahl und sei
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Sei U =

C N\ Ryp. Fiir alle € € (0,1), 7 € (1,+00) und ¢ € (0, §) betrachte man die folgenden Wege in U:

Qe rg: le,7] = U t s fel?
Bero: 9,2 — @] = U t s reit,
Vet 7] = U tis te 19,
Serep: [,2m — @] = U b celt

Sei t(Ye,r,¢) der inverse Weg von e 4. Sei t(0e r,¢) der inverse Weg von 0 r 4.
Sei g: U — C die Abbildung, die fiir jedes r € (0,40c) und 6 € (0,27) durch g(re'?) = {/re'n definiert ist.
Man betrachte die folgende 1-Form auf U:

9() 4.

w:22+1

Man betrachte die reelle positive Zahl

i)
ii)

iii)

iv)

v)

vi)

vii)

viii)

+oo n
I:= / 2\/5 dx.
0 z44+1
Skizzieren Sie die Wege o r.¢, Be,r,¢, Ve,r,¢ UDd dc ¢ in U, fiir € klein, r grofl und ¢ klein.
Zeigen Sie, dass die Abbildung g: U — C wohldefiniert und holomorph ist. [Der Gebrauch der Cauchy—
Riemannschen partiellen Differentialgleichungen in Polarkoordinaten ist verboten.]
Fiir alle € € (0,1), 7 € (1,400) und ¢ € (0, §) zeigen Sie die Gleichung

/ w=m(C~ ).
as,r,(b*ﬁs,r,d)*L(’Ys,r,¢)*L(6£,T,¢)

[Hinweis: schreiben Sie

w= a&dz—&—bﬂdz
z+1 —

mit a,b € C|]
Seien 0 < e < 1 < r fest. Fiir jedes ¢ € (0, ) betrachten Sie die stetige Abbildung

Viel®
f¢.[€,7']—>(c th
und die stetige Abbildung

file,r] = C t— Vi

241
Zeigen Sie
lim su — fl=0.
i, [67713 |fo — [l
Leiten Sie
li t)dt = t)dt
Jim [ g = [ r)
her.

Fiir jedes € € (0,1) und r € (1, 4+00) zeigen Sie
lim w= / 2idt.
»=0% Jao .y e 441
Fiir jedes ¢ € (0,1) und r € (1, +00) zeigen Sie
T n t
Vi dt

li =¢* .
im w C€t2+1

L
=0T S g

Fiir jedes € € (0,1), r € (1,+00) und ¢ € (0, 5) zeigen Sie

/ wﬁ?(w—qﬁ)z ! und / wﬁ?(w—qﬁ)gﬁg.
Be,r,é re—1 S r 1—¢

Fiir jedes € € (0,1) und r € (1, 400) zeigen Sie, dass die Grenzwerte

lim w und lim w

¢_>0+ ﬁs,r.d) ¢_>0+ 65,T‘,¢

existieren.



ix) Fiir jedes ¢ € R\ (1 + 2Z)F betrachten Sie die komplexe Zahl w = e!¥ und zeigen Sie die folgenden
Gleichungen:

1 1 sin @ | w 1
——==-11- i und = .
14+w2 2 CoS ¥ 14+ w2  2cosp
x) Nehmen Sie den Grenzwert der Gleichung in iii) mit ¢ — 0™ und dann mit € — 0%, r — +o00. Leiten

Sie die Gleichung
™

2 cos

i
2n

her.
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Funktionentheorie — 9. Aufgabenblatt
abzugeben am 22. Juni 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 9.1. Man betrachte die folgenden Funktionen und man bestimme die Residuen in jedem Punkt von

C:
1
R FEEl
1
b) exp(z) +1’

z+1
c) exp( — ]

Aufgabe 9.2. Man berechne die folgenden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

i)

+o00o
T
/ dz,
o @A D@ 2012
+oo
/ Ccos T dz,
oo X242 42
+oo H
/ sinx dz,
oo X2 42242

/27r dt
0 5— 4Sint.

Aufgabe 9.3. a) Man betrachte den Rand der kompakten Menge K, = {pe'’ |0 < p <7, 0 <6 < 22} fiir
r > 0. Mit Hilfe des Residuensatzes zeige man die Gleichung

/+°° de 7
0 v+ 1 sin(%)
fiir jede ganze Zahl n > 2.

b) Mit Hilfe des Residuensatzes berechne man das Integral
+oo 4
/ S

Aufgabe 9.4. Man betrachte das Polynom f(z) = 27 — 12iz° 4+ 152% 4+ i. Man bestimme die Anzahl von
Nullstellen von f, die in jeder der folgenden Mengen enthalten sind: Bs(0), B1(0) und B2(0) \ B1(0).

Aufgabe 9.5. Man betrachte die meromorphe Funktion f € M(C):
1
4z — 6
Man bestimme die Anzahl von Nullstellen von f, die in jeder der folgenden Mengen enthalten sind: By (0), B1(0)
und B3 (0) ~ B1(0).

ii)

iii)

iv)

J(2) = 25— 4) + e/ +
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Funktionentheorie — 10. Aufgabenblatt
abzugeben am 29. Juni 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 10.1. Fiir jede ganze Zahl n > 2 berechne man das folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

["

22+ 1)2

Aufgabe 10.2. Man betrachte die folgende meromorphe Funktion auf C:
z —z 2
fz)=¢*—e +z—3'
Man bestimme die Gesamtzahl der Nullstellen von fin A= {z € C|[Imz| < T}.

Aufgabe 10.3. Man betrachte die folgenden Teilmengen von C:
U={zeC|0<|z| <1},
V={zeC|2< |z <3}

i) Sei zg € U fest. Wenn f: U — V eine holomorphe Abbildung ist, dann zeigen Sie, dass der Gruppen-
homomorphismus

T (f,20): ™1 (U, 20) — m1(V, f(20))
null ist.

i) Zeigen Sie, dass U und V nicht biholomorph sind.
iii) Zeigen Sie, dass U und V' homéomorph sind.

Aufgabe 10.4. i) Sei U C C eine offene zusammenhiingende Teilmenge, sei zp € U ein Punkt und sei h: U — C*
eine holomorphe Abbildung. Sei n € Z ~\ {0}. Man zeige, dass die folgenden Aussagen #dquivalent sind.

(1) Es gibt eine holomorphe Abbildung g: U — C, sodass Vz € U g(z)"™ = h(z) gilt.

(2) Es gibt eine stetige Abbildung g: U — C, sodass Vz € U g(2)" = h(z) gilt.

(3) Die Bildmenge des Homomorphismus 7 (h, zo): 71 (U, z9) — m1(C*, z9) ist in der Untergruppe
{D1" [ 1] € m(C*, 20)}

von 71 (C*, zg) enthalten.
(4) Fiir jede Schleife v in U gilt W (h o~,0) € nZ.
(5) Fiir jede stiickweise C'-Schleife v in U gilt

1 !/
f/h@ME%%
n J, h(z)

[Hinweis zu (5) = (1): Nehmen Sie a € C mit a™ = h(zp). Betrachten Sie die Funktion g: U — C*

1 n
Z > a-exp (n /az h((zz))dz) ,
wobei «, ein beliebiger Weg in U von zy nach z ist. Zeigen Sie, dass g wohldefiniert und holomorph ist. Zeigen

Sie, dass die Funktion r: U — C* z — gff(zz); konstant gleich 1 ist.]

ii) Man betrachte die folgenden offenen Teilmengen von C:
A={zeC|Imz > 0},
B={z€C|Rez>0}\ {1},
C=C~{reR|-1<z<1},
D=C~{1,-1}.

a) Gibt es eine holomorphe Abbildung g: A — C, sodass fiir jedes z € A g(2)? = 2% — 1 gilt?
b) Gibt es eine holomorphe Abbildung g: B — C, sodass fiir jedes z € B g(z)? = 22 — 1 gilt?
c¢) Gibt es eine holomorphe Abbildung g: C' — C, sodass fiir jedes z € C g(2)? = 2% — 1 gilt?
d) Gibt es eine holomorphe Abbildung g: D — C, sodass fiir jedes z € D g(z)? = 22 — 1 gilt?
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Aufgabe 10.5. Man entscheide, ob jeder von den folgenden Sitze wahr oder falsch ist. Wenn er wahr ist, gebe
man einen Beweis an. Wenn er falsch ist, gebe man ein Gegenbeispiel an.

i) Es gibt eine holomorphe Funktion f: C — C mit Vz € S*, f(z) = 2z.
ii) Sei NT := {n € Z | n > 1}. Es gibt eine offene Teilmenge U von C und eine holomorphe Funktion
f€0O(U), sodass U D {100} U{% | n € N*}, f(100) =1 und Vn € N*, f(1) = L.
iii) Wenn U eine offene Teilmenge von C ist und f € O(U) mit f/ = 0, dann ist f konstant.
iv) Wenn U eine offene zusammenhéngende Teilmenge von C ist und f € O(U) eine beschriinkte holomorphe
Funktion auf U ist, dann ist f konstant.
v) Sei U eine offene zusammenhingende Teilmenge von C und sei f € O(U) eine holomorphe Funktion auf
U. Wenn Re f konstant ist, dann ist f konstant.
vi) Sei U eine offene zusammenhingende Teilmenge von C und sei f € O(U) eine holomorphe Funktion auf
U. Wenn fiir jedes z € U (Re f(z)) - (Im f(2)) = 0 gilt, dann ist f konstant.
vii) Wenn f € O(C) eine ganze Funktion mit fo f = f ist, dann ist f entweder konstant oder die identische
Abbildung auf C.
viii) Sei X ein topologischer Raum und sei Y C X eine Teilmenge versehen mit der Teilraumtopologie. Wenn
X diskret ist, dann ist Y diskret.
ix) Wenn X ein diskreter zusammenhéngender topologischer Raum ist, dann hat X genau einen Punkt.
x) Wenn X ein diskreter kompakter topologischer Raum ist, dann hat X endlich viele Punkte.
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Funktionentheorie — 11. Aufgabenblatt
abzugeben am 6. Juli 2020 um 10 Uhr

Aufgabe 11.1. Man berechne das folgende Integral mit Hilfe des Residuensatzes:
+o00o
/ coszT .
oo (@2 41)?
Aufgabe 11.2. Man betrachte die folgenden offenen Teilmengen von C:

A={zeC|2*#1},
B=C~({£1}U{iy |y eR, |y| <1}),

. 4
C=C- ({\/gi—l—Zele | —g <0< ;T}U{iy|y€R, lyl Sl}),
D={zeC||z| >1}.
Fiir jedes p,q,r, s € C betrachte man die Abbildung f, 4,s: A = C:

pz3+qz2+rz+s
fp’qm,s(z) = A

Fiir jedes k,l,m,n € Z betrachte man die Abbildung hy j mn: A — C:
Pitmn(2) = (2 = DF(z =) (z +1)™(z +i)" fiir jedes z € A.

fiir jedes z € A.

a) Fiir welche p,q,r,s € C gibt es eine holomorphe Funktion g € O(A), sodass ¢’ = fp q.r.s gilt?
b) Fiir welche p,q,r, s € C gibt es eine holomorphe Funktion g € O(B), sodass ¢’ = fp.q.r.s|5 gilt?
c) Fiir welche p,q,r, s € C gibt es eine holomorphe Funktion g € O(C), sodass ¢’ = fpq.r.s|c gilt?
d) Fiir welche p,q,r, s € C gibt es eine holomorphe Funktion g € O(D), sodass ¢’ = f, q.rs|p gilt?
e) Fiir welche k,l,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion f € O(B) mit expof = hi jm.n|B?
f) Fir welche k,1,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion f € O mit expof = hg 1mnlc?
g)
h)

Fiir welche k,I,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion f € O mit expof = hg i mnlD?

i) Fiir welche k,1,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion g € O
j) Fiir welche k,1,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion g € O

(€)
(D)
Fiir welche k,l,m,n € Z gibt es eine holomorphe Funktion g € O(B) mit Vz € B, g(2)? = hg 1m.n(2)
(@)
(D

) mit Vz € D, g(2)? = hy 1,m.n(2)

2

mit Vz € C,g(2)? = hi i mn(2)?

?

Aufgabe 11.3. Man betrachte den Homéomorphismus ¢: C — B1(0), z — 171+ Sei Z die Riemannsche Fliche

mit topologischem Raum C, die durch die Karte (C, ) induziert ist. Man zeige, dass Z biholomorph zu B(0)
ist. [Hinweis: B1(0) = {#z € C| |z| < 1} ist mit der kanonischen Riemannschen-Fléchen-Struktur versehen. Man

vergleiche das Ende der Vorlesung 10.3.]

Aufgabe 11.4. Man betrachte die Riemannsche Zahlenkugel, d.h. die 2-dimensionale Sphire S? mit der
Riemannschen-Flachen-Struktur, die in der Vorlesung 10.2 beschrieben wurde. Man zeige, dass jede holomorphe

Abbildung f: 5% — C konstant ist.

Aufgabe 11.5. Man identifiziere immer P! (C) mit CU{oo} durch die Karte (Up, o), d.h. man betrachte immer

die Bijektion P1(C) — C U {oo}, die fiir jedes [z : z1] € P}(C) durch

2 wenn z 0
[Zo : 21] — < %0 0 7& ’
%) wenn zg = 0,

definiert ist. Man betrachte die Matrix
i i
A= <_1 1> € GLy(C)
und die induzierte Abbildung f = [A4]: P}(C) — P!(C), d.h.

1
flz) = iZz—f—i'

i) Was ist die Umkehrabbildung von f7
ii) Was sind die Bilder der Punkte 0,1,—1,i,—i € C via f?
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iii) Was sind die Bilder der folgenden Teilmengen von C via f?
R={ze€C|Imz=0}
iR={ze€C|Rez=0}
St={zeC||z|=1}

B1(0)={z€C||z| <1}
U={z€C||z] <1,Imz >0}
V={zeC||z] <1,Rez >0}

[Hier werden keine rigorosen Beweise verlangt. Es geniigt, die Ergebnisse anzugeben.]
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Aufgabe 0.1. Betrachten Sie die formale Potenzreihe f = > ., (2"t —1)T" € C[T1].
a) Berechnen Sie den Konvergenzradius R von f. -
b) Berechnen Sie das multiplikative Inverse von f im Ring C[T7.
¢) Finden Sie eine meromorphe Funktion g auf C, sodass fiir jedes z € Br(0) g(z) = f(#) gilt.

Aufgabe 0.2. Sei f: C — C eine holomorphe Funktion und sei C' > 0 eine reelle Zahl mit
VzeC, |f(2)]? <Clz|

Zeigen Sie, dass f die Nullfunktion ist.

Aufgabe 0.3. Mit Hilfe des Residuensatzes berechnen Sie das Integral

Foo dx
= /,oo (22 +1)(22+9)

Aufgabe 0.4. Betrachten Sie die folgenden offenen Teilmengen von C:
A=C~{0,1},
B=C~{zeR|0<z <1},
C=C~{zreR|z>0}.

Fiir alle p, ¢ € C betrachten Sie die 1-Form

pz+q
z(z — 1)dz
auf A.

a) Fiir welche p, ¢ € C ist die Form w exakt auf A?
b) Fiir welche p,q € C ist die Form w|p exakt auf B?
c) Fiur welche p, ¢ € C ist die Form w|¢ exakt auf C?

Aufgabe 0.5. Betrachten Sie das Polynom f(z) = 2% — 9iz + 3 + 4i € CJ[z]. Bestimmen Sie die Anzahl der
Nullstellen von f im Kreisring {z € C |1 < |z| < 2}.

Aufgabe 0.6. Betrachten Sie die folgenden offenen Teilmengen von C:
U={z€C||Rez|+ [Imz| <1} und V={2zeC||Rez| <1, Imz| <1}.

a) Sind U und V biholomorph? Wenn ja, geben Sie einen expliziten Biholomorphismus an.
b) Sind U und C* = C \ {0} biholomorph? Wenn ja, geben Sie einen expliziten Biholomorphismus an.

Aufgabe 0.7. Sei U = {z € C| |z| < 1} und sei f: U — C eine holomorphe Funktion mit
Vz e U, Ref(z) <Ref(0).

Zeigen Sie, dass f konstant ist.
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