
Lo slogan della geometria affine :
•

i sdtosp . affini sono traslati di sotto sp .
vettoriali

- la geometria affine è una generalizzazione dell'algebra
lineare . ottenuta aggiungendo un

termine di

traslazione .



Esempio W = { (f) e IR
' / ✗ - zy = 4 }

W
La GIACITURA di

W è il traslato di W

[
che passa per l'origine

giaclw ) = { (f) e R
' / ✗ - zy -- o}✓%É÷É

"

prendo i sistemi .

osnoy . associato
scelgo un punto di W e una base di giaccw) ;

← i :) (E)
W = { (7) + t . (7) Iter} sono eq .parametriche di W .

Potevo fare anche altre scelte : (G) ew , (%) base di giaclw
)

W = { (G) + s . 2) / SER} sono altre eq . parametriche di
W

Le due eq . parametriche sono equivalenti :
2+27 - S

( -1 + t ) = (→ - { s)
se

2+2t = - s s=
- at - 2

+ = SIA = -{ s - 1-
I due numeri sono le matrici di cambio

base tra le

due basi scelte di giaclw) : (%) = - { • (f) (7) = -2%)



IK campo

DI Un sottospazio AFFINE di
IK
"
e

'

un sottoinsieme non vuoto

che consiste delle soluzioni di un sistema
lineare :

W = { ✗ e 1K
"

/ A-✗ = b } dove AE Mmm (k ) . belkm

La GIACITURA di W è giaclw ) = { ✗ c- IK
" / A-✗ = o} = Kara

è un sdtosp .

vettoriale !

dimw : = dimgiaccw ) = dimker A = n - NKCA) .

[ La :/kn→
1km

,

RETTA ÷ sotto sp . affine di dim 1 dimikn-dimkerlatdim.IMLA

PIANO
" . . .

. -
-

-

2 In rk (A)

IPERPIANO " .
. . . . . .

n-1

Quando W = { ✗ c- IK
"
I A-✗ =b} si dice che

obliquo EQUAZIONI

CARTESIANE di W .

Ce ne sono tante : sistemi
lineari

equivalenti



Delle EQUAZIONI PARAMETRICHE di un sotto sp . affine sono

W = { wo + tana + . . . + tkvk / te .
. . .
. the IK}

parametri
dove WOEW e { v1 ,

. . , ok} è una base di gia CCW )

-

Da eq .
cartesiane a eq . parametriche : risolvere il

sistema lineare ( o per sostituzione
o per riduzione

a scalini )

DFF.wnin.me
si risolve il sistema lineare

che ha per incognite i

parametri e poi si impone il teorema
di

Ronchi - capelli .



Esempio
w . { (f) + t (§ ) + s ( ?) / t.se IR} c- R

"

sono eq . parametriche .
Come si passa a

un' eq .

cartesiana ?

Cioè voglio esprimere
W come l' insieme dell sol . di un sist .

lineare .

Consideriamo il Sist .

lineare a o
✗

pensato nelle
1-= ✗

✗ = t
s = Y-1 (÷ :| ::){ y = 1 ts incognite tis
+ , = z

2-

2- = - tts
n = - 7- +2s

2s = ut1

Applico la
riduzione a scalini : sommo collo Irriga la 1° :

1 0 × Irriga -☐ Irriga
- Inigo

0 1 y-1¢ ; / %;) Frigo -☐ "riga
- sicuro |! ? z.im/x-y+z+1O 1 ✗ + Z

o o un -2 (y -D
-Zytut}



✗ 3- t.se/R {
✗= t il sistema lineare

✗ = Its(f) c- W ⇒ te
.

O 1 Y -1a- = - tts
⇒

µ ? ytzx)In = -1 +2s

O 0 -Zytle +3
ha almeno una sol .

Ronchi -capelli
⇒ rk ( b 9 / g- i

0 O ✗ -¥+1) - 2 ⇐> { ✗ -9+2-+1=0-Zy tu 1-3--0

sono delle eq .
cartesianeo a -Zytut 3 T
di W

se facessi
una riduzione
a scala non

voglio nuovi pivot

Da paron . a cartesiane si può anche
usare il

criterio

dei minori orlati



Se S
,
T sono sotto sp . affini di 1K

"

,
allora Snt è vuoto

oppure è un sotto sp . affine tale che

giac (Sat)
= giac (S) n giecct) .

L' intersezione si calcola bene con le eq .

cartesiane

1-I

sit sdtosp . affini di IK
"

.

SET
,

T # S .

Allora

se T si dicono

• INCIDENTI se
Snt#¢

° PARALLELI se Snt= e (già c- giaclt) o gioitegiù

o SGHEMB) se Sato , già (5) ¢ giacct
)
, gioca) Egils)

è l' insieme vuoto



2 sette in IRZ

"✗

É÷÷÷%m÷
aidenti



Dati Po ,
. .

> PK C- IK" si chiama INVILUPPO AFFINE (SPAN

AFFINE) di Po , - - → Pre il più piccolo sdtosp . affine che li

contiene :

Spanaff (Poi . . . , Re ) = { Po + talk
- B) + . . . + tk (Pia - Po) / te , - . . >

TKEIK }

sono eq . parametriche
•Pa

p;
Pr

eq . parametriche
Esempio Po - (L) , FECE)

verde
spanaffcpo.pe) = {(f)

+ t (f) / TER} della netta

Pè spomafglpo.P.it?)---
{ (f) + tal ! ) + tal!)

/ tutaER}- R2

ÉTÉ B -(Ì ) spanagflpo , Poi , B) = Spanoff
(Posh )

Span (Pa , Pn ) = IR
?

01 Span (v1 , . . . .vn ) = Spareggio , vi > . . - i Nk)



Equarionedellareltaperdnepumiink-a.gg"È÷ÌÌÈ"Po = ) ,
Pà ) e IKZ distinti .

(f) c- spanqgfo.pe ) ⇒ ztc-ikt.c.LY/-- (E) + 1- (% ) <⇒
'

eig . parametriche
"

⇒ il sistema { ☒
-✗Dt - ✗-✗o Ronchi × ,

- ✗o ✗- ✗

a) = ¥lineare (y ,- yojt-y-y.FM
'

rk ( y , - yo y- yo
nell' incognito the Olmert rkfj-fj.FI
una soluzione perché

⇒ det ("
"° × - ×. ) -0 %)-48)

Y ,

- Yo y - yo

(× . - ✗D. ( y
- yo ) - (y , - yo) (✗- ✗a)

=D eq .
cartesiane



YII.EE?:..i:.Y.::i!:-=Spanaff(Po >P, > Pz) supponiamo
che sia un piano .

Quali sono le eq .

cartesiane di + ? Stesso ragionamento
di prima :

(¥) c- ti ⇒ rk (
× '
-✗ o ✗a-✗o ✗ - ✗o

Yi - Yo Yz- Yo Y - yo )- 2
Z ,
- Zo 2-2-2-0 Z -Zo

⇒ out = O ← eq .

Cartesiane di ×



Def Dei punti Po , _ . .

> PKEIK
"
si dicono AFFINEMENTE

INDIPENDENTI se

olim Spanaff (Po , _ . .

> Ppe) = K

o equivalentemente se
E- Po >

. . . . Be- Po sono lin . indip .

01 L' indipendenza affine non dipende dall'ordine di Po ,
_

,B.

Esempio • P da solo è sempre off . indip .

• Po >Pa off . indip ⇐ Poi- Po # o ⇒
P
> =/ Po

• Po
> Pa , Pa off . indip ⇒ non stanno su uno retto.

non sono collinari /allineati

• Po > Po >B. Pg off . indip ⇒ non esiste un piano che li
contiene ,

cioè non sono complanari



tk-R-lpo.PE/R" distinti . spanafflpo.pe) = {Pott - Po) / TER}
• moto rettilineo

uniforme¥2 Il segmento tra Poeti
è { Pott (R - B) ITER ,

OETEI}

I
1=-0

t.jp?pI,Pz-lRnof.iwUp.FPPP--P-tP-PT-tP-Pfep}
Il triangolo con vertici

•

P > È Po >Pista è

4=0 baricentro Teti } {Pott , (p, -A) + talk-B) |
È }"¥

"

•# punto medio
Ottati

• tra Repz
: teteÈ tittzcal

Po
•

Pati '
È
,
o tra

Pott - B) + { (p, -B) = 7¥
2



trasformorianiaffim.DEUna TRASFORMAZIONE AFFINE è una funzione

f : 1k
"
→ 1km

✗ → Axtb

dove ' b¥È-m di traslazione

parte lineare
di f- Nota A e b

Sono univocamenteNota flo) = b può non essere zero determinati
b. = 0 ⇐> f è lineare dalla funzione f-

DI Una trasf . affine f : 1k
"
→ 1km

,
✗ ↳ Axtb come sopra si

dice AFFINITA
'

se m = n e la matrice
A e
' invertibile

,

cioè tale che det (A) =/0 . biunivoca

eserciziopercosa-uriaffim.to
' è una funzione trigemino. einvertibile

la sua inversa è un'affinità .



Soluzione dell' esercizio : y = flx) = Axtb

Per calcolare f-
1 devo esprimere × in funzione di y :

AX = Y - b moltiplico per A-
1

:
A-IAX = A-1- (y- b)

"

Ix

"
×

✗ = A- 1. y -
A- 1. G

quindi f-
1-
è la trasformazione affine con parte

lineare A-
1

,
con termine

di traslazione - A-ab
.



teorema (di estensione lineare unica) T,

W sp .

vett
. su 1K

v1 ,
. . . . un base di T .

(n = dimt )

wa , _ . . . Wn
vettori qualsiasi di W

⇒ 7 ! f : T→ W lineare tale che f- (v1)= V1 , . . .

>
f- (Nn ) = Wn .

Metoclopramide E- 1k
"

,
W = 1km

My = (va / . . . / va) è la matrice che ha per colonne v1 ,
. . . .vn

Mir E Un ✗ n
( 1K ) , Mr . ei = vi , Mir è invertibile perché

le colonne sono lin .

indip .

(Mr)
-1

. vi = e i Miei = vi moltiplico ambo i membri per Mit

I. ci ④v5 ? Mr) .

ei .
- (MVÌ (mv.ci) = ☒v51 vi

"

ei

Mw = (wa / - . . / Wn) e Un ✗ n
( IK) . La motrice voluta

A = Mw . (Mv)
-1

uso

Infatti :

A. vi = Mw . (Mr )
- <

vi
È Mw . ci = wi quindi f- = La



teorema (di estensione affine unica)
Po , . . . , Pn E IK

"

off . inowp .

Qo ,
_ . _

, Qn C- 1km punti qualsiasi .

⇒ 7 ! f : IK
"
→ 1km applaffine tale che ftp.I-QIV-i-0 ,

. . . .
n

.

Tale f èun'affinità ⇐ m-n e Qo
,
. . .

,
Qn sono aff . indip .

Metodoprodico : cerco A.c-Mm ✗nclk) , be 1km tale che

A- Pi + b = Qi ti = 0 , . . . , n .

sottraggo A - Po + b = Qo ⇒ A.Pi¥- (A- Po+☒ = Qi- Qo

⇒ A . (Pi - Po ) = Qi - Qo

So che 17 - Poi . . . ,
Pn- Po sono una base

di K
"
.

Per trovare A applicò il metodo
nella slide precedente con

vi = Pi - Po
wi = Qi - Qo

A =§ - Qo / . . . / On - Q) • ¢ - Po / . . . /Pn-Po
Per ora abbiamo trovato la parte lineare .
Come si trova il termine

di traslazione b ?

Qo = f- (B) = A - Po + E ⇒ le = Qo - A. Po .



Esempio
affinità tale che

¥¥☒¥÷ a;j¥
"sei . f : R'→pi

f (Pi ) = Qi i-0
, 1,2 .

P,
- Po = (Y ) Q- Qo = (4)
B-Po = (Y ) Qr- Qo = (3.)
La parte lineare di f è

A- E , :) . (
°

,

"
-

= ?) .fi 0%-1--34)

Trovate b per casa



Esempio ti = Spanaff (( § ) . (%) . ( ? ))
Trovare f la riflessione

"ortogonale" rispetto a it .
+ = { (E) c- È / ✗tytz= 1} eq . cartesiane

di × .

giacca) = { (E) c.RS/xty+z=o} - Span (( )
. (È )) lo

ie
"

va meglio più
F- Po p

,
- po
/ lottano
avanti

Qual è la direzione perpendicolare a te ? Èv}=f
Per calcolare la porta lineare A di f , dovete trovare la

matrice A c- Max} CIR) tale che

A. v1 = v1 ]←
alle direzioni di giacca) , A non sta facendo
nulla , ovvero le

lascia invariate

A- v2 = v2

A- v3 =
- v3 ]← il vettore v3

viene mandato nell' opposto

di v3 perché v3 è ortogonale
a it .

Quindi la parte
lineare A di f si trova facendo



A = (va / va / - vs) . ( re / va / vs)
-1

=L! ? ti :D
"

Il termine di traslazione
b di f si calcola imponendo

f- ( Po ) = Po

cioè A- Po + b = Po ⇒ b = A. Po
- Po .


