
autovalori / auto vettori/ diagonali -270M le matrici

ha applicazioni in ogni ambito della fisica
e dell'

ingegneria :

o
tensore d' inerzia

• sistemi lineari di equazioni differenziali ;

oscillatore armonico
= KX

esponenziali di matrici

ostatistica.analisidellecompunenlipriuipol.cm
etnici diagonali sono facili

% :
-%) . (È;) -- (

""
.

.
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° ii.d

Vogliamo
" rendere

"

,
se possibile , ogni matrice

diagonale ,
cioè vogliamo

"

diagonali 2-zone
"

.



Def. Ti sp .

velt
.
sul campo 1k

.

Un ENDO MORFISMO di T

è un' applicazione lineare da a T .

End (T ) : = Hom (T
,

F) è l' insieme degli endosnorfismi .

Se B è una base di
T

,
allora la matrice associata a

fe End (T ) rispetto
alla base B è la matrice associata

a f prendendo B come bose sia in partenza che in

arrivo' : ←
base di arrivo

MB (f) : = Mpf (f)
base di partenza

Mgslf ) è una
matrice quadrata



Esempio A = (-31 }) e Max z (R) , f- = LA : R'→ R2

A = Mcan (f) .

Ora considero v1 = (}) , va = (f) Per il momento questi
vettori vengono dal

cielo

B = { va , v2} e
'
una base di R2 perché det (} f) = -2-3=-51--0

.

Foglio calcolare MB (f) .

Come si fa ?

1-
°

modo : fine) = A. va = ↳ f) (3)
=#¥) - (E)

⇒v1 torta

f- (v2) = A v2 = (} 3)(f) = (3)
= Ora -3v2

[ f- Iva) ] po = (f) ,
[fini) ] po = (%) ⇒ M @ (f) = (§ §) dèiagonale



2° modo :

•cantina
1122→ pi -7> R2 IRZ

Mpf (f) = MI (id) . Mi:L (f) . ME
"

( id)

mà
"

lid) = (va / v2) = (} f) MIEI Cf) = A = (È 3)

MI cid) = (Màrcia))
-' =L} . !)

- '

= È f-jè) = § (Jtd

Mdf ) = § ( b ta) Es 3) ( } f) = . . . = Po %)

M = (va Iva ) = (} 4)

M
_ '
A M è diagonale



la geometriaÈ
> e,

±
>

""

dif e
'

i → fcez)
un po

'

oscura

j →
"kava

la geometria si
• .

.

"

vede meglio .

fini) =
. ogni vettore

di spartiti)Io
,

-3M
è moltiplicato per 2

'

ogni vettore
di Span (va) è

moltiplicato per -3

Un altro vantaggio è :

B = M
-1AM = (393) ,

allora A = MBM
-1

È = MBM-WMBM-t-MBIM-1.AT =
MBKM - 7-M . b) M-1

è facile
Questione irrisolta : da dove vengono v. e va ?

che sono stati così convenienti ?



DA Due matrici quadrate A
,
BE Una Clk) si dicono

SIMILI se rappresentano lo stesso endosnorfismo
rispetto a basi diverse ,

cioè se esiste MC-Mnxnc.lk)

invertibile tale che D= M
-1AM .

•÷Ià
TI Iii-iv

Mpf
'

(f) = Mpf'( id) Mpf (f) Mpilid )

MB ' (f) = M
-1

Mpdf ) M dove M = MEA id)

Vale anche :

M Mpilf) M
- 1
= Mdf )



Prof Due matriciTintinna la stessa traccia e lo stesso
det

.

Dim out ( M
- 1AM ) È

""
det (M

- 1) det (A) detlm) -Yield) data
M e
'

invertibile!

tr (M
- '
AM) = -4 ((M

-

1A) - M ) = tn ( M (m-1A )) = tn (
IA) = tn (A) .

ti
traccia =

fa ( c.D) = trld . c)
sommaria

degli elementi se ce D

sono quadrate
sulla diag.

principale ,

cioè dal posto (Iii)

s%%%ÈinIÌdet-hdiunendomoqismowNÈF
di una qualsiasi matrice che lo rappresenta .



1¥ IL POLINOMIO CARATTERISTICO di f E End (Y ) è

Pg Lt) = det ( Mpdf) - t .I )

per una qualsiasi
base B di f

• E
'

un polinomio nella
variabile t a coeff . in 1K

• E
'
ben definito : la dimostrazione è omologa

a quella della

cioè non dipende pagina precedente
dalla base B scelta

esempio # fj f) Pact) = detta
- tE) = del-(È?) -

= C- 1 - t) . (- t) - 6 = 1- (tti) - 6 =
Ftt-6

trop se f- C- End
tv )

,

allora Pgct) è un polinomio di

grado dim (F) = n

• il coeff . di t
"
è C- 1)

"

• il coeff . di +0=1 è data , /
• il coeff . dit

"- 1-
è C-zitta(f)



0¥ Due matrici simili hanno lo stesso polinomio
caratteristico

Esempio A= (} } ) ,
Pact) = Et t - 6

appena
calcolato

A è simile a B = (} })
o
-3%) - (2- t) (-3

- t) = Étt -6

PBLH = det (B -TI) = det (
2- t

superiore
"

. j:
'

a;-)
"""" triangolare

⇐ se A = [È ;;
ii.
*

* = qualsiasi elemento

allora Patti- out (%
- ta! iii.

*

È i.' : j
-

.

.

a.
È f) =4 " - t) (an-t). . Cann

-t)



Def sia f- E End (Y ) fissato .

Un AUTOVETTORE di f è un vettore non
nullo rettale

che esiste ac- 1K tale che f- (v) = art . [cioè se f-(v) E sparito)]

un AUTOVALORE di f è un numero ac- 1K tale
che esiste

NET non nullo tale che f (v ) = ✗v .

0¥ • flo ) =0 = a. O the IK .
Per questo richiediamo v#

0
.

• se NE T ,
ritto con f (v) = art e f-(a)= per , allora

✗ = µ :

infatti 0 = f.(n) - f (v
) = art - per = (a - µ)o

È 7-µ-0 .

☐

Ad un auto vettore è associato
un unico autovalore

• ad un autovalore sono associati
molti autovalori :

se v è un autovettore
associato a ✗

,
allora anche tutti

i

multipli di v ,
non nulli , sono autovettori

associati a a

f-(n ) = art , a c-
IK ,
a -1-0 ⇒ f (an) = a. f-(n)

= a. art= a. (an)

• o e 1K può essere un
autovalore .

e non è

Questo succede ⇒ 3- NETt.cn#Oeflv)--O⇐ Kerf ¥ {o}⇐ iniettiva /
suriettiva /
biunivoca



01 Autovalori e autovetture hanno senso solo

per endomorfis.me
'

,
non per tutte le applicazioni

lineari .

Infatti se f. (n) = art

allora automaticamente flv
) deve stare

nello stesso spazio vettoriale
che contiene

an , oppure
v



Come si trovano gli autovalori ? sostituite ta a

Prof Siamo f c- End (t ) e ✗ e /K . Alborelle Poe .

caratteristico

7 è un autovalore di f <⇒ Pg (a)
'
= 0 ,

cioè 7 è una

radice del polinomio
caratteristico

terminologia : una radice
di un polinomio pct) è ✗c- IK

tale che ptx) =0 , cioè il polinomio
si annulla in te

a
.

Dia scegliendo una base
B di T

, posso assumere
che

ti = 1k
"

,
f = LA con AE Un✗n (IK) .

A è un autovalore di f (
o di A) ⇐> Tre 1k

" t.cn/--OeAv-- IN

⇐> 3-ve 1K
" te . veto e 0 =Amar

= Av - ✗IN = (A -II)v

⇐> il kernel della
matrice A-DI contiene un

vettore -1-0

⇐) detta -XI ) = 0

Ma det ( A - AI ) = Pa(a)
è il numero

che ottenete

mettendo 7 al posto della variabile
t in PA(t) .

☐



Corollario f. E End (t) ,
dimitri .

⇒ ci sono al più n autovalori distinti

Dim Pf è un pol . di grado
n e ha al più n radici

distinte .

☐

attenzione : • possono avere molteplicità

p.es . (t -DTT -3) la radice 1 ha molteplicità
2

• non tutte le radici di Pf Stanno in 1k

p.es . (t - 1) (Et 1) ha solo la radice 1 in
R

ha le radici 1 ,

i
,
- i in ¢



Def se f c- End (t) e aElk è un autovalore
di f ,

allora la MOLTEPLICITÀ ALGEBRICA di 7 ,

denotata con mala) , è la molteplicità con cui

7 è radice del polinomio caratteristico pf

Esempio a = (È ÌÌÓÈO) #(f) = (5 - t)(5-f) (-10
-t)

0 0 -10 = (5-f)4-70 -t)
'

Gli autovalori di A sono :

• 5 con molt . ologbn.ca 2

o -10 " "
l ' ' 1

01 In generale gli autovalori
di una matrice triangolare

superiore / inferiore
sono gli elementi sulla diagonale

principale

e le molteplicità algebriche sono quante
volte

compaiono .



Def se ✗ c- IK è un autovalore di f- C- End (
Y )

,
allora

l' AUTO SPAZIO relativo a
✗ è

Tj := { o} u { ve
TI veto e v è un autovalore

di f }
relativo a a

= {o} u { vettura e fcv) = io}
= { NE TI f- (n) = art } o =p (v) -ao = -9 (v)

- Aid (v)

= § - Aid) (v)
= {vetri (f- aid) (a)

= o }

= Ker (f - Aid ) è un sottospazio
rett . di it .

La MOLTEPLICITÀ GEOMETRICA di 7 come
autovalore di f

è la dimensione
del corrispondente autospazio :

mg (a)
= dim Fa

01 Se 0 è un autovalore di f ,
allora. Io = kerf

teorema se a è un autovalore
di fe End (t ) ,

allora

1 E mg (a) E mala
) E dim T .



Sia f. c- End (F) e B. = { vai . . . .vn} base di T .

71 / . . _

,
In C- IK

Mpdf) = (% '

.

.%) ⇐ ([fine)]@ | . . . / [ forni]B)

⇐> [fine)]@= ) , . . . . [flvn)
]@=

⇒ flora) = 717 + Ovzt
. . . + Ovn = KM

{ flvz) = 72M:
flvn ) = Anon

⇐ ti = ! . . .

. n
vi è un

autovetture di f relativo
a 7 ;



Se f e End (t ) e B è una base di T , allora :

MBLF ) è diagonale ⇒ ogni elemento di
se è

un autovettore di f-

DA fe End (Y ) si dice DIAGONALI
ZZABILE se

esiste B base di T tale che Mpscf) è diagonale ,

ovvero tale che ogni vettore di
B è un auto vettore

di f.

Definizione identico per
le matrici :

A c- Un xn (K)
è diagonalizzabile

se è simile
a una

matrice diagonale ,
cioe
' se esiste M e

M nxn (IK)

invertibile tale che M
-1AM è diagonale .

Diagonalizzare
A significa trovare

M e la matrice

diagonale M
-7AM .



teorema (criterio di diagonalizzabilità )
T sp .

velt . su IK di dimensione finita . fe End (Y) .

Allora :

• tutte le radici di f
f è diagonaliZzobile ⇒{ stanno nel campo

1K

(cioè esiste una
• per ogni a

autovalore di f
base di F costituita

da autovettori di f) mg(a)
=
Mala)

A occhio : tutte
le direzioni cambiano ,

Esempio A = (Y f) quindi non cisono
autovetture omani

Pact) = outfit :L) = Et
1 non ha

ez
→ q

Al '
radici in IR

%
,

←

E
'
la rotazione di

900
⇒ A non ha autovalori

in IR

""

⇒ A non è diagonali
zzabile su#

in senso antiorario (Ma è diagonalizzaltéce su
E)



Esempio A = (§ }) Pact) = del
- (% It) = (5-TI

C' è un unico autovalore ,
5 ,
che ha molt . alg .

2
.

Pa ha tutte le radici in IR ⇒ la 1° condizione è soddisfatta .

Verifichiomo se la 2° condizione è soddisfatta : devo

calcolare la molt . geometrica ; devo studiare
l' autospazio

o g.5) = Ken (8 3) ha
dimensione

E = Ker ( A
- 5 I) = Ker (5 -5 3

1 ( infatti Tg = Span (b))
⇒ Mg(5)

= 1 < 2 =
ma(5)

⇒ A non è diagonalizzonbile



':::÷:::::::÷:÷¥«à:¥È-⇒
• Fattori-270 PA (t) e determina le radici di PACE) , che sono

gli autovalori , e le loro molteplicitàobfbriche.se
non tutte le radici sono in IK ( cioè se E ma (a)< n

)
,

vi fermate . ×

• per ogni a autovalore , determino ←
formula del rango

mg (a)
= dim Fa = dim Ken (A -II) = n -¥¥à-come

volete

se la 2° condizione del criterio di diagonalizz . non è soddisfatto ,
vi fermate .

Altrimenti : per ogni autovalore ✗ ,

trovo una base di Ta .

( risolvendo il Sist .

lineare omog.
dato dalla matrice A- ✗

I)

ora unisco tutte queste basi : l'unione
è una base di KIT

E
'
una base di autovettori

B = { vai . . . . un}

M = Mànid) = (va / . . . / vn)



allora M-1AM è diagonale e sulla diagonale ci

sono gli autovalori di A , e il numero di volte

con cui compaiono è la loro molteplicità

( algebrica o geometrica ) .



Esempio A- = ( § }) è l' esempio visto all'inizio .

Patt) = t' + t - 6=4 - 2) (t -13)

⇒ gli autovalori sono 2
e -3 con molt . alg . 1

I = Keila-21) - Ken (-33-22) = Span (2)3-
= v1

T'
→
= Ken ( A +3=1) = Ken (} 3) = Span

= ,

M = (va / va)

M
- '
AM = (} }) ohaspiego.com/trovare niente che

Kent}}) - { (f) | -3×+21=03×-4=0 } -Spanky
erano i vettori
che erano

inutile venuti dal cielo



Eserciziopeosa per il weekend ,
entro lunedì 1311212021 )

6 -6

Diagonali#ore la metà" (%
g -

g)- 9 10 -9

Esercizio Diagonalizzare tante motrici .

Trovate esempi fattibili in qualsiasi libro/ dispensa
di algebra lineare


