
it sp.net . su IK di dim n . fe End (T) .

• a autovalore
,
1 E Mga) E mala) En .

• CRITERIO DI DIAGONALI 2-2-ABILITÀ :

f è diagonali-27abile
- tutte le radici di Pf

(ZB base di T te .

sono in K (⇒ E Mga) = n
. tra autovalore a autovalore

Mgglf ) è diagonale) Mg (a) = Mala
)

• CRITERIO DI TRIANGOLABITÀ :

f è triangolare tutte le radici ⇒
-2 Ma = "

(ZB base di Tt
⇐ , di pf sono

y
,
a autovalore

te . Mpdf ) è in IK

triangolare richiediamo che
il numero

superiore )
delle radici di Pf (

contate con

molteplicità algebrica)
sia uguale al

grado di Pf ,
che e

'

n .



trop T sp.velt.su/K,fc-End-V).dimT--n .

Se f ha n autovalori distinti , allora f e
'

diagonali2-2-abile

Dim dai . . . , in autovalori
distinti

Pelt) = (Aa
- t)
mal»

. .
. . (an-f)

Ma n)

Ma deg Pf = n quindi Malta)
= . . .

= Malan) =
1

Quindi per la disuguaglianza
1 E mg E

ma
,
si ha

Maghi) =
- - - = Mg(an ) =

1
.

E quindi f e
'

diagonalizzalile .

☐

01 Esistono endomorfismi diagonalizzolili
te

.

il numero di

autovalori distinti è < n : esempio
F- IK? f. = idee , Pflt)- (t

- D2

c' è solo autovalore 1 con molt .
2

.



teoremaspeltrale-lversionedeboleslk-R.AEUn ✗ n (R) simmetrica .

⇒ A è diagonalizzabile .

Quindi tutti gli autovalori
di A sono reali e le loro

molteplicità geometriche coincidono
con quelle

algebriche .



Esempio # = (
5 3D

si _ ,) è simmetrica
, quindi è

diagonalizzodiee per il
teo spettrale

gpg.tt/=(5-t)tl-t)-(3BJ--E-4t-5-zz☒ (f) = / 5
- t 3lb

8

= E -4T -32

Le sue radici sono
✗±
= 4+-5%+1--32=2+-54+3-2 -1+-6=4-4

mosse

calcolo gli autospazi
:

aaarighe per [
' B

to = Ker (A-81) - Ker /jpg ?!})
È
""""

↳ _ g) =
la Eriga
è -V3 Volte

= Ker C- I ✓3) = Spam (Y ) eaeoriga

F- ¢ = Keela +41) - Keeffe
3} ) = . . .

= Sparks)



↳ = Span (Y)

Ea et sono

ortogonali . Lo
vedremo meglio
in seguito .

Vale perché A
è

simmetrica .

E
,
= Span (IB)

ai vettori di Te la li moltiplica per
8

i vettori di F. ¢ vengono moltiplicati per
- 4



Per definizione

Tg = { o} u { gli auto
vettori di LA con autovalore 8 }

= } o} u } i vettori non
nulli ve 1122 te .

A.a- 8v}

= } o} v } i vettori non
nulli di R2 che vengono

moltiplicati per 8 quando ci
si

applica A ,

cioè diventano 8N dopo la

trasformazione indotta
da A



Trucchetto : se aibclk ,
Ca ,È -1-0,0)

Ker ( a b) = Span (%) = Span (%)

i{ (f) / axtby .- o }
sono entrambi sette , quindi

basta

è una retta
far vedere che il

vettore (%)
che passa per

soddisfa l' equazione axtby =Ol'origine
a. (-b) + b. a =

0



Def Tsp .
velt

.
sul campo 1k

.
Una FORMA BILINEARE

è una funzione G : Txt → 1K /Prendecorneinputunacoppia di vettori (v.
w)

,

che è lineare in entrambi gli | dove v. et, eargomenti , cioè : restituisce come output

•
linearità nel 1° argomento : uno scolare bfoiw)

Elk

twett la funzione T→ IK

fissiinput
v /→ qui ,w)èliI

nota che
fa ,
va c-T fenetre ,

WKGLNIIW ) + GLI'W )
y
-

e #sono

NET , aElk fan,
W ) = ai BMW) '

sp .

velt .

• linearità nel 2° argomento :

tre lt la funzione T→ 1K
W ↳ blu ,

w)
è lineare

,
ovvero

Èinput
ttwn ,

Wz C- T blu , un +Wz) = blu ,
Walt blu .Wa)

twett
,
Tae IK blu ,

7W ) = 7 . blu ,
W)

.



Daf T sp.vett.su IK .

BillT ) := { forme bilineare
b :Txt → 1K}

DI be Bil (F) si dice

• SIMMETRICA se tu ,

Welt blu ,w ) = blw ,
v)

o ANTI SIMMETRICA se tu ,
WET blu ,W ) = - blu ,

v)



Esempi 1) = IKZ
,

b : IK
'
✗ IKZ→ 1K definito da

all d. (%)) - ✗ ite

è una forma bilineare (esercizio per
casa)

Idea : è un polinomio nelle × , > ✗z e nelle y , >Yz che

ha grado 1 separatamente
.

2) F- 1K
"

,
b : 1K

"
✗ 1K

"
→ IK definita da

se IKER

li / ( Èn) / ( §;)) = ✗ 7-
' Yat ✗a.y , + . . . + ✗ n - Yn si chiama

PRODOITO
SCALARE
STANDARD

Più compattamente posso scrivere

✗=/È;) , Y = f) Elk" ,
play) = y = (

✗i.
✗n) ✗ii. +

✗Nn

ti
sono colonne è una riga



3) se AE Un ✗ n (IK) allora considero la forma bilineare

ba : 1k
"
✗ 1k

"
→ 1K definita da

Galey ) = tx . A . y Fx , y c- 1k
"

se A- = In è la matrice identità ,
allora la è l' esempio 2 :

Iy = y ⇒ tx Iy = tx . y

se A = (8 b) ,
allora bacx , g) = la (E) il = 4¥) f)(%)

= (× , ✗a) (% f) (%) = (✗ i ✗2) (%)
= × , y, e

' l' esempio 1 .

Tutte le forme bilineare 1k
"
✗ IK
"
→ 1k sono fatte così ,

cioè del tipo fa per AE Un ✗ n
(IK) .

Bil ( IK
" ) III"""°" Un ✗ r (IK ) .



Voi avete visto corrisp .

biunivoca applicazioni lineari

.

matrici mxn ←☐
ikn → 1km

un'altra
① ra conrisp .

biunivoco forme bilineare
matrici nxn XD

seA-ctlnxndktalloraqepa.iq/Y+*-F&(ei,ej)--teiA ej =P ,
. . -011,9 . . ;D . = aij
t è l' elemento

in posizione i di posto Ciij )
in A

Quindi la matrice A si trova a partire da le
considerando il valore di ba sulle coppie della base

canonica di K
"
.



DA sp .
velt.su/k di dimensione n

,
be Bilt )

B = { vai . . . /
un } base di T .

La MATRICE ASSOCIATA a G nella
base 03 è

bene
,
v1) belva ,

va) - - - .
bevi .vn)

Mosler) : = [tram ) Almir)
. .

.

Gurion)):

Ilva ,
va)

Gtrnit) . .
- bevi .mn)

%EE.io?:.::::i:::E::::i:!'.
siounmdomofismoSonocosedùnsI



Se B è una base di T e be Bildt )
,
allora

tu
,
Welt

blu ,
W) =

t
[v3@

. Mggllr) . [W] gg .

-

le è simmetrica ⇐> Mosca) è simmetrica

anti simmetria
antisimmetrica



Esempio F- Per[×] = { polinomi acoeff.in R ,
nella }

variabile ×
,
con grado E 2

f : Txt→ IR definita da blf , g) = [ flx) . glx) DX

B. = { 1 , × , ×
' } Cos' è Mpdlr) ?

L'el .

di posto (1)1) è b (1 ,
1) = {11

- 1-DX = 1

L' d. di posto Mi 2) è b.(1.x) = §11 . ✗ di = È
L'd. di posto 4,3) è ah

,
x2 ) = §11 . Ed✗ = §

i { È

Moser) = ( È § ¥ ) è simmetrica

le è simmetrica .

§ ¥ È



Come cambia la matrice associata a una forma
bilineare quando cambio la base ?

T sp .

velt.su 1K di dirmi n , GE Bildt)

B = { vai . . .

,
Nn} base di T → A = Mps (G)

B.
'
= {vi , . . .

, mi } un'altra base
di T → A

'

= Maker)

come sono collegate A e A
' ?

Se M = MI ( id -v) è la matrice di cambio
base da ÀAB ,

allora A
'
= tm A M

.

Dim tv ,
Welt

,
[v3 po = M

. [v7 po
' [un po = M

- [WJB
'

+ [v3po
' A

'
[W) poi = blu ,

W) = tfr]@ A [WJB
=

=

t ( M . [v3 pi) . A. (M - [WJB') = TEMPI .
TMAM . [w] po '

Per l'arbitrarietà di New concludo .

☐



DI Due matrici quadrate A. A
'

c- Un ✗ n (K) si

dicono CONGRUENTI se rappresentano la
stessa forma

bilineare rispetto a basi diverse , cioè se esiste

Mem nxnclk) invertibile
tale che # = TMAM .

Nota : A' = TMAM ⇐> A = TM
- '
AM

_ '

01 A e A
'
sono congruenti

⇒ ( A simmetrico ⇒ A
' simmetrica)

( A anti simmetrica ⇒
A
' anti simmetrica )

Esame ¢ ? ) , (} ? ) sono congruenti su
R

4 ? ) - (È ? ) (E 9) (È 9)



EsempioA- ( ? ! ) , (j ? ) sono congruenti su IR

È
"") (°, ;) (

"" ""

"r - ka) = (! I )Yrz - Yu

Patti = /TI / = È - I = ¢+1) It - i )

A ha 1 autovalore positivo e 1 negativo .


