
D' ora in poi
• 1k = IR

•
consideriamo solo forme li lineari che

sono simmetriche



B = : A
A := B

intendo : A è definito uguale a
B

Sto definendo A
.



Def sia uno sp.vctt.su IR .

Un PRODOTTO SCALARE suT

è una forma bilineare simmetrica f.Txt→ IR che

è DEFINITA POSITIVA
,
ovvero tale che

Yvette
.
M¥0 , blu ,

v) > 0 .

01 810 ,
v) = blu ,

0 ) = O YNET
.
In particolare bio , 0)

-0
.

I prodotti scalari li indico con < .

>
. >

.

blu ,
w)= :<v.W>

EI 1)
F- IR

"

.

Il PRODOTTO SCALARE
STANDARD è

IR
"
× IR

"
→ IR

(× , y) (→ txy = ✗ iy ,
+ . . . + ✗nyn si indica con <× ,y>

E
'

definita positiva perché : se ✗ = f) c- R
"

{ × , × > = tx . ✗ = ✗Ft . .
- + ✗E 70

se ✗ =/ 0 ,
✗ ha una componente ✗i -1-0 perciò <✗×> 7×7>0 .



Quando non lo specifico ,
su IR

" considero sempre il

prodotto scolare standard .

2) WEIR
" sottosp .

sett
.

Allora si può considerare
la restrizione

del prodotto scolare standard di
IR?

NOn-esempio-T-pi.ae (%) .

Consideriamo la forma

bilineare GA : ☒ × È → IR

④ y) ↳ tx . A. y=
(× ,

✗2)(%) (%)- xiyztxzy ,

E
'

simmetrica (A = ta) ,
ma non è definita positiva :

hater ,
e , - ea) = ( i -1) (%) (f)

=L' -1) (f) = -2<0

4)
balene , ) = (

i 0 ) (% / (b) = Il 0 ) (F) = O

balla ,
e 2) = 0 fa (e , sez)

= I



it sp.net . su IR ,
< .

>

. > prodotto scolare su T .

DI La NORMA (o LUNGHEZZA) di un vettore
NET è

Il v11 : = tuit .

Notare : Hull = O <⇒ <v.v>
= 0

<ÈÈFokin reo .

teorema (Disuguaglianza triangolare
) tv,WET Il vtwlkllvlkllwll

DI se P ,QÉV ,
la DISTANZA tra

P e Q è Il P- Q Il

teorema (Disuguaglianza di Cauchy
- Schwarz)

, -{1=1
tv

,
Welt / <v.w> I = Il v11 . HWH

In particolare ,
se velo e W#0 ,

allora

- 1 E FIFI ± 1



la / E 1 ⇐> - 1 E a E 1

/ <v.w> I = 11h - 1141

,% ,Yo
turnà = 1

UN" >0
pm HWII

"

Wn

* . ti:÷

DI se vew sono vettori nonnulli
di T

,

allora l' ANGOLO

tra vew è

a- = are cos IIII
cioe

' l'unico numero reale
-0 c-[0.it] tale che

cosa = ÌÌTYÌIT
<× , y > = 11×11 . IIYH . cosa



T sp . velt . su R con prodotto scalare < . ;>

DI Due vettori v e w di T si dicono ORTOGONALI se

<N
,
W> = 0

,
ovvero se

a- 0 o W = 0 o (vto
,

w ⇐ 0
,

l'angolo tra New )
è %

teorema(Pitagora) se v.WÉV sono ortogonali ,
allora

IlvtWIP = Il v11
'
+ IlWIR

Dimostrarlo per esercizio !

DI Due sdtosp .

velt . e W di Tt si dicono ORTOGONALI

tra loro se

tu c-Ù
,
fue W ,

< u ,
W >= 0

01 Se e W sono ortogonali ,
allora ÙNW = { o} .



T sp .
velt

.
su IR con prod . scal

.

< .

>
.>

DI se WET è un sdtosp.net .

,
allora l' ORTOGONALE

di W è il più grande sottosp . Nett . di Tt che
è ortogonale

a W ,
ovvero

W
'

: = { veri tw c-W ,
<v.v> =o }

E
' l' insieme dei vettori

di Tt che sono ortogonali
a qualsiasi vettore di

W

• Wt è un sotto sp . velt . diT : esercizio per cosa

se W = Span (WI , _
. _

, WK) ,

allora

W
'
-

= { veTI <wa , v>
= 0 ,

. . .

,
<wa ,v>=o}

E) ovvio perché wa ,
.
. . . WK E

W

=) sia v nell'
insieme di destra

,
ovvero <Wiiu >pàoognii .



-

Voglio testare se NE Wt
,

cioè se ne è ortogonale a
ogni vettore di W . k

Sia WEW arbitrario
.

Allora a- EhiWi .
Perciò

le if
<w ,
v> = { ¥ ,

aiWi >
v > =

bilineariteé
È ai <Wi >

V7 = O

T
del prodotto perchéscalare

tutti

quindi fueW , <iv.v70 <wi , v7
-0

.

Cioè ne Wt che è l' insieme
a sinistra . ☐



teorema sia lt uno sp . velt . su IR con prod .
scalare < i> .

Sia W ET un sottosp .

velt . Allora

• Tt = W ④ Wt

cioè ti = W + Wt ,
W n Wt = {o}

in particolare
dim T= dim

W + dim
Wt

^ Inoltre : (Wtf = W

Come si calcola l'ortogonale ?



Ortogonale a un sdtosp . vetl . di IR
" (munito del prodotto

scolare standard ) dato in forma parametrica :

☒ = { ti_ ( In
"

,
) + . . . + tie (?

"

) / tai . . . .tk c- R} Non ci sono

ank ipotesi sulla

di queste colonne
= Span ((

a:?) . . . . . (%:)) = Im
A dove

lineare indie

A = (?
" -

- -

?
"

) e Un ✗ ↳ (R) .

Sia ✗ EIR
"

generico ;
allora :

Ant -
- . ank

n

✗ = c- W
'

⇐ 9:-& . . .
k a- ¢!!) . /È;)> = aijxi

impongo
che ✗ è ortogonale
ai generatori di W

Abbiamo trovato delle equazioni (lineari
! ) per Wt :



WE { (È;) c- Rn /
'" "+
:

- + am-x.no

alle ✗ it - - - tank ✗no }
è l' insieme delle soluzioni di

un sistema lineare omogeneo di matrice

c-
A = (?

"
- - -

?
"

) e Man (R)
Qik .

. . ank

cioè Wt = Ker ta

Ricapitolando : (Im A)
+
= Keita

Da una descrizione parametrica
di un sdtosp .

vatt . >

si ottiene facilissima
mente una descrizione

cartesiana

del suo ortogonale .



Ortogonale di un sdtosp .

vettoriale di Pi ( munito del

prod .

sud
.

standard ) in forma cartesiana :

se Ae Min ✗ n
(R)

,
allora Ken A E R

"

se-i.EE?::::::m....-....
Chi è W

' ?

W = Ka ( I 3 -1)

W
'
= In = Span = Span (=!!)



Tsp .
velt

.

su IR
,
< .

.

. > prod . suol
.

Siamo io e w due vettori , W -1-0

Span (w)

%aÀÉi• è la componente di v
proiezione ortogonale |

si indica con # (a)

lungo W
,
detta anche¥di n su Span CW)

w! sponte)'è
la componente di N / v- tw (v)
perpendicolare a w

Come si trovano queste due componenti ?

Siccome tu (v) e Span (vv
)

,
si deve avere tufo) = 7W

per un certo a c- IR .



So che tu (a) = 7W

Impongo che v- twlv) sia ortogonale
a W i

0 = (v- Tw (v) , W> = <
v- 7W

,
W ) = (NTW > _ a

<W
,
W>

⇒ a = (Ricorda <w.ws -1-0 perché w
-1-0 )

Ricapitolando : la proiezione ortogonale
di v su Span (w) ,

ovvero la componente di v lungo W
,
è

twcv := w

Mentre la componente di v ortogonale a
w è

v - avv) = a-
w



Def Tsp .

velt . su IR con prod .

Suol < .

>
. >

.

Sia B = { v1 ,
. . _ ,

non } base di T .

B si dice BASE ORTOGONALE se
i suoi elementi sono

a due a due ortogonali : Fi , j E { 1 . . . - in }

( vi. vj 7=0 se i ⇐ j

B si dice BASE ORTO NORMALE se è una base

ortogonale e i suoi elementi hanno lunghezza 1 ,

cioè se

thije { 1 ,
.
- - in } <vi. v; >

= {1
se l'=]

o se i# j

In fisica : base ortonormale = riferimento ortogonale
di Versari



Eseguo la base canonica di R
" è una base

ortononuale di IR
" ( rispetto al prod .

scalare standard )

caso) sono una base ortonormale
di

Eseu-piofg.jo ) . (
- sino

RZ per ogni 0

%

¥ Se Wai . . .

.
Wn è una base ortogonale ,

allora

Wu

,
>

. . . >µ ,
è una base

ortonozmale

Riscalo i vettori per farli avere lunghezza
1

.



ALGORITMO DI GRAM - SCHMIDT : ti sp.vett.su IR con < i > .

Input : {re , . . .

,
un} borse di T

Output : base Ortonamole di
T

Procedura : costruisco i vettori we . . . .

>
Wn nel seguente modo :

Wz = V1
v2

Wz = v2
- tw
,
(v2) Tetra) adesso ho <Wz ,WI

> = °

(verificare per
esercizio !)

W
}
= v3 - Tiwa (v3) - Tiwa (v3) verificare per esercizio

che

<V3 >
WI)=0 e

<W} ,We>
=0

"

Ng - le proiezioni
di v3

sui vettori che ho già
costruito a

i. vado avanti

Wn = Un - tw,(Nu
) - Tiwa (Nn ) _

. . -
- twn _ , Con )



WI ,
. .

-

, Wu sono una base ortogonale di T

Était ) . _ .

>

,
è una base Ortonamale di T

E
'
l' output dell' algoritmo !



Esempio Trovare una base Ortonamale del piano di 1123

ortogonale alla retta se= Span (§)

rt = Ker ( I 2 3) = { (E) c- pt / ✗ +2g+37--0 }
Trovo una base di rt risolvendo il

sistema lineare :

vi.= (%) NE /§ ) sono una
base di rt

applico Grom
-

Schmidt a re ,
v2 :

wa = va = (To)
were - Times)

= va - .IE?-Ifwi-=(-f ) - f-(f) =

= È /È)



(F) , È ) è una borsa ortogonale di rt

li risale per ottenere
una base oetonormole di rt

Il (F) Il = v5 Il (ÌÌ) " = f§+¥È

WI =
,

= È /%) ← questi formano
una base

Wi-FI, = FEFÈ )
= ¥ (È)

← rtononuaa di rt

11 (§ ) µ = MI ⇒ # ( } ) è una base ortonormole

di r



Unendo le basi si ottiene che

¥1!) . ¥1:) . ⇒ (E)

è una base Ortonamale
di R
}

.



tsn-ipercosa-ortonor.mil. zzore la base

canonica di Rez [×] 1
,
✗

,
✗
2

rispetto al prodotto scolare

< f. g > = §
"

fcx) - glx) DX



DI Una matrice nxn reale si dice ORTOGONALE

se le sue colonne sono una base Ortonamale

di IR
"

rispetto al prodotto scolare standard .

Attenzione alla discrepanza nella terminologia !

Esempi (
'

, :&) . (è :o) , (ÉÌ :)

Esempio {
cosa - sino

sino cosa ) e
'

ortogonale KO

^ È la matrice della
rotazione

sono le
di angolo 0 in senso¥È colonne
antiorario



Esempio (
cosa sind

) è ortogonale ¥0
sino -cosi

' - f→^
""(
"±

)ez sin¥
↳

e, →
Aez

Non è una
rotazione !

E
'

la composizione
della riflessione ortogonale rispetto

all' asse × e di una
rotazione di angolo 0 .

cosa sin 0( sino -caso) - (Et Tof ) (
io ;)

E
'

la riflessione ortogonale rispetto alla
retta

spanf: È)



NOn-esempi.LIf) non è ortogonale ,
ma le colonne

formano una base ortogonale (ma non

ortonouuale) di R2

1-

(" %) è ortogonale ! E
'
il caso precedente

È - Fa con a- E



teoremasia MEN nxn (R) .
Le seguenti affermazioni sono

equivalenti ;
1) M è ortogonale ,

cioè le colonne di M sono una base

ortonouuale di IR
"

2) tm . M = I

3) M è invertibile e M
-1
=

+ M

4) M . tm = I

5) tm è ortogonale ,
cioè le righe di M sono una base

ortonouuale di R
"

.

Dim 1⇒ 2 : siamo v1 ,
_ . _

,
Nn le colonne di M

quindi M = (nel . . . /vn) tm = (Ì÷⇒



tre . v1 tre. v2 . . -

trainingtm.in = ( te! -K) =

→
.

.

. tra"

M )
. - →Nn sono

o sei tj
⇐

una base+
Mi M = I ⇒ {vi.g.ztvi.my.

= {
1 se i

ortonouuele
di R?

☐

Prof . Il prodotto di due matrici ortogonali è ortogonale

• Il out . di
una matrice ortogonale è 1 o -1

.

Dim Facile
, per

esercizio !



01 Se M è una matrice ortogonale ,

allora TM = M
-1 ( è vantaggioso per

il calcolo di M-1 )

"

Funziona bene per il cambio
base sia per endom.ae

fismi che per forme
bilineare

"

M ortogonale .

M = (v11 . . . Iron) = MJ
"

( id Rn) con

B. = { v1 ] . .
.

>
in} base ortonozmole.de

R
"

A c- Un ✗n
(

fendoueofissno
associato ad #

A = Mcan (La) = Man
(Gf

forma bilineare
associato ad A

sono uguali

MB ( LA) = MInlid)
. Mietta) .NET/d)=M-1AM

← perché M

MB ( ba) =
+MÈ

"

( id) . Manara) . pyjgang, > = +MAY
è ortogonale


