" 5. Le quadriche dello spazio euclideo

Nel presente paragrafo, estenderemo alla dimensione tre i concetti e i risultati esposti
nel § 2 per la dimensione due. Supponiamo dunque che £ 3 gia uno  Spazio euclideo di
_dimensione tre, in cui & fissato un riferimento cartesiano R = (0, B).

¢ Definizione 12.15. Considerata una generica equa.zmne algebrica di secondo grado
nelle coordinate z, y e z:

(%) 11T +a22y +agsz +2a12:ry+2a133:z+2a23yz+2a01m+2augy+2ag3z+am =0,

diremo che tale equazione rappresenta, nspetto al nfenmentn cartesiano R una
‘quadrica dello spazio euclideo £°. 3 |



¢ Definizione 12.18. Data una quadrica @ di £° di equazione (¥) to-di~eeruaziome
omegenes—{iiiy=5i dice matrice associats a Q (o discriminante di Q) rispetto al
riferimento cartesiano R la matrice simmetrica

o0 Gpr1 Goz 403

o a1 . a a1 '
A= Go1 11 12 13_ e 84(R)
Ggz2 G12 G2 . G23

Qos G13 G23 433

Ay

Tramite la matrice associata a @, & possibile scrivere in forma matriciﬁ,le le equazioni

(*) =it di Q:

(») (1 -::: y z)-A- =0 (o, piu smtetlcament.e, J‘('u',)-A-'(u.) = 0);

N2l e



@ Proposizione 12.20. Sia Q una quadrica di £3 avente, rispetto al riferimento

cartesiano R, matrice associata A € S4(R). Se R’ é un altro riferimento cartesiano
su €% ed

! f,’.{ E% eé T bl E‘.} eé 8 Eé

2 £ 2 2
y" — e% 6% E% Yy + b 3 cComn E = 51 Ez 53 & 03 (R)a
2! e? E% e% 2 b3 e:% e% e%

sono le equaziont del cambiamento di riferimento da R ad R/, allora la quadrica Q
ha, rispetto ad R', matrice associata A’ tale che

1
4w bR AR wm Bl

M Propasizione 12.21. Tuiti i discriminanti di una stesse guadrica C hanno lo

stesso Tango. -

Per rango o(Q) di Q si intendera il rango di un suo qualsiasi discriminante.

¢ Definizione 12.19. Una quadrica @ di £ 3 si dice non specializzata 0 non degenere
se 0(Q) = 4. In caso contrario, si dice che Q & una quadrica specializzata o degenere
di £2. | |

Quindi, se A & un discriminante di &, s ha che Q & degenere se e solp se det A = 0.



® Teorema 12.32. (Classificazione delle quadriche non specializzate di ¢
Sia Q una gquadrica non speciglizzata di £3. Allora Q appartiene ad una ed una soh
delle seguenti classi:

{2;) paraboloidi ellittici (o non rigati);

(ag) paraboloidi iperbolici (o doppiamente rigati o a sella);

(b1) iperboloidi ellittici (o non rigati o a due falde);

(b2) iperboloidi iperbolici (o doppiamente rigati o ad una falda);

(c1) ellissotdi reali; , |

(c3) ellissoidi immaginari (o vuoli).



# Proposizione 12.30. Sia Q una quadrica non specializzata di £° € sia A una sua
matrice associata, rispetto al riferimento cartesiano R,

{a1) Se @ ¢ un paraboloide e det A < 0, allora esiste un riferimento cartesiano
| su £ rispetto al quale Q assume equazione

2 v
Z = £~+}—,— con a,beRY, a>b; ellittico
a2 ¥ -

(ag) Se Q é un parsbolasde e det A > 0, ellora esiste un riferimento cartesiano
su &% rispetto al quale Q assume equazione

xX?* Yy*

Zzaﬁ'b2

con a,beRT; | ‘iperbolico



Paraboloide iperbolico




http://mathworld.wolfram.com/Paraboloid.html

Paraboloide ellittico.

X2 'Yﬂ

Z==+3

] X -
A X Y http://mathworld.wolfram.com/HyperbolicParaboloid.html

Paraboloide iperbolico.



(b1) Se Q é un iperboloide e  det 4 < 0, allora esiste un riferimento cartesiano
su £2 rispetto al quale Q assume equazione

2 2
X +1;2 f: ~1 con a,bceRY, a>2b ellittico

(by) Se Q ¢é un iperboloide € det A > 0, allora esiste un riferimento caﬂemna
su83 rispetto al quale Q assume eguazione
x2 yv* 2z
+ —_
2y

=1 con a,b,ceR7, a > b iperbolico
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X2 vy2 zZ2 Iperboloide ellittico.

http://mathworld.wolfram.com/Hyperboloid.html

o

x2 y* 2z
L. _Z_ =1

Iperboloide iperbolico. a b2 ol



(e1) Se Q ¢ un ellissoide e det A < 0, allora esiste un riferimenio carfesiano su
~ £2 rispetto al quale Q assume eguazione

2 2 | |
X' 1;2 +—f=—2--~1 con a,b,eeRY, a>b>c reale

(c2) Se @ ¢ un ellissoide e det A > 0, allors esiste un riferimento cartesiano su
E3 rispetto al quale @ assume eguazione
X v zZ?
t ot g =

-1 con ag,bceRY, a2b>c immaginario
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Ellissoide reale.

X2 y* ZzZ3
=3 +b2 +—c?-~1

http://mathworld.wolfram.com/Ellipsoid.html

Ellissoide immaginario.

X v z?

ZtTEpta=1




Coni e cilindri

Teorema Sia Q una quadrica specializzata di £*. Se p(Q) = 3 allora Q appar-
tiene ad una ed una sola delle sequenti classi:

(dy) cons reali;

(d2) coni immaginari;
(e1) cilindri ellittics;
(e2) cilindri immaginari (o vuoti);
(e3) cilindri iperbolici;

(e4) cilindri parabolici;.

Se 0(Q) < 3 allora la quadrica, se non é vvota, é l'unione di due piani, un solo
piano (contato due volte) oppure un punto.



Proposizione Sia Q una quadrica (specializzata) di E° tale che o(Q) = 3.

(d1) Se Q ¢é un cono reale esiste un riferimento cartesiano di E3 rispetto al
quale Q assume equazione

X% e g i
¥+b7—?:0, con a,b,ce R, a>b;
(d2) Se Q & un cono timmaginario esiste un riferimento cartesiano di &€ 3 rispetto
al quale Q assume equazione

X4 ¥R RS +
il ng[], con a,b,ce R", a > b > ¢
L ;




cono reale

cono immaginario




(e1) Se Q & un cilindro ellittico esiste un riferimento cartesiano di E2 rispetto
al quale Q assume equazione

XE YZ
a2+b2 =1, con a,beRY, a> b

(e2) Se Q ¢& un cilindro immaginario esiste un riferimento cartesiano di €3
rispetio al quale Q assume equazione

X+ ¥
ETET

con a,beRT, a>b:
(e3) Se Q & un cilindro iperbolico esiste un riferimento cartesiano d £3 rispetto
al quale Q assume equazione

X= ¥y P
";2—“-3)—2:1, mna,bER,aZb,
(e4) Se Q éun cilindro parabolico esiste un riferimento cartesiano di £ rispetto
al quale Q assume equazione



http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

cilindro X2+Y2 { cilindro X2 y?
ellittico a h2 immaginario g2 L b?

cilindro X2 Y* cilindro N 1

iperbolico = 2 1 parabolico 2



W Proposizione 12.34. Una quadrica @ di £° é una sfera se e soitanto se, in una
qualunqgue matrice associata A, si ha

>

det A <0 € Mog = | O
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NGome noto, si definisce sfera di centro C e raggio r > 0 l'insieme

S?={Peé&® | d(P,C) =r}.

Se si sceglie in £? un riferimento cartesiano avente origine coincidente con C, allora 'equazione di

52 diventa, ovviamente:
S$2: X24VY24 22 = 2,
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