Su una caratteristica del sistema Mathematica
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Riassunto. In questa nota viene presa in esame una caratteristica del sistema di calcolo algebrico Mathematica (prodotto dalla Wolfram Research Inc.) che lo rende particolarmente interessante. Si tratta della capacità di realizzare il cosiddetto pattern matching, cioè la possibilità di individuare, all’interno di un’espressione, le sottoespressioni che si conformano ad un determinato modello e conseguentemente modificarle secondo criteri dettati dall’utente.

Abstract.  In this paper we focus on an interesting characteristics of the Computer Algebra System Mathematica (produced by Wolfram Research Inc.), namely the capability of performing what is known as pattern matching.  This is the possibility of finding out the sub-expressions of a given expression which conform to a given pattern,  and subsequently modifying them according to user-driven rules.
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Il docente di matematica che si appresta ad utilizzare un sistema di calcolo algebrico (in inglese: Computer Algebra System, abbreviato CAS) si interroga sul guadagno formativo che potrà trarre dall'uso di un tale sistema ed anche si interrogherà su quale scegliere tra i numerosi sistemi che il mercato offre. In questa nota non vogliamo discutere l'opportunità o meno di utilizzare un sistema di calcolo algebrico, ma vogliamo porre in evidenza una peculiarità del sistema Mathematica, che lo rende preferibile ad altri sistemi, secondo alcuni, mentre secondo altri contribuisce a complicarne l'uso. Alludo alla possibilità di controllo, da parte dell'utente, del cosiddetto Pattern Matching, espressione peraltro di ardua traduzione in italiano (corrispondenza tra forme, corrispondenza tra modelli?). 

Tutti i CAS consentono la possibilità di modificare un'espressione che si conforma ad un determinato modello in base e determinate regole di trasformazione, ma non tutti i sistemi danno all'utente una possibilità di controllo completo su tale strumento. 


Come spesso accade, la cosa migliore è procedere per esempi, con la necessaria gradualità. Cominciamo col dire che le espressioni che Mathematica è in grado di gestire appartengono a determinati tipi, che possono essere evidenziati chiedendo al sistema di esplicitare la relativa intestazione (Head). Ad esempio: 
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Possiamo ugualmente chiedere al sistema se una semplice espressione come 3 si conforma al modello (o alla forma) Integer: ecco come
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dove la scrittura x_Integer sta a significare: una qualunque espressione la cui intestazione (cioè il cui tipo) sia appunto Integer. Ma possiamo procedere oltre, chiedendo se una certa espressione si conformi al tipo intero positivo, oppure intero non negativo. Ecco alcuni esempi al riguardo: 

[image: image3.wmf]
Il secondo argomento della funzione MatchQ, cioè x_Integer?Positive, controlla al tempo stesso che l'espressione a primo argomento sia di tipo Integer e che il suo valore sia positivo. Ancora: 
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Possiamo fare un passo avanti controllando se una coppia di interi si conformi al modello
(intero non negativo, intero positivo); 

ecco come: 
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A questo punto siamo pronti per mostrare un primo utilizzo di questa possibilità offerta dal sistema Mathematica: possiamo scrivere l’algoritmo euclideo per il calcolo del MCD come sequenza di trasformazioni che si applicano alle coppie del tipo (intero non negativo, intero positivo). Se (x, y) è una tale coppia, la regola di trasformazione è


(x, y)   --- >   (y, Mod(x, y)),
dove Mod(x, y) è il resto della divisione di x per y. La regola di sostituzione si scrive:
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Applicata ad una coppia del tipo appropriato, essa esegue la trasformazione voluta, mentre lascia inalterata una coppia che abbia il secondo elemento nullo: 
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La ripetuta applicazione di tale regola (che si effettua con il comando //. al posto del semplice /.) calcola dunque il MCD tra x e y come il primo elemento dell'ultima coppia a cui la regola si applica. Alcuni esempi: 
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Verifica: 
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Ancora: 
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Il nostro secondo esempio ha a che fare con le funzioni circolari. E' ben noto il fatto che ogni espressione del tipo cos(nx), con n intero positivo, può essere riscritta come polinomio di grado n nell'espressione cos x, mentre un'analoga possibilità per l'espressione sin(nx) è possibile soltanto per n dispari. Insegniamo esplicitamente a Mathematica le regole consuete relative alle funzioni trigonometriche: 
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(formule di addizione);
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(seno è dispari, coseno è pari);
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(calcolo ricorsivo di cos(nx) e sin(nx) per n intero positivo).


Ecco che cosa accade se applichiamo tali regole ad espressioni come sin 3x oppure cos 4x : 
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Insegniamo a Mathematica una regola ulteriore: 
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A parole: ogni occorrenza di una potenza del tipo (sin x)^n, a patto che n sia un intero pari, venga sostituita con l'espressione (1 – cos x)^(n/2). Chiaramente stiamo sfruttando l'identità fondamentale delle funzioni circolari. Ecco che cosa accade se nuovamente valutiamo espressioni come le precedenti, utilizzando anche questa settima regola: 
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Il nostro terzo esempio riguarda il cosiddetto "falso quadrato" o "regola per il completamento del quadrato". Ecco la regola
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Spiegazione: tutte le volte che si incontra un'espressione del tipo "un monomio di secondo grado in una certa lettera più un monomio di primo grado nella stessa lettera", sostituirla con l'espressione ecc. ecc. Si osservi che i coefficienti dei due monomi possono anche non comparire esplicitamente: in tal caso essi vengono assunti uguali a 1 (questo è il valore di default di una variabile seguita da _.  quando essa è un fattore di un prodotto. 

Esempi: 
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Verifica: 
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Verifica: 
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Verifica: 
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Quarto esempio: supponiamo (il che è ovviamente falso) che Mathematica non sappia derivare i polinomi. Possiamo insegnarglielo costruendoci una funzione ad hoc, che chiameremo dp. Ecco le regole: la derivata della somma è la somma delle derivate: 
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La derivata di una costante (rispetto alla variabile di derivazione) per una funzione è uguale alla costante per la derivata della funzione: 
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La scrittura  /; FreeQ[c, x] significa "a patto che l'espressione c non contenga x". La derivata di una costante è 0: 
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La derivata della variabile rispetto a se stessa è 1: 
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La derivata di un monomio con esponente positivo è uguale all'esponente moltiplicato per il monomio con l'esponente diminuito di un'unità: 
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Esempi: 
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Per concludere, mostriamo un'ulteriore sofisticazione possibile: l'uso di due o anche tre underscore per indicare uno o più argomenti, o anche nessun argomento. Supponiamo (il che è falso) che Mathematica non disponga di una funzione per prelevare il primo elemento di una lista non vuota (tale funzione esiste e si chiama, ovviamente First). Esaminiamo la seguente funzione: 
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Si osservi il doppio trattino come pedice della seconda variabile. Ed ecco come funzione la nostra funzione: 
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Dunque b__ sta ad indicare uno o più elementi. E se c'è un solo elemento? Proviamo: 
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Su una lista di un solo elemento (singoletto) la nostra funzione non restituisce il primo elemento, ma la lista stessa. Questo perché non c'è un secondo elemento. Ma la cura è semplice: basta mettere tre trattini di sottolineatura per indicare un numero di elementi che può essere essere pari a zero (cioè può non esserci alcun elemento). 
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