Integrali indefiniti

Abbiamo sinora studiato come ottenere la funzione derivata di una data
funzione.

Vogliamo ora chiederci, data una funzione f, come ottenerne una fun-
zione, che derivata dia f.

Esempio

Data la funzione f(z) = z* — 3z + 9, dobbiamo cercare tre funzioni:la
prima funzione deve dare %, la seconda —3z e la terza 9.

Per ottenere z* dobbiamo considerare z° ma dobbiamo anche dividerlo
per 5, cioé dobbiamo considerare %; per 3x otteniamo %, mentre per 9,
abbiamo 9x.

Ora, mettendo tutto questo insieme si ottiene la seguente funzione,

F(z) = %—%—FQ:{:.

La funzione F' si chiama primitiva di f.

Anche le f5unzioni:

Fl(x):%—%—i—%t—l—iﬂo
5

Fg(x):%—%-i—im—@

sono primitive di f; quindi, la primitiva di f, se esiste, non é unica.

Infatti, se la funzione F' & primitiva di f in un intervallo 7, allora tutte le
funzioni G(z) = F(z) + ¢(c € R) sono primitive di f in I.

Inoltre tutte le primitive hanno questa forma come afferma la seguente:

Proposizione Sia f : I — R . Se le funzioni F' e G : I — R sono
primitive di f allora esiste una costante (¢ € R) tale che

G(z) = F(x) + c per ogni x € I.

Dimostrazione. Sia H(x) = G(x) — F(x) per ogni = € I.

Allora H'z) = G'(z) — F'(x) = f(x) — f(z) = 0. Per un Corollario

al Teorema di Lagrange essendo H una funzione continua a derivata nulla
nell’intervallo I é costante in 1.

Quindi ¢c=H(z) =G(z) — F(z) e G(z) = F(x) +c.
Ora siamo in grado di dare la seguente:

Definizione: Data una funzione f, 'insieme delle primitive di f si chiama
integrale indefinito e si indica,

/f(a:) =F(x)+c¢
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In questa definizione [ ¢ il simbolo integrante, f éla funzione integranda,
x la variabile di integrazione e ¢ la costante di integrazione e F' una qualsiasi
primitiva di f.

Proprieta dell’integrale indefinito

Dalle proprieta delle derivate di funzioni si ottengono le seguenti propri-
eta:

e se k ¢ un numero reale [kf(z)dx =k [ f(z)dz

o [f(z)£g(x)de= [ f(x)dxx [ g(x))dx

In altre parole, 'integrale di una combinazione lineare di funzioni ¢ la
combinazione lieare dei singoli integrali.

Diamo ora la lista degli integrali delle funzioni elementari

n _xn+l
fz dr = T e

Questa formula, non vale quando n = —1, infatti in tal caso si avrebbe
0 a denominatore.

[ kdx = kx + ¢ dove k, ¢ sono costanti

[ sinzdx = cosz + ¢

[ coszdr = —sinx + ¢

fa‘”dxz“—w—i—c

Ina

fexdx:ex—i-c

[ 2dz =Inl|z|+c

o [L-dx= [(1+tan’z)dr =tanx +c

cos?

1 _
i Tzdr = arctanz + ¢

i ﬁd% = arcsinx + ¢



Esempi

L [(5t* =10t 6 +4)dt =53* — 105t + 4t +c=St"+ 2P+ 4t + ¢ =

o5 (5t° +16t° 4+ 8) + ¢

(2% + 278)dx = %xg — %xq +c= 63117 (7216 —9) + ¢

o
—

7
1

3. [(3Vad+ s+5z)de = f(3x%+$%+#5)dx =3-tri-Ip44lartc=

shr (2807 + 1440 — 147) 4 ¢

4. [dy=y+c

5. [(w+ Yw)(4 — w)dw = [(4w — w*Yw + 4w — w?)dw = [(4w —

7 1 4 10
w3 +4dws — w?)dw = 2w? — w* + 3ws — Fws +¢

ISR

6. [ 4x107213,634+1512 de = [(427 — 20 + B)dr = La® — 22 + 151n 2| + ¢

7. [(3e" 4+ 5cosx — —9-)dx = 3e” + Bsinz — 10 tanz + ¢

cos2x

8. f(yfil + 6siny + g)dy = 23arctany —6cosy + 9n|y| + ¢

9. I(M)dQZI(L 6)df = Ttanf — 60 + ¢

cos? 0 cos20
st t
10. f sin 3 cos Edt

Ci sono diversi modi per fare questo integrale e la maggior parte di questi
medodi richiedono tecniche che esporremo in seguito. Tuttavia, vi € un modo
semplice per calcolare questo integrale.

Dobbiamo solo ricordare la formula di duplicazione del seno: sin2t =
2sintcost

Sostituendo ¢ con § si ha: sint = 2sin £ cos £; quindi:

[sinicosidt = [3sintdt =—1cost+c

Come osservato in precedenza vi ¢ un altro metodo per fare questo integ-
rante. In realta ci sono due metodi alternativi, come vedremo in seguito, ma
la formula di semplificazione nel precedente problema & un bel "trucco" da
ricordare.

Essa puo essere utilizzata per semplificare notevolmente alcuni problemi.

Consideriamo ora altri problemi:

determinare le funzioni tali che



o (a) f'(x) =42® — 9+ 2sinx + 7e”; f(0) = 15

o (b) f7(x) = 15y/x + 52 +6; f(1) = —5; /(1) = 2

Per risolvere il problema (a) dobbiamo trovare una primitiva di f’ che
valga 2 in 1. Le primitive di f'sono: [(42® —9+2sinz + 7e")dx = z* — 9z —
2cosx +Te +c

Dunque dobbiamo trovare un valore di ¢ per cui:

15=f(0)=0"-=9-0—2cos0 + 7¢’ + ¢; quindi

15 = =2+ 7 + ¢, che significa ¢ = 10

Dunque f(z) = 2* — 9x — 2cosx + Te® + 10

Per risolvere il problema (b) dobbiamo trovare una primitiva di f” che
valga 2 in 1,

[(15y/x + 523 + 6)dx = 15§x% + 32t 4 62+ = 3at + 1022 + 62 + ¢

(1) =104+2+6+c=c+% =2, quindi c = -%.

Ora dobbiamo trovare una funzione la cui derivata sia 2z*+ 1022 +62— &
e che valga —2 in 1.

Quindi

J(Gat +1027 + 62 — S)de = Lo + 423 + 322 — Lo 4+ d =

Chiediamo che la funzione in 1 valga —%.

f() :3—%+%+4+d: —%, quindi d= %

La funzione richiesta ¢ f(z) = 4x3 + 12° + 32% — 162 + 2L

La retta tangente al grafico di f nel punto di ascissa 1 ha equazione:
y+2=2z-1)



Integrali per sostituzione

Sinora abbiamo calcolato integali elementari: cioé integrali che si possono
ottenere dal formulario o applicando la formula della derivata della somma
e dalla moltiplicazione una costante; non siamo pero in grado di calcolare
integrali del tipo:

/18x2\4/ 623 4 5dx; oppure /(1 — 1) cos(w — Inw)dz

Per risolvere questi integrali abbiamo bisogno della regola di sostituzione,
cioeé dobbiamo usare la regola di derivazioni di funzioni composte.

In entrambe i casi proposti la funzione integranda & del tipo: f(g(z)) ¢'(x)

o f(g(w))g'(w).

Allora bastera trovare una primitiva di f , poniamo F' e avremo

/ f(9(2))yg(z) dz = F(g(x)) +c

In pratica porremo u = g(z) essendo du = ¢'(z)dz, si potra scrivere:

/f(g(a: d:c—/f (u) +c¢ dove u=g(x)

Risolvere un integrale per sostituzione significa eliminare ogni x che esiste
nella funzione da integrare e scrivere 'integrale completamente in termini
della nuova incognita utilizzando sia la definizione della nuova incognita sia
il suo differenziale.

Calcoliamo / 182%+v/623 + bdx

ponendo u = 62® + 5 , sotto questa condizione du = 18z%dx e

/18:p2\4/6m3 + bdr = /uidu = %u% +c= %(6x3 + 5)3 +e
Calcoliamo /(1 — L) cos(w — Inw)dx
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ponendo v =w —Inw, du=(1— < )dw abbiamo
(1—2)cos(w —Inw)dx :/ cos(u)du = sinu + ¢ = sin(w — lnw) + ¢

Come al solito siamo in grado di controllare i nostri risultati derivando le
soluzioni trovate.

Attenzione: quando si usa la regola di sostituzione, non dimenticare di
"tornare a sostituire" la variabile iniziale e ottenere | ’integrante con la vari-
abile originale.

Esempi

1. /3(8y — 1)e®*vdy
Ponendo u = 4y?> —y sihadu= (8y —1)dy e

/3(8y - 1)€4y27ydy = /3e“du = 3% + ¢ = 3eM Y 4 ¢

2. /x2(3 — 102*)*dx

Ponendo u =3 — 102* si ha du = —302%dz (z%dz = — %)

/x2(3 —1023)*dz = /u‘l_d—;f0 =t (=g’ +c=—535(3—102%)° + ¢

> /ﬁdﬂf

Ponendo u =1 — 42? si ha du = —8zdz (vdr = %)
/\/# /U éﬂ:— 4= i(1—4x) +c

4. /cos(Bz)sinw(Sz)dz

Ponendo u = sin(3z) si ha du = 3cos(3z)dz e

/cos(Bz) sin'(32)dz = /um%“ =1Ll +c=Lsin"(3z) +¢



cos\/z
D. /—\/5 dz

Ponendo u = x2 si ha du = Lz~ 2dx e 2du = \%dm quindi

1
2

/%Ed:v = 2/ cos(u)du = 2.sin(u) + ¢ = 2sin(y/z) + ¢
6. /sin(%) cos(%)dt

Ponendo u = sin(}) si ha du = % cos(§)dt e

sin(%) cos(§)dt = /Qudu = v’ + ¢ =sin’(}) +c=sin’L +c=
lf;ost - % _ %COS(t) +c= —% COS(t) +c



Integrali per parti

Mentre la formula di integrazione per sostituzione ¢ conseguenza dal teor-
ema di derivazione di funzioni composte, la formula d’integrazione per parti
segue dalla formula della derivata del prodotto di due funzioni,

(fg9)=[f-g+fg, cioe

f9 =99

Quindi, dovendo cercare le primitive di un prodotto di due funzioni di
cui una sia derivalbile (fattor finito) e dell’altra si conosca una primitiva
(fattor differenziale), possiamo trasformare la ricerca di queste primitive in
una ricerca diversa, a volte pitl semplice:

/ f(2)g/ (@)dx = f(z)g(z) — / f(@)gle) de

Esempi

1. /a:lnxdx

Si tratta di un prodotto di funzioni: della funzione logaritmo si conosce
la derivata (1/z), ma non una primitiva e quindi si scegliera come fattor
finito, della funzione x si conoscono le primitive e quindi sara scelto
come fattor differenziale. Quindi ponendo

f(z) = logz(fattor finito); g(z) = x (fattor differenziale), si ha :

2 2

/xlnxdm = (lnx)%2 —/(%)%dm = (lnm)%2 —/%dm = (Inz)% — % +c

2. /xe‘”dx

Conviene scegliere f(z) = e” come fattore differenziale e g(x) = = come
fattore finito. Dunque si ha:

/xexdm = ge® — /1e$d:v =zge¥ — e+ ¢



3. / In(x)dz

Scriviamo /ln(x)dx = /1'ln(a:)d33

Scegliamo f(x) = 1 come fattore differenziale e ¢(x) = In(z) come
fattore finito. Dunque si ha:

/ In(z)dz = zin(z) — / vlde = aln(z) — x +

4. /:c sin xdx

Scegliendo f(x) = sinz come fattore differenziale e ¢g(x) =2 come
fattore finito, si ha:

/xsinxda: = z(—cosx) — /1(— cosz)dr = —xcosz +sinx + ¢

5. /xz cos(2x)dx

Scegliendo f(z) = cos(2x) come fattore differenziale e g¢g(z) = =
come fattore finito, si ha:

/a:2 cos(2x)dx = wa - /2m%dm = xzw - /m sin(2x)dx

2

Integrando ancora per parti si ha:

/x2 cos(2)dr — 2?E _ (p(_coutz)y _ /1.cos§_2x>d$) _ g

cos(2z)  sin(2z)

T——~ — —p - tc

6. /e"’c cos xdx = e” sin x—/egc sin zdz = e” sin x—(e”(— cos x)—/ex(— cosx)dx) =
e’sinx + e cosx — [ e* cosxdr

In conclusione 2 / e’ cosxdr = e’sinx + e cosxr +ce

/ez cos zdxr = €SHW+COS$ +c= exsmx—;—cosm + e

7. /sin(%) cos(3)dt = 2sin® § — [ cos $tsin 1t dt
Quindi 2/ sin(L) cos(L)dt = 2sin* L +c¢ e/ sin(%) cos(L)dt =sin®* L +c¢
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