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20 4. INDIPENDENZA © 88-7171-012-6

4.1 LEMMA DI BOREL E CANTELLI (SECONDA PARTE). Se gli eventi della
successione Apn sono due a due indipendentt e la serie 3 P(An) diverge,

allora Uevento limsup A, ha @833:3 uno.

Dimostrazione. Posto ax = P(Ag), e sn = @1 4+ .-+ ap, poniamo S5 = L.
ceot Iy, €5 =5upy S,. Grazie all'indipendenza, le variabili Y; = Ia; — @i
sono due a due ortogonali in L2 esiha P(Y)) =P (Lag a? — 2a:14;) < G-
Ne segue P[(Sn — sn)?] < $n-

Fissato g, da un certo n in poi si avra S, > q¢€ I’evento {S < q} sara incluso
in {Sn < g}, asua volta incluso in {|Sn — sn| = Sn— 4} Dalla disuguaglianza
di Markov scritta per 1a variabile (Sn — sn)> € Per { numeri (sp — g)* si ha
allora P(S < q) < Sal8n — Sln, che tende a zero al crescere di 1. Facendo la

riunione sui ¢ razionali, si conclude che S & quasi certamente uguale a +00- O

Indipendenza di variabili aleatorie

Due variabili aleatorie X e Y (definite sullo stesso spazio di probabilita) sa-
ranno dette indipendenti se lo sono gli eventi {X € Ale{Y € B} per ogni
scelta di Ae B misurabili negli spazi darrivodi X e Y rispettivamente. In
lemento della triblt generata dall’una & indipendente da

altre parole, se ogni e
ciascun elemento di quella generata dall’altra (con un ragionevole abuso di

linguaggio, diremo indipendenti le triblt).

L’indipendenza di X e Y esprime il fatto che per ogni H d
nulla appartenente alla tribl generata da Y e per ogni A si ha 1'uguaglianza
Pu(X € A)= P(X € A), e cioe che per ogni H siffatto la legge di X secondo
Py coincide con quella secondo P. In altre parole, un’informazione sul valore
di Y non altera la legge di X; analogo enunciato ove st scambi X con Y.

Dalla definizione appare chiaro che I’indipendenza di una coppia di <§.5§=
odo che una coppia di

aleatorie e una proprieta della legge della coppia, di mi
variabili isonoma a una indipendente & pure indipendente.

i probabilita non

A. Due variabili sono indipendenti se € solo se la legge della

4.2 TEOREM
sura prodotto delle leggi delle singole variabili.

coppia & la mi

Dimostrazione. L’indipendenza delle variabili X e Y equivale all'uguaglianza
tra P(X €AY € B), che & il valore della legge della coppia CA qu\..f sul ret-

tangolo A x B, e il prodotto P(X € A)P(Y € B) dei vt Jori della legge di X
in A e di quella di Y in B, per ogni scelta del rettangolo. Equivale a dire che

coppia e prodotto delle singole leggi (entrambe misure di proba-

legge della
O et w1 meadatto degli spazi d’arrivo delle due variabili) coincidono

© 88-7171-012-6

4.3 TeO i
REMA. Il prodotto di due variabili aleatorie reali indipende

trambe integrabili & 1 ;
inte;
o grabile e ha speranza uguale al prodott

Di ) ¢
DSMQH,MMHMS:M m.m pe la legge di X e v quella di Y, la coppi
) Hm% Ht ES wuma integrazione rispetto alla misura wEEmmWWmm.
ciato segue nhn MW&%M\ WNF#WHES : NU_CD\V e - o_
. : , una volta riconosci i ilita
g ! osciuta l'int
il medesimo ragionamento applicato ai valori assoluti %mmﬁ“wm
1

Ancora un ri
ricorso al teorema di ini
i Fubini porta
al s
remo molto frequentemente in futuro M

4.4 LEM .

X Ss,.w:w“w&w : M:uaﬁozm. Sia ﬁ una tribu indipendente da Y che
C o et &M M mma%.q MA\SMN N?:So:m reale definita sul prodotto deg
" 2 ale che Z = f(X,Y) ri L )
g9(z) = P[f(,Y)], la variabile go X BS.@MR &Wo“m%w MMNWQ.SSN@.

Di : ; 5 1s
wﬁmﬁﬂﬂﬁwﬁwaw Sia J lindicatrice di un elemento di F; la coppi
> : : : ia |.
S MBBM WM Y; dette pev le leggi rispettive, E_Ummnmnaocwmw mﬁﬁ
e %m: Am e usando il teorema di Fubini, la speranza di ,NNv si
e %.«M M‘Mv “_vommsvv \.\.QF dv), ove l'integrale interno &Q“
» i ved per integrazione ri i i
In conclusione si ottiene P(JZ) = [wug(v) tE:H _Mwmvemv W_M.w Mﬂ_wﬁm Em_u

S ] : .

e F oM Mﬂﬂwmﬂ,u@% di applicare il lemma quando sono date X e Y indi
B . Boaw .mmmﬂoumam da X. In particolare si ha P[f(X,Y)] = Wm
R o informale, per calcolare la speranza di f(X w\v me _
. FEM. MMW Mumamuam e si determina la funzione g(x) - JE Tﬁ ABM
: e funzione e se o z,
in due fasi da nome al lemma. ne prende la speranza; questo proced

Anche d izi
la proposizione seguente sara utile in seguito

.m OREMA .m_m N omm. 2 .& T @SNN Q\Nm.wn.vqs QQQ.N@ s:&ﬁwmef
A H—w E 5 a s a R UE VA

a €
g:QNN ? N%ﬁmhﬁseg‘_:Q:HN. &s ..—.L vq SQ\NQ Qs‘wﬁ&ﬂ@ ciascuna &s esse

Dimostrazi ic

. mMMM:a.~ m&.z.o N e Y le variabili; se X +Y e quasi certament

- aonamnwm@ wmzm_u_._m m.l X, quasi certamente uguale a Y, € indi M
" risulta indipendente da se stessa; due m‘\msau ooBv_M:

della tribu otto d
mmbmﬁm.ﬁmp da X sono indi 1 i; si
‘ i : . o penc enti; si annulla il U».OQ t
UHOgUEo@ e Qgﬂﬁo la ﬁwO—um.—u;;&. di uno di essi per cui la nw.m_uﬂn,m Qm_
’ €f

il lemma 3.2 segue che X & banale; lo stesso per Y.

o~
= e
- e
v 4 e A
-
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zero e risulta minore di € per k opportuno- Si prenda

dunque f = 9k © si noti che la legge di foXn— X, non dipende da 1

Detta A una costante che maggiora il valor assoluto di Fs poniamo N

foXne naturalmente gt=X{+ " 4+ X1 sl avra evidentemente |S5/nl < A,

Fo e |(Sa — S/l < ¥ Dz Xk & Xpl<e

Per la parte del teorema gia dimostrata, 12 successione Skin tende quasi
limite L™, © la convergenza; dominata da A, ha luogo anche

certamente a Ul
di Fatou si ha poi | L — L <& Abbiamo allora

in LY; per il lemma
|Sn/n— LIl < \(Sn — smy/nll + \\Sn/n— L+ L - L\
<2+ |\Sa/n L\

n—L|<2%e quindi Sn

llgr© X1 — X, || tende a

/n tende 2 L in L' pern = X

da cui limsup 1|Sn/
dato che € & arbitrario. ml
Oo=~m0<<.5 Bo&morm,mw vede facilmente che se le variabili Xn apparten-

gono 1P, la convergenz di S, /m ha luogo pure in LP.
enza quasi certa

rv._aomnwg:@. & tutt’altro che necessaria Per ]a converg
tante (dunque stazionaria) di variabi-

delle medie: Per una successione €oS

1i aleatorie tutte uguali & una non integrabile, le medie Ao<<._m.50b$ tutte

uguali) convergono banalmente dappertutto- Addirittura esistono successioni

stazionarie non integrabili le cui medie tendono quasl certamente a Zero: basta

prendere una variabile X non integrabile jsonoma 2 _X (impareremo in se-
stazionaria vobouao Xok+1 = X

guito che esistono) € definire una successione
o Xqp = —X;siba allora |Sn/m| < 11x|—0.
con un ulteriore risultato si

Concludiamo Vesposizione

3.14 TEOREMA. Sia Xpn una succes a di variabili integrabili

positive € sia L = liminf(Xy + nulle

quast certamente sull’insieme {L= 0}

one. Sia J lindicatrice di{L= 0}; la successione JX,, ¢ staziona-

ria, in particolare P(JXk) = P(JX1) per ogni k: facendo la media aritmetica

sukdalan si ottiene P(JX1) = PJ(Xy+ + X)/n) facendo ten-
lo la convergenza in L' delle medie verso L se ne

dere 1 all’infinito e usanc
go@:omwc NSH w@k;n P(JL) — 0, ossia Xk = 0 quasi certamente st

(L=0} O

gnificativo.

sione stazionart
X,)/n. Allora utte le Xn SOTO

Dimostrazi

© 88-T171-012-6
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CAPITOLO 4

Indipendenza

La nozione di indi
indipendenza h .
bilita: essa formalizza I'i a grande importanza nel
- &OMHMEHNS Iidea intuitiva di un sistema mHMMMoo.#o delle proba-
a parte non da in o e " orio nel quale la
comportamento del resto. formazioni sugli aspetti probabilistici del

Per proc
edere occorre i
z precisare meglio i
va il .
tiva alla conoscenza di una parte. glio il concetto vago di probabilita rela-

Probabilita relativa, eventi indipendenti

La valutazione di i
i probabilita degli i
iy ; .m i eventi aleatori non & istica i
m Sizm. m“.w &%mna.o dalle notizie che si hanno su di mewm.ognwﬁm:msom b
vy Q_M.bm. n:.:u quando si aggiungono .EmoHBmeoEr s,
pio si conosce per cert I’ bilita
ey : rto Uevento H di probabilita
o Mw.wl ﬁw%MMBGB_EgS essere sostituita con la MMMM.MOHF .EEP 5:
Ay m:D m..w / .ﬁﬁ&. ), che diremo relativa m:dénﬂhmwwm Py
o e il termine probabilita 121 .
iy condizionale sono altret
Si vede subito € -
St nWm .Num & portata da H, cioe si annulla su H¢; 1i
- P LH; per la speranza di X calcolata ; rispetto a
: v se ne ricava l'espressione [ X dPy = L i
Due eventi A e B si dicono indi S .? s
- B ) %m:&mis (rispetto a P) se sussiste FPuens
oA - W ovvia se uno dei due ha probabilita n MW:«T
i %on :..\. : (A) per P(B) > 0; esprime dunque _:% o)
e B no altera la probabilita da attribuir g
g intuitiva di indipendenza s & 48 TS
i osservi che gli eventi indi Fenti
s indipendenti da un evento fissato formano una clas:
se

CH_. vauao 1 P _. 3t _. 388 _, .
T wﬁ—nwno COIm H.mﬂm. ; emima Q.n wOHm e O@ ﬁm_ 1

2di7

36

13/04/22, 13



Firefox

:blank

about

|l - R —

20 4. INDIPENDENZA © 88-7171-012-6

4.1 LEMMA DI BOREL E CANTELLI (SECONDA PARTE). Se gli eventi della
successione An sono due a due indipendenti e la serie 3 P(An) diverge,

allora Uevento lim sup A,, ha probabilitd uno-

Dimostrazione. Posto ¢k = P(Ag),esn=a1t " + 4y, poniamo Sp = Ia
oot Iy, € S =5upy S,. Grazie all'indipendenza, le variabili Y; = Ia; — @i
sono due a due ortogonali in L2 e si ha P(Y?) = PUa + a? —2a:la ) < ai.
Ne segue P[(Sn — sn)?] < 8n-

Fissato g, da un certon in poi si avra sp > q € Pevento {S < q} sara incluso
in {S, < ¢}, asua volta incluso in {|Sn = $n| 2 8n q}. Dalla disuguaglianza
di Markov scritta per 1a variabile (Sn — sn)? € per i numeri (sn — q)* si ha
allora P(S < q) < sn(sn — q)~?, che tende a zero al crescere di n. Facendo la
riunione sui ¢ razionali, si conclude che S & quasi certamente uguale a +00. O

Indipendenza di variabili aleatorie

Due variabili aleatorie X e Y (definite sullo stesso spazio di Uwov@g:awv mm.
ranno dette indipendenti se lo sono gli eventi {X € A}e{Y € B} per ogni
pazi d’arrivo di X e Y rispettivamente. In

scelta di Ae B misurabili negli s
altre parole, se ogni clemento della tribli generata dall’una @ indipendente da

ciascun elemento di quella generata dall’altra (con un ragionevole abuso di
linguaggio, diremo indipendenti le triblt).

L'indipendenza di X e Y esprime il fatto che per ogni H di probabilita non
nulla appartenente alla tribu generata da Y e per ogni A si ha l'uguaglianza
Pu(X€A)=P (X € A), ecioe che per ogni H siffatto la legge di X secondo
Py coincide con quella secondo P. In altre parole, un’informazione sul valore

di Y non altera la legge di X; analogo enunciato ove si scambi X conY.

Dalla definizione appare chiaro che P'indipendenza di una coppia di é._mgz
di modo che una coppia di

aleatorie e una proprieta della legge della coppia,

variabili isonoma a una indipendente & pure indipendente.

o indipendenti se € solo se la legge della

4.2 TEOREMA. Due variabili son
gi delle singole variabili.

coppia ¢ la misura prodotto delle leg

nza delle variabili X e Y equivale all'uguaglianza
il valore della legge della coppia MN . u\w sul ret-
(X e A)P(Y € B) dei valori della legge di X
in A ediquelladiy in B, per ogni scelta del rettangolo. Equivale a dire che

lle singole leggi (entrambe misure di proba-

legge della coppia e prodotto de
Lves Asfimite sul prodotto degli spazi d’arrivo delle due variabili) coincidono

Dimostrazione. L’indipende
tra P(X € A,Y € B), che &
tangolo A x B, e il prodotto P

© 88-7171-012-6
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4.3 TEOREMA )
. Il prodotto di due variabili aleatorie reali indipenden

tr QQ;@N N:“QQQQGSNN € sﬂwﬁmﬁe ﬁ@sw@ € \:N QNENQA:‘NN; \me:;NQ ANN N:Nv&mvst

Dimostrazione. Se p ¢ la legge di X

g b % . e v quella di Y, i

ﬁANv_MmmM&ttw.‘w kumm M\E"Immp.mu_ozo rispetto alla misura muW:MMmW_mwm H

ciato segue dal naou_,mam W_Im,% - Q.ES v Ll tEﬁo&S v

it o seguo Cal taors i Fubini, una volta riconosciuta 'integrabilita d
agionamento applicato ai valori assoluti delle funzioni

Ancora un ricorso
. al teorema di Fubini
remo molto frequentemente in ?38.~ o ol e ente ot
4.4 LEMMA L :

" 3&@33&” Mﬂ“w-Ozm. Sia .\.. una tribu indipendente da Y che -
gk &M o &Mﬁ MwSM N?:Msgm reale definita sul prodotto degli
. ale che Z = f(X,Y) risulti i ]

9(z) = P[f(z,Y)], la variabile g o X mQS.eAnNm &Wo“.wmmm wﬂﬁwmagm.

Dimostrazi ; e L.

E&bobmwmeﬂam.wmww M m_nmc%omgoa di un elemento di F; la coppia [/,

B s immagine m, o M pev le leggi rispettive, integrando amvmgﬂ

i Q s mhv o M teorema di Fubini, la speranza di JZ si ¢

che g(v), come si ﬁ&m, v( va \.\.EF dv), ove 'integrale interno &S.o,u

oot ancora per integrazione rispetto alla misura immse
s ottiene P(12) = | ug(v) u(du,do) = PJgo X). O

So g : :
€ F M m_MnMHWMmm&m di applicare il lemma quando sono date X e Y indi
. M&M .mmmzm.amg da X. In particolare si ha Nu_ f(X v\:zw sz
o informale, per calcolare la speranza di f(X w\v 5 M l9
R M MMM Mwﬁw:em e si determina la funzione g(x) _ B M_\Awmwww
3 : zione e se ne &
in due fasi da nome al lemma. prende la speranza; questo procedin

Anche izi
la proposizione seguente sara utile in seguito

4.5 TEOREMA. Se [ ;
A a somma di due variabili o 2 e
banale (rispettivamente: di L?), tale risulta Q.MMMMMEM& Mms g
se.

Dimostrazi ;s
& ooﬂmb”mﬂm._ mE,:.o _Mm_ e Y le variabili; se X +Y & quasi certament
a variabile ¢ — X . quasi cer nte ug
B X dond e , quasi certamente uguale a Y, & indi
della “.. - mmo HM&M”MSM@ %%Umzamsnm da se stessa; due m<m=$. oomww_mmw
: a X sono indipendenti; si . :
probabilita . eletielanins annulla il prod
" Dal _mSBm e dunque la probabilita di uno di essi, per cui _v ¥ owﬁ,v delle
e a 3.2 segue che X & banale; lo stesso cmw, v a tribu & dege:
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22 4. INDIPENDENZA

& in L? per v-quasi tutti gli y, quindi per almeno uno, e X € in LP; lo stesso
vale per Y. O

Una successione di variabili aleatorie due a due indipendenti ha talvolta
proprieta singolari, come nel seguente teorema di densita nel supporto, ove
una simile successione mette quasi certamente in mostra il pitt ampio spettro

di valori possibili.

4.6 TEOREMA. Una successione di variabili aleatorie due a due indipendenti
o valori in uno stesso spazio topologico a base numerabile di aperti e tra loro
isonome & quasi certamente densa nel supporto della legge comune.

Dimostrazione. Sia X, la successione. Per ogni aperto G della base che in-
contra il supporto, gli eventi {X, € G} hanno ugual probabilita strettamente
positiva; si applica la seconda parte del lemma di Borel e Cantelli, e si trova
in particolare che 'evento Hg = Nn{ Xn € G} ha probabilita zero. L’insieme
in cui la successione non & densa & d’altra parte incluso nella riunione degli

eventi Hg al variare di G nella base. O

Nello stesso spirito vale la seguente proposizione

4.7 LEMMA. Siano X, reali due a due indipendenti tra loro isonome Momn
integrabili. Allora la successione {|Xn|/n} € quast certamente non limitata.

Dimostrazione. La relazione |Z| < 1+ S 1 It 1z1>ny mostra che la serie
S P(|Z| > n) diverge quando Z non & integrabile.

Dato il naturale 7, per le variabili non integrabili Xn/r si deduce la diver-
genza della serie 3, P (|Xn|/n > 7), che unita alla seconda parte del lemma
di Borel e Cantelli permette di concludere che quasi certamente sussiste la
relazione |Xn|/n > r per infiniti indici n; ma 7 ¢ arbitrario, e la prova si

conclude. O

Famiglie indipendenti

Supponiamo che I abbia almeno due elementi; per ogni % € I sia X; una
variabile aleatoria su (22,4, P) a valori in E;: la famiglia {X; }ier si dice in-
dipendente se un’informazione sui valori di alcuni suoi elementi non altera la
legge degli altri: formalmente, se per ogni coppia J, L di parti disgiunte non
vuote di I le due variabili aleatorie costituite dall’insieme delle X; con jeJ
e dall’insieme delle X; con | € L sono indipendenti, ossia lo sono le due tribtt

da esse generate.
et i Aafinive indipendente per convenzione ogni famiglia formata

e RS

© 88-7171-012-6
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§ In vmz_noygm,w le variabili di una famiglia indipendente sono indig
ue M .&zm, ma l'implicazione inversa non sussiste, come vedremo E
caso di osservare che una famiglia i indi :
isonoma a una indipendente é indi
anch’essa. penisnt SR
L 5&69&%.5 .9 una famiglia comporta conseguenze assai imp
estremamente significativa la seguente

4.8 DicoTomIA DI Ko )

LMOGOROV. La tribu terminale di un
. N Q
dipendente é degenere. e

WSSQ&SS.Q:P Sia H un evento terminale per la successione indip

n, avente probabilita non nulla; i ili
; proviamo che ha &

e probabilita null

. Per ogni n, y,“o.d\mu.ﬂo H appartiene alla tribui generata dalle variabili

i > n, dunque ¢ indipendente dalla famiglia finita {X;,...,X,}, laq

Wmnz.wbao._m &mmmw legge sia secondo P che secondo la probabilita “nm_mn

er il criterio delle sottofamiglie finite, 'intera successione X, ha l:
legge secondo P e secondo Py, cioe risulta indipendente da H
C . . A )

Ora H mvv@ﬁumno alla tribu generata dalla successione, pertanto

pendente da H; il prodotto delle probabilita di H e di H¢ & dunque z

Uw_ go&ﬂm segue in particolare che ogni variabile aleatoria reale
che sia terminale per una successione indipendente ¢ banale.

I 80.85@ che segue caratterizza con maggior precisione le famig]
pendenti. Per comodita tipografica, usiamo temporaneamente le @Eunw
X per le Tﬁ.,. cJ considerate in blocco e F; per la tribui generata de

4.9 TEOREMA. Per la famiglia { X, }ier sono equivalenti

(a) la famiglia é indipendente;

(b) ogni sottofamiglia finita é indipendente;

(c) om.ﬂ:.. parte finita F di I con pit di un elemento é riunione
&Nmmgi.m non vuote F' e F" tali che Xp+ e Xpn sono indipend

(d) per ogn. parte finita non vuota F di I e arbitrari A; misurabi
spazio d’arrivo di X; si ha P(Nicr{Xi € Ai}) = [liep P(Xi €«

bs.ﬂ;ommgﬁ.w:m. Ovviamente (a) implica (b) e (b) implica (c).
: Che uﬁow implichj (d) & banale quando F' ha un solo elemento; alt
W %;_m@ ;mwwﬁobwm della partizione e si trae la relazione P(N;e lvﬁ S
(X, € A, X .
cﬁ,nmmﬁ\ﬁm mJ : i })P(Njer{X; € A;}); si continua poi ricorsivamen
.Hzmbm A& m.B._U_.mom (a). Siano infatti I' e I" parti disgiunte non vuo
le intersezioni finite di elementi del tipo {X; € 4;} con i in I’ forma
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24 4. INDIPENDENZA © 88-7T171-012-6

ogni evento di K’ & indipendente da un fissato elemento K" di K", e percio
Fr lo & da K grazie al lemma di Dynkin; scambiando i ruoli, si giunge alla

voluta indipendenza di X e Xy». O

1l teorema rende evidenti alcune importanti conseguenze. In primo luogo,
come si & visto nel caso due sole variabili, affinché una famiglia sia indipenden-
te occorre e basta che la legge di ogni sua sottofamiglia finita sia il prodotto
delle leggi individuali delle variabili che la costituiscono. Da questo segue

4.10 TEOREMA. Perché due famiglie indipendenti di variabili aleatorie (con
lo stesso insieme di indici a valori negli stessi spazi d’arrivo) siano isonome,
basta che abbiano le stesse leggi individuali.

Dimostrazione. Le sottofamiglie finite corrispondenti sono isonome, poiché
hanno come legge il prodotto delle stesse leggi. O

Come altra conseguenza del teorema di caratterizzazione va citato il

4.11 CRITERIO ITERATIVO D’INDIPENDENZA. Sia I una parte della retta.
Affinché la famiglia { X; }icr sia indipendente é sufficiente che, per ognii € I
che non sia il primo elemento di I, la variabile aleatoria X; sia indipendente
da quella formata dall’insieme delle X; con j < 1.

Dimostrazione. Se F & una parte finita di I con almeno due elementi e k 1'ul-
timo elemento di F rispetto alla relazione <, allora F' = {k} e F "= F~ F'
formano una partizione che verifica 4.9 (c). O

Legge dei grandi numeri

Una successione indipendente di variabili con ugual spazio d’arrivo tra loro
isonome @ stazionaria; ¢ infatti isonoma alla sua traslata per il teorema 4.10,
dato che si tratta di due successioni indipendenti con le stesse leggi individuali.

A una tale successione X, di variabili reali integrabili si applica dunque il
teorema delle medie del capitolo 3; posto S, = X + - -+ + Xn, la successione
0S4/ n} converge quasi certamente e in L! verso la variabile aleatoria termina-
le Z = liminf(S,/n), banale in questo caso per la dicotomia di Kolmogorov.
La convergenza in L' prova poi che Z coincide quasi certamente con il comune
valore della speranza delle variabili S, /n, a sua volta uguale alla speranza di
una qualsiasi delle X,.

A differenza di quanto accade per una generica successione stazionaria, per
le successioni indipendenti non puo aversi convergenza quasi certamente delle
medie se manca l'integrabilita. Pilt precisamente, si ha la seguente legge dei
grandi numeri.t

iFatto abbastanza sorprendente, il teorema resta valido sotto la semplice ipotesi che le

it 2t cinda VA wnandica al canitala

T ——
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4. INDIPENDENZ:

4.12 TEOREMA. Siano X,, reali indipendenti, con ugual legge, e pe
Sn=X1+ -+ X,. Sele X, sono integrabili con comune «.wﬁmzﬁ
a:oﬁ.m Sn/n — m quasi certamente e in L'. Se sono non integrabili

cessione Sn/n & quasi certamente non limitata. Se sono N.:\ma%ﬁem&.“ ,
integrabili, allora S, /n tende quasi certamente a +oo. i

Dimostrazione. Della prima asserzione si & detto. Quanto alla seconda
che le variabili siano due a due indipendenti, tra loro isonome e non ES"
vmﬂ.ow.m, grazie al lemma 4.7, la successione {Xn/n} risulti quasi certa
so:._:smnmnm. A maggior ragione sara quasi certamente non limitata |
cessione { .S, /n}, come si vede dalla semplice relazione

\N‘S. ms n—1 M.:IH

n n n n-—-1"

: Per F .ﬁonumu si applichi la prima parte alle variabili Xn Ak, indiper
integrabili e con la stessa legge, per dedurne che liminf, Sy /n maggi
speranza di \4 1 A k; dal momento che k & arbitrario e P(X; A k) tende

al crescere di k, la prova & conclusa. [J .

Costruzione di variabili aleatorie indipendenti

Il problema consiste nel trovare, su un opportuno spazio di probabil
partenza, una famiglia indipendente di variabili aleatorie con spazi Q:.
assegnati e leggi individuali prefissate. ' |
‘ La soluzione & banale se la famiglia ¢ finita: basta prendere come s
.9 wawvmvmxw il prodotto degli spazi d’arrivo, munito del prodotto dell
:w%Sm:m: assegnate, e considerarvi le proiezioni coordinate QmBmmmmo_
mzowv“ In m:m_ommm a 4.2, si constata agevolmente che la famiglia, le cui
individuali sono per costruzione quelle volute, ¢ indipendente. ,

GJ nm.o,_.mb classico di DANIELL prova che I'idea funziona per una fan
ncm._mpwm: .mm_ucme non troppo difficile, il teorema presenta tuttavia una
ooE.v__.owN_o:m tecnica, e non lo dimostreremo. Di volta in volta, allestire:
famiglie desiderate “a mano”, in modo non canonico: di solit apt di
adottati si riveleranno istruttivi. i |

>no~.ﬁm mm esempio di voler schematizzare una successione di esperin
aleatori in ciascuno dei quali puo verificarsi un certo fenomeno suppon
che mwvmw._o avverato o meno in alcuni esperimenti non alteri la v,«ongn
suo E..mb_mmmnm_,mw in altri (schema delle prove ripetute); tecnicamente mw,
costruire una successione indipendente di indicatrici. . ,

Ne tratteremo subito una, definita sullo spazio discreto numerabile forr

dai naturali.
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Si noti che questo facilissimo risultato di convergenza in media quadrati-
ca & sufficiente a dedurre il lemma di equivalenza delle ridotte e quindi tutti
{ successivi sviluppi del capitolo, senza dover utilizzare la legge dei grandi

numeri.

Appendice

Vale anche la pena di riportare una dimostrazione elementare diretta della
dicotomia di Hewitt e Savage, che non richiede il lemma delle ridotte né la
legge dei grandi numeri.

Sia X, una successione indipendente di variabili aleatorie a valori nel co-
mune spazio d’arrivo E, aventi tutte la stessa legge; per f misurabile limitata
su E poniamo ¢(f) = ﬁ:@?z.

Se un evento simmetrico S ha probabilita non nulla, facciamo vedere che
si ha P(S¢) = 0. Siano f, g misurabili limitate su E, E*—1 rispettivamente;
dal momento che la legge della successione non si altera per permutazione e
che levento S & simmetrico, sussiste la relazione

P{Isg(X1,- - , Xi—1) f(Xx)] = P[Isg(X1s--- , Xp—1) f (X))

e il secondo membro si scrive memANT .. .,N.ﬂlvaw B, Zunwi,v:, pur
di sommare e dividere per n.

Le funzioni in parentesi graffa tendono a c(f) in L2 per n — oo, dato
che le variabili aleatorie U; = f (Xkti) — c(f) sono tra loro ortogonali per ef-
fetto dell'indipendenza delle Xy, e P(U?) non dipende da i; dunque si ha
Plth+---+ U,)?) = nP(U}), sicché T U,) tende a zero in norma
quadratica. Dato che Igg & limitata, se ne trae

wr&@::;xiixg = éwr&@::;x?;_
Per induzione si stabilisce la relazione
P{Isfi(X1)- (X)) = c(fr) - -e(fr)P(S)

per fi,...,fr limitate arbitrarie. Di conseguenza, la speranza rispetto alla

probabilita relativa Ps di fi(Xy)- - fu(Xy) non dipende dalla scelta di S:

Prendendo per f; indicatrici opportune, &i trova che le probabilita P e .ﬁm
L Xp € Ay}, dunque sulla

coincidono sugli eventi della forma {X; € Ay, -

triblt generata dalla successione X,.. Se ne conclude P(S¢) = Pg(5%) = 0.
Sull’argomento delle famiglie scambiabili torneremo pitl avanti; nel capitolo

sulle leggi reali mostreremo come costruire arbitrarie successioni scambiabili

di indicatrici; in quello dedicato alla nozione di legge condizionale stabiliremo

risultati che generalizzano il teorema di de Finetti.

(©) B8—(1(1-U1Z~b

CAPITOLO 6

Tempi d’arresto

Si
noﬂ «M H“b;m mm«m non vuota della retta estesa (sara abitualmente un inte
o in Ry oppure l'insieme N); una filtrazi i indi
0 i ; zione (di indice in T
c . . m.F
ﬁmm mm.B_Hm:m na.wmo”mbﬁo {Ft her di triblt su Q, tale cioe che Fy C F, awg
B.owo elementi di I con s < t; alla filtrazione sara associata la tribu F
:m.:bm owbamsm.uno F: per ogni t in I. Porremo poi [ = I U {+o0}
: a nozione di filtrazione formalizza I’idea dell’asimmetria dello mmoﬂs
UMMWMMW vmmmmﬂo I come I'insieme dei tempi di osservazione, la tribu F;
a gli eventi conoscibili entro I'istante ¢ nel ’ i
e S : el corso dell’osservazione
2 si dira opzionale (ovvero che ¢
o . . che e un tempo
amwuow. mM.q per ogni t m I, si ha {T <t} € F; la nozione esprime fwam
mmnwwam i E:N_.NJo % un fenomeno non anticipativo, tale cioe che ad
sia possibile decidere se il fenomeno ha
: avuto 1
scorta dell’osservazione trascorsa. wom ometal
Nmoww_mwvwmmmmwosmﬁ.w>mﬂ_m t} ={S <t}U{T <t} viene che SAT
se tanto S che T lo sono. E chiaramente i
gt : o opzionale un’applica:
oOmeEm. per ogni ¢t € I I'insieme {T < ¢} & infatti totale oppure wwoﬁo
b Mmﬂ Fr _w classe degli elementi A di 7°° per i quali, per ogni t € I ﬁ.:.n
<t}ein Fy; se T ¢ opzionale, ¢ fhiis &0 o
S F le, ¢ una tribu; ¢ infatti non vuota (¢
T . . ’ o
MM, M_m“g_m_uﬂmﬁm L_M:mm per riunione numerabile e altresi per ooEw_m:ME“
,dato che A°N{T <t} ={T <t} (4 .
£ . = - An N: E i
tribu degli eventi anteriori a T'. S R
Vanno sottolineate un paio di osservazioni.
Ezh.m 9.5%% Mﬂ _WBQM misurabile 'applicazione T: in effetti per a e t
sieme {T <a}N{T <t} ={T <aAt} i ‘
LT = <a appartiene a Fya; e quindi ¢
mg”o_ﬂm, n“@ .MS:QQ:m delle tribu vale anche per ﬁmnmum opzionali
che da S < T segue Fs C Fr: 5 ,
< 7: per A€ Fs et el sihai
MN{T <t} =(An{S<t}n{T<t}. 3 |

36

13/04/22, 13

6di7



:blank

about

Firefox

44 0. 1BEMEL DARRKEDLV ©) BB—(Li1-UL4-D

Comode condizioni equivalenti sussistono quando I'insieme dei tempi & nu-
merabile.

6.1 TEOREMA. Sia I numerabile. Affinché T sia opzionale occorre e basta
che sia {T =r} € F, per ogni v € I; in tal caso un elemento A di F>
appartiene a Fr se e solo se AN{T =r} € F, per ognir € I.

Dimostrazione. Risulta dalla relazione {T' =7} = {T < r} N\ Ui {T < t},
e dalla analoga {T < t} = U,<¢{T = r}; in entrambe intervengono riunioni
numerabili. [

Una famiglia X = {X;}te; di variabili aleatorie definite su uno spazio mi-
surabile (2, A) si dice adattata alla filtrazione { F; }+cr su 2 se, per ogni t € I,
I’applicazione X; & misurabile per ;. La minima filtrazione che rende adat-
tata una famiglia e detta la sua filtrazione naturale.

Se gli elementi X; della famiglia assumono valori in un medesimo spazio
misurabile e se 7' : 2 — I & dappertutto diversa da +o0, & ben definita ’appli-
cazione w — Xp(,)(w), che scriveremo X7. Non ¢’ ragione perché X7 goda
di particolari proprieta di misurabilita; & pertanto significativo

6.2 TEOREMA. Se X ¢ adattata, T opzionale finita e I numerabile, allora
X risulta misurabile per Fr.

Dimostrazione. Per ogni insieme misurabile B dello spazio in cui prendono
valori le X; e per ogni r € I 'insieme

{XreBin{T=r}={X,eB}n{T=r}
appartiene a F,.; poiché T' < 400, si ha poi

{Xr € B} = CNQXH e B}n{T=r}),

il che prova l'appartenenza a F*°. [

L’ipotesi di numerabilita per I € essenziale: per I =R, sia 2 =1e A la
triblt dei boreliani di R4; prendiamo una funzione reale h non boreliana su
Q2 e sia T 'identita di 2 in I. Allora T ¢ finita e opzionale per la filtrazione
costante F; = A, la famiglia X; = h(t) ¢ adattata e tuttavia X & la funzione
h, non misurabile rispetto a A.

Data una famiglia X = { X, };¢; e data T opzionale, la famiglia definita da
Y = {X7nt }rer si dice ottenuta arrestando X al tempo T, e si indica con il
simbolo X!7. Chiaramente X e X!7 coincidono su {T = +occ}.

Risultati importanti si ottengono poi quando I = N.

6.3 TEOREMA. Sia X, una successione adattata di variabili aleatorie a va-
lori in (E,£), sia H € £ e S opzionale. Allora inf{k e N:k> S X, € H}
(tempo di primo ingresso di X in H dopo l’istante S) é opzionale.

© 88-7171-012-6 6. TEMPI D’ARREST

Dimostrazione. Si ha {T < t} = Uscr<t ({S=3s}N{X, € H}), d
ogni parte non vuota di N ha un minimo. [

Successioni scambiabili e tempi d’arresto

Se T ¢ finita opzionale per la filtrazione naturale di una successione {
variabili aleatorie a valori nello stesso spazio, la legge di X7 non & le
modo semplice a quelle delle X,, (nemmeno quando queste ultime h
stessa legge).

Se la successione & scambiabile, valgono perd conseguenze straor
come il seguente teorema, detto di isonomia per campionamento.

Intuitivamente, esso esprime il fatto che se si osserva una succession
biabile negli istanti successivi a tempi opzionali il risultato & una succ
che ha la stessa legge di quella data in partenza.

Per dare sempre senso alla scrittura X7, converremo di porla u
una costante arbitraria sull’insieme {7 = oo }; quando T sia quasi cert
finita, la scelta della costante sara irrilevante per la legge di Xrp.

6.4 TEOREMA. Sia X, una successione scambiabile, T, una success
tempi opzionali per la filtrazione n -turale, quasi certamente finiti, «

bia Ty < Tiqa1 su {Tk < co}. Allora la successione Xr,41 ¢ isonos
successione data X,,.

Dimostrazione. Introdotte le abbreviazioni Y, = X7, 41 e T = Thyq
E lo spazio in cui prendono valori le X,,, fissiamo n e sia f I’indicatrice
parte misurabile di E™ e g quella di una parte misurabile di E; sia ai
un intero positivo e Z una variabile aleatoria terminale.

Dato che Yn41 = Xyqq su {T =t}, si ha

p
P(f(Y1,- - Yn)g(Ynt1) Zr<py) = M%QQ\T.:.NLQCD.IVNNS
t=0

Per le proprieta dei tempi opzionali e la monotonia stretta delle T}, le v
Y;, misurabili per Fr,41, sono tutte misurabili per Fr per i < n, e «
fY, ... Y1 {T=t) & indicatrice dell’intersezione con {T =t} di un el
di Fp, cioé indicatrice di un elemento di F;; pertanto ¢ funzione mis
di Xi,...,X;; per 7 > p, la variabile Z si pud d’altra parte esprimer
funzione misurabile delle sole X; con indice maggiore di 7.

Dato che per ogni t < p la successione {Xi,...,X;, X,,...} ha la
legge della successione X, negli addendi della somma sull’indice ¢ po
sostituire Xy, con il termine X,., che non dipende da ¢; sommando si

P(f(N,...,Ya)9(X;)ZL1<p)) -
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