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1 Introduzione

La medaglia Fields conferita a June Huh
in occasione dell’ultimo congresso dell’U-
nione Matematica Internazionale tenutosi
nel Luglio 2022, & un riconoscimento, ol-
tre che delle eccezionali qualita scientifiche
del premiato, dell’'importanza del settore a
cui J. Huh ha contribuito col suo lavoro: la
combinatoria.

Possiamo dire, in modo molto approssi-
mativo, che la combinatoria tratta di pro-
blemi di conteggio ed enumerazione di in-
siemi finiti. Ovviamente nei casi interes-
santi questi insiemi sono cosi grandi che ¢
impossibile, o semplicemente poco signifi-
cativo, contare i loro elementi direttamen-
te e, ancora piu che il conteggio esatto,
interessa una comprensione della struttura
matematica sottostante a tale conteggio.

Fa parte del fascino di questa disciplina
il carattere elementare dei problemi, che si
presta ad essere spiegato anche a chi non
sia fornito di conoscenze matematiche ap-
profondite; carattere che contrasta spesso
con la sottigliezza dei ragionamenti richie-
sti per risolverli. Diamo alcuni esempi di
problemi di tipo combinatorio partendo da
alcuni di carattere del tutto elementare:

Problema 1.1 Qualche conteggio ele-
mentare: Supponiamo di avere un alfabeto
con n lettere. Il numero di parole di lun-
ghezza r componibili con tale alfabeto é n'”.
Tra queste (n), =n(n—1)(n—2)..(n—r+1)
parole sono composte da lettere tutte distin-
te. In particolare, se r = n si ha (n), =
n(n —1)(n —2)..(1) = n!, il fattoriale di n.
Chiaramente (n), = ﬁ Dare una paro-
la con n lettere distinte prese in un alfabe-
to di n lettere equivale a dare una funzione
biunivoca o : {1,--- ,n} — {1,--- ,n}: La
parola ha come prima lettera o(1), come se-
conda lettera o(2) etc... Una tale funzione
si chiama permutazione. Come tutte le
funzioni il cui domino coincide col codomi-
nio, le permutazioni si possono comporre,
per cut linsteme delle permutaziont ha una
struttura naturale di gruppo: st tratta del
gruppo simmetrico X, su n lettere, che co-
me precedentemente detto ha n! elementi,
ed ¢ forse il gruppo finito piu fondamentale
della matematica.

Un insieme con n elementi, che indi-
chiamo {1,2,--- ,n} ha 2" sottoinsiemsi*: si
puo infatti associare ad ogni sottoinsieme
la parola di n lettere sull’alfabeto {0,1} che
ha un 1 in corrispondenza con gli elemen-
ti del sottoinsieme®, e siamo cosi ricondotti

lincludendo anche i due sottoinsiemi non propri: il sottoinsieme vuoto e I'insieme stesso.

251 tratta della cosiddetta funzione caratteristica di un sottoinsieme:

ad esempio se n = 5, e

I = {1,3,4}, la parola corrispondente ¢ 10110. La parola 00000 corrisponde al sottoinsieme vuoto.
Una variazione di questa costruzione permette di contare il numero di collane con p perle (p # 2 numero
primo) di due possibili colori, che risulta essere uguale al numero di sottoinsiemi S di {0,--- ,p — 1} tali

che la somma degli elementi di S & un multiplo di p. Vedi |

191.

, Capitolo 1 Problema 105(b)] pg 136,



al primo esempio di questa serie. Il cele-
. . . |

bre coefficiente binomiale (") =
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conta invece 1 sottoinsiemi di cardinalita r

di un insieme con n elementi. I coefficienti
binomiali probabilmente vengono incontra-
ti per la prima wvolta alle scuole superiori
i termani di “triangolo di Tartaglia”, co-
me coefficienti nello sviluppo della potenza
di un binomio: (a+b)" =37 (})a"b"*.
Prendendo a = b = 1 troviamo lidentita
2" =37, (Z), che ha una semplice inter-
pretazione combinatoria in termini di sot-
toinsiemi dell’insieme {1,--- ,n}. I coef-
ficienti binomiali sono ubiqui in matema-
tica. Vedi le considerazioni di Stanley nel
capitolo 1 di [ /.

Diamo adesso due classici esempi piu
interessanti:

Problema 1.2 Il problema degli “de-
rangements” o “probleme des rencon-
tres”® Un derangement® ¢ una permu-
tazione o: {1,--- ,n} — {l,--- ,n} sen-
za punti fissi: o(k) # k per ogni k =
1,---,n. Ad esempio se n = 2 lo scam-
bio 21 di 1 con 2 € un derangement, se
n = 3 i due derangements sono 231 e
312°. Il numero D, di tali permutazio-
ni puo essere determinato applicando il co-
siddetto principio di inclusione-esclusione®,
e risulta: D, = Yo, (MkN(-1)"F =
n! Zzzo% ~ 2. Pi generalmente le-
numerazione delle permutazioni soggette a
qualche tipo di restrizione € un soggetto
classico della combinatoria.

Il seguente problema, risolto nel 1878 da
W. A. Whitworth” evidenzia il legame tra
combinatoria e probabilita:

Problema 1.3 Un’urna contiene le sche-
de di una votazione. Ci sono p voti per il
primo candidato e q voti per il secondo, e
p > q. Ci si chiede di determinare la proba-
bilita che durante lo spoglio i voti del primo
candidato siano in ogni momento magqgiori
dei voti del secondo. Una possibile formu-
lazione combinatoria del problema ¢ la se-
guente. Abbiamo p+ q estrazioni dall’urna.
Pert=1,---p+q sia f(t) il numero dei voti
all’istante t del primo candidato. Sappiamo
percio che f(p+q) = p e che, per ogni t, si
ha f(t) < f(t+1) < f(t) + 1. L’insieme
di queste funzioni ¢ l’insieme dei possibi-
li spogli dato il risultato finale di p voti al
primo candidato. Questo insieme ha (p;q)
elementi. Tra tutte queste funzioni dobbia-
mo enumerare le funzioni che soddisfano in
pit la relazione f(t) > t — f(t), per ogni
t=1,---,p+q, e confrontare il loro nume-
ro con (p;q). Tale probabilita risulta esser

Z%Z" questo fatto ¢ un non facile esercizio
che si puo risolvere per ricorrenza.

Concludiamo con un problema geome-
trico, dall’apparenza innocente, che gio-
ca un ruolo importante nel seguito (vedi
capitolo 11 di | )

Problema 1.4 Enumerazione di punti,
linee, piani etc Nel 1893 Sylvester pone il
sequente problema: provare che non esisto-
no configurazioni di un numero finito n di

311 problema ¢ stato posto nel 1708 da P.R de Montmort nel testo “Essay d’analyse sur les jeux

d’hasard”.

4In letteratura non c’¢ una traduzione predominante per tale termine, le traduzioni predominanti
sono dismutazione, scombussolamenti e permutazioni complete.
5Scriviamo una permutazione come sequenza di n numeri da 1 a n senza ripetizioni. Il k-mo elemento

della successione ¢ o (k)

6Tale principio & la generalizzazione della formula |[AU B| = |A| + |B| — |AN B| a piu sottinsiemi, c.f.
https://it.wikipedia.org/wiki/Principio_di_inclusione-esclusione.

"W. A. Whitworth & I'autore di uno dei primi testi di analisi combinatoria, “Choice and chance”, pub-
blicato per la prima volta nel 1867. Gia dal titolo risulta ’origine probabilistica dei problemi combinatori
trattati. Il libro, di grande qualita espositiva, ebbe grosso successo e fu ristampato piu volte.


https://it.wikipedia.org/wiki/Principio_di_inclusione-esclusione

punti nel piano con la proprieta che la retta
per una qualunque coppia di questi passi per
un terzo®. Sono state date varie soluzioni a
questo problema: ¢ interessante per il se-
guito osservare che il problema non puo se-
guire direttamente soltanto dagli assiomi di
incidenza: la configurazione delle rette nel
piano proiettivo sul campo con 2 elementi’
fornisce un controesempio. Una consequen-
za semplice di questo risultato e la sequen-
te: dato un insieme di n punti non allineati,
consideriamo l'insieme L delle rette indivi-
duate dalle coppie di questi punti. Allora L
contiene almeno n rette. Il caso limite si ha
quando n — 1 di questi punti p1, -+, Pn_1
sono allineati. Si ha allora la retta che [
contiene, e le n — 1 rette passanti per p, e
pi. Questo risultato a differenza dei prece-
denti dipende solo dagli assioma di inciden-
za, riducendosi a un corollario del sequente
problema puramente combinatorio (noto co-
me teorema di De Brujin-Erdos [ 1):
Siano Ay, - -, A, sottoinsiemi di un insie-
me X con | X| elementi, con la proprieta che
ogni sottoinsieme di due elementi e conte-
nuto in uno e un solo A;. Allora m > |X]|.
Nel 1936, nella sua tesi, Motzkin conget-
tura che ogni insieme finito X di punti in
uno spazio proiettivo determina almeno | X|
wperpiant, a meno che i punti di E stano
contenuti in un iperpiano. Questo risulta-
to, dimostrato da Motzkin stesso nel 1951 e
poi generalizzato da vari autori, ha ispirato
la congettura top-heavy, (vedi Esempio 5.4)
di Dowling e Wilson, la cui dimostrazione e
uno dei risultati piv importanti ottenutt da
Huh e dai suoi collaboratori.

Nonostante problemi di tipo combinato-

rio appaiano fino dall’antichita, e nonostan-
te le ricchissime interazioni della combina-
toria con altri settori sia della scienza ap-
plicata che della matematica pura — citiamo
tra gli altri la teoria degli algoritmi'® quel-
la della probabilita discreta'!, la teoria del-
la complessita computazionale, quella delle
rappresentazioni di gruppi finiti — la combi-
natoria non ha goduto fino alla fine del XX
secolo di grande prestigio presso la comu-
nita matematica. Senza dubbio cio & dovu-
to al predominio, durante tutto il ventesi-
mo secolo, di un approccio piu formalistico
e strutturale all’algebra, iniziato dalla scuo-
la tedesca e culminato nel gruppo francese
Bourbaki'?.

Nel suo intervento al International Con-
gress of Mathematicians (ICM) di Nizza del
1970 G.C.Rota, senz’altro uno dei grandi
propugnatori dell’importanza della combi-
natoria in matematica, scrive:
“Combinatorial analysis, or combinatorial
theory, as it has come to be called, is cur-
rently enjoying an outburst of activity. This
can be partly attributed to the abundance of
new and highly relevant problems brought to
the fore by advances in discrete applied ma-
thematics, and partly to the fact that only
lately has the field ceased to be the priva-
te preserve of mathematical acrobats, and
attempts have been made to develop cohe-
rent theories, thereby bringing it closer to
the mainstream of mathematics.” E inte-
ressante notare come Rota metta in rilie-
vo lo spostamento in atto da una discipli-
na caratterizzata essenzialmente da proble-
mi intricati che mettono alla prova il vir-
tuosismo dei risolutori di problemi (i ma-

811 testo originale &: Prove that it is not possible to arrange any finite number of real points so that
a right line through every two of them shall pass through third, unless they all lie in the same right line.

9Vedi Esempio 4.1 per maggiori dettagli.

Ocfr. D.Knuth “The art of computer programming”, o L. Graham, D. Knuth, O. Patashnik, “Concrete

Mathematics”

Hefr. lo spazio dato a problemi combinatorici nei primi capitoli del classico testo di W. Feller “An
introduction to Probability theory and its applications”
127] saggio di G.C.Rota “Combinatorics, representation theory and invariant theory: the story of a

ménage a trois.” |

] contiene molte interessanti osservazioni al proposito.



thematical acrobats) a disciplina con una
struttura, delle teorie, degli strumenti. E
continua: By way of example of this second
trend I shall sketch the outlines and prospec-
ts of perhaps one of the most promising of
such infant theories: the theory of combina-
torial geometries. This theory is historically
rooted in the four-color conjecture much li-
ke algebraic number theory was born out of
Fermat’s conjecture.

E esattamente in questa direzione che,
a distanza di mezzo secolo dall’intervento
di Rota, si situa il lavoro di J. Huh, di cui
nel seguito di questo articolo cercheremo di
introdurre alcuni temi'®.

Le geometrie combinatorie di cui parla
Rota sono un caso particolare di una no-
zione leggermente piu semplice da definire,
quella di matroide, una struttura caratte-
rizzata da pochi semplici assiomi che si ¢
dimostrata assai efficiente nell’unificare va-
ri fenomeni matematici legati all’idea di in-
dipendenza. Introdotta negli anni ’30 indi-
pendentemente da H. Whitney | |eda
T. Nakasawa | |, assiomatizza simulta-
neamente la nozione di lineare indipenden-
za di vettori e di aciclicita in un grafo, oltre
a vari problemi di conteggio, come quello
della colorazione di un grafo che trattiamo
nella Sezione 2.1

La medaglia Fields a J. Huh ci fornisce
I’occasione per introdurre il lettore ad alcu-
ne delle tematiche combinatorie che ritenia-
mo piu affascinanti e di maggior rilievo di
questo settore. Prima di esporre la nozione
di matroide considereremo due esempi cru-
ciali sia dal punto di vista storico che della
loro rilevanza per il lavoro di Huh: parlere-
mo percio di grafi e del problema del con-

teggio delle loro colorazioni nella Sezione 2.1
e di arrangiamenti di iperpiani nella Sezio-
ne 2.2. Ci auguriamo che la discussione di
questi esempi, oltre a mostrare la ricchezza
e 'interesse dei problemi aperti in questa di-
sciplina, motivi I'introduzione della nozione
di matroide.

Grafi e
arrangiamenti di iper-
piani

2 Due esempi:

2.1 Grafi e loro colorazioni. Il
polinomio cromatico

La teoria dei grafi costituisce uno dei settori
pit classici e importanti della combinatoria,
e gioca un ruolo trainante nel tipo di proble-
mi di cui parleremo. E pertanto opportuno
dare alcune definizioni. Un grafo (finito) I'
e individuato da un insieme finito di vertici
V' congiunti da lati, il cui insieme si indica
E (edges). Ogni lato unisce due vertici, che
si dicono adiacenti. Non ¢ escluso che que-
sti due vertici coincidano'®, cosi come non
e escluso che piu lati congiungano gli stessi
vertici. Quando cio non accade si dice che
il grafo & semplice. Esempi di grafi sono il
grafo completo K, su n vertici, in cui ogni
coppia di vertici distinti ¢ congiunta da uno
e un solo lato o il grafo bipartito su 3 cop-
pie K33'°. Questo ha sei vertici divisi in
due sottoinsiemi di tre vertici ciascuno, e
ogni vertice di un sottoinsieme e adiacente
a tutti e soli i vertici dell’altro sottoinsieme.

IBNaturalmente la ricerca di Huh & ben pill vasta e siamo costretti a sacrificare molti bellissimi risultati

da lui ottenuti.
1 Nella sua Laudatio |

] per la Fields Medal a J. Huh, Gil Kalai scrive “Matroid theory is an

example of both a highly successful abstraction and source of very useful and explicit examples.”

13si dice in questo caso che il lato & un “loop”.

16K3 3 e K5 non sono grafi planari, non possono essere cio¢ essere rappresentati sul piano senza che
qualche lato si sovrapponga. Un celebre teorema di Kuratowski afferma che un grafo & planare se e
soltanto se non contiene un sottografo di tipo K5 o K33



Figura 1: Il grafo completo su 4 vertici.

Figura 2: Il grafo bipartito K3 3.

Un cammino su un grafo ¢ dato da una
successione v1£1vg - -+, Up_1€,_10, di vertici,
ognuno adiacente al successivo, con ¢ che
congiunge v a vgy1. Naturalmente la scelta
di ¢, ¢ univoca se non ci sono lati multipli
ed e in questo caso sufficiente indicare i ver-
tici del cammino. Tale cammino si dice un
ciclo se v; = v,,. Un grafo connesso che non
contenga cicli (eccetto quelli banali ottenuti
percorrendo un cammino e poi tornando in-
dietro lungo lo stesso) si dice albero. Ogni
lato di un grafo puo essere orientato in due
sensi. In certe questioni e opportuno orien-
tare il grafo fissando per ogni lato un senso
di percorrenza; in questo modo ogni lato ha
un primo e un secondo vertice. Si puo as-
sociare a un grafo orientato I' una matrice
a coeflicienti interi con le colonne indiciate
dai lati e le righe indiciate dai vertici, met-
tendo sulla colonna corrispondente al lato
l;; un +1 in corrispondenza del primo verti-
ce e un —1 in corrispondenza del secondo'”.
Naturalmente se non si orienta il grafo si

173 un loop si associa la colonna nulla.

ha una matrice ben definita a coefficienti in

7.)27.

Dato un grafo I', con insieme di verti-
ci V e di lati E, e data una tavolozza di
colori che numeriamo {1,---,n} vogliamo
colorare il grafo, associando a ogni vertice
un colore, cioé un numero in {1,--- ,n}, in
modo che vertici adiacenti abbiano colori di-
versi. Indichiamo con pr(n) il numero di
possibili colorazioni. Ad esempio, se con-
sideriamo il grafo completo K, ¢ evidente
che ogni vertice deve avere un colore diver-
so, essendo connesso a tutti gli altri. Or-
dinando i vertici in un qualsiasi modo ab-
biamo percio n scelte per il colore del pri-
mo vertice, n — 1 scelte per quello del se-
condo etc. Quindi in questo caso abbiamo
pr,,(n) =nn—1)Mn-2)...(n —m+1).
I coefficienti di questo polinomio sono i nu-
meri di Stirling, che compaiono spesso in
problemi combinatorici. Gli zeri del poli-
nomio per n = 0,1,--- ;m — 1 riflettono il
fatto che sono necessari almeno m colori per
colorare K,,. Se invece consideriamo un al-
bero T,, con m vertici, e facile vedere che
pr,,(n) = n(n — 1)™"!, dal momento che
ogni vertice che non sia la radice dell’albe-
ro ha un unico predecessore. I coefficien-
ti di questo polinomio sono percio i coeffi-
cienti binomiali. Il polinomio si annulla per
n = 0,1 riflettendo il fatto che sono neces-
sari almeno due colori per colorarlo. Con-
cludiamo con l'esempio del grafo K3 3: i sei
vertici sono divisi in due sottoinsiemi V; e
V3, ognuno con 3 elementi. Poiché i ver-
tici in Vi non sono adiacenti abbiamo n?
scelte. Di queste n(n — 1)(n — 2) hanno co-
lori diversi, lasciando quindi una tavolozza
con (n — 3) colori per i vertici di Va2, mentre
3n(n—1) hanno due colori, lasciando quindi
una tavolozza con (n — 2) colori per i ver-
tici di V5, e ci sono infine n scelte di colori
uguali per V; che lasciano quindi n — 1 co-
lori per V5. Quindi pg, ,(n) = n(n —1)(n —



2)(n—3)+3n(n—1)(n—2)*+n(n—1)°> =
n® —9n® + 36t* — 75n3 + 78n? — 31n. Come
negli altri casi osserviamo che ’annullarsi
di tale polinomio per n = 0, 1 riflette la ne-
cessita di almeno due colori per colorare il
grafo.

Osserviamo che in questi casi il numero
di colorazioni con n colori si ottiene valu-
tando in n un polinomio a coefficienti interi.
Questo ¢ un importante fatto generale: per
ogni grafo esiste infatti un polinomio a coef-
ficienti interi, pr € Z[X] detto polinomio
cromatico, che, calcolato su un qualsiasi
intero positivo n, da il numero di possibili
colorazioni di I' con n colori. I coefficien-
ti del polinomio hanno inoltre segni alterni:
pr(X) =a, X" —a, 1 X" '+ -+ (=1)"ay,
con a; > 0 . Nonostante il polinomio cro-
matico di un grafo sia un importante in-
variante, e lungi dall’essere un invariante
completo: grafi non isomorfi possono avere
lo stesso polinomio cromatico come mostra
I’esempio di due alberi con lo stesso numero
di vertici.

Osservazione 2.1 Abbiamo dato tre e-
sempi semplici di calcolo diretto del polino-
mio cromatico. Questo in generale non é
possibile.  Un potente ausilio per il calco-
lo induttivo del polinomio é dato dalla se-
guente relazione (deletion-contraction). Es-
sa fornisce anche uno strumento per prova-
re che pr € un polinomio. Sia £ un lato, se
'\ ¢ indica il grafo ottenuto da T' cancel-
lando il lato £, e I'/{ quello ottenuto con-
traendo ¢ a un punto, cosicché i due verti-
ci incidenti a £ vengono identificati, si ha:

pr(X) = prye(X) + pr/e(X).

2.2 Arrangiamenti di iperpia-
ni

Un arrangiamento di iperpiani ¢ una colle-
zione finita di sottospazi vettoriali {H; }ica

18Una classica referenza per 'argomento ¢ |

]

di codimensione uno in uno spazio vettoria-
le V di dimensione finita'®. Per ogni i € A
I'iperpiano ¢ il luogo degli zeri di un ele-
mento ¢; € V*, determinato a meno di co-
stante moltiplicativa. Scegliendo una base
si puo cosl associare una matrice ad un ar-
rangiamento. Classici problemi sugli arran-
giamenti riguardano, nel caso il campo sia
i reali R o i complessi C, la topologia del
complemento V' \ | J H;. Nel caso reale tale
complemento e un unione di insiemi conves-
si per cui interessa solo il numero di compo-
nenti, nel caso complesso la questione ¢ piu
interessante.

Esempio 2.2 Prendiamo la base canonica
di K" e sia {¢;} la sua base duale. Il corri-
spondente arrangiamento di iperpiani e da-
to dagli iperpiani coordinati, H; = {x €
K" t.c. &y = 0}. Questo ¢ 'arrangiamen-
to delle coordinate, la cui matrice associata
¢ la matrice identita. Il complemento di tale
arrangiamento si identifica con (K*)". Se
K = R questo consta di 2" componenti; se
K = C allora (C*)™ ¢é connesso e ha il ti-
po di omotopia di un toro n-dimensionale

(s

Esempio 2.3 Sia V = K2 con coordi-
nate (x1,25) e siano H; = {(x1,22) €
K? t.c. 7y 0}, Hy = {(x1,22) €
K2 t.c.xg = 0}, H3 = {(x1,72) €

K? t.c. y + w2 = 0}. Abbiamo quindi tre
vettori linearmente dipendenti in V*, a due
a due indipendenti. La matrice associata
e M = (1)(1)1 . Se K = R il com-
plemento di tale arrangiamento consta di 6
componenti connesse.

Un importante invariante per spazi to-
pologici e la coomologia. Essa e stata in-
trodotta e studiata nella prima meta dello
scorso secolo da importanti matematici co-
me Henri Poincaré, James Waddell Alexan-
der e Georges de Rham. Nel caso in cui lo



spazio topologico sia una varieta, la coomo-
logia a coefficienti reali (che ometteremo di
indicare in quanto non useremo altri coeffi-
cienti) si puo descrivere — usando il teore-
ma di de Rham — come quoziente dello spa-
zio delle forme differenziali chiuse modulo il
sottospazio delle forme esatte

__ {k-forme chiuse su X'}
~ {k-forme esatte su X}

H*(X)

La somma diretta @©,H*(X) ha una strut-
tura di algebra (graduata), cioe si posso-
no moltiplicare tra loro le classi di coomo-
logia: se si rappresentano le classi di coo-
mologia con forme differenziali il prodotto
corrisponde al loro prodotto esterno: date
a = [a] € HY(X) e b = [f] € H(X) si
ha ab := [a A 8] € H*(X); tale prodotto
¢ associativo e commutativo in senso gra-
duato. Nel 1980, Peter Orlik e Louis So-
lomon presentarono la coomologia del com-
plemento di un arrangiamento di iperpiani
[ |. Per ogni iperpiano H; = {z € C" |
¢i(z) = 0} definito dalla forma lineare ¢;,
hanno considerato la forma differenziale

B 1 de¢; 1
B 21/ —1 & B 2/ —1

che ¢ ben definita sul complemento V\|J H;,
chiusa ma non esatta'’.

dlog ¢;

€

Theorem 2.4 (Orlik, Solomon 1980)
L’algebra di coomologia del complementa-
re dell’arrangiamento {H;};cx € generata
dalle forme e; per i € A con relazioni

(—1)i€i1 VAN 6,571 A 67;j+1 SORIVAY €i, = 0
1

k
Jj=

per ogni insieme dipendente di vettori ¢;,,

¢’i27"'a¢ik'

Le relazioni del teorema di Orlik e So-
lomon sono sovrabbondanti; infatti basta
considerare solo gli insiemi di indici C' =
{i1,...,ix} che siano dipendenti minimali
per inclusione, cioe i circuiti.

Esempio 2.5 L’algebra di coomologia del
complementare dell’arrangiamento dell’E-
sempio 2.2 e l’algebra esterna su n gene-
ratori. Infatti, gli iperpiant H; sono il luo-
go di zeri dei vettori ¢; € (C™)*. Questi
vettori formano la base canonica di (C™)* e
quindi nessun loro sottoinsieme € dipenden-
te. In particolare, non ci sono relazioni fra
1 generatori e; peri=1,...,n.

Esempio 2.6 L’algebra di coomologia del
complementare  dell’arrangiamento  dell’
Esempio 2.5 e l'algebra

A*[Gl,eg,eg]/<€2 VAN €3 — €1 VAN €3 + e VAN 62).

Infatti, le tre colonne della matrice M sono
linearmente dipendenti e ['insieme di indici
{1,2,3} forma un circuito.

In seguito Corrado De Concini e Clau-
dio Procesi hanno introdotto una compat-
tificazione “meravigliosa” del complemento
V' \ UH;. La compattificazione ¢ una va-
rieta algebrica complessa liscia e proiettiva
Y4 con un divisore?’ D C Y4 tale che

Ya\D~V\| JH.

Inoltre si richiede che le componenti irridu-
cibili di D siano lisce e si intersechino in
modo particolare (D deve essere un “divi-
sore a incroci normali semplici”. L’algebra
di coomologia (e il tipo di omotopia razio-
nale) del complemento V' \ |J H; si posso-
no descrivere esplicitamente a partire dal-
la compattificazione meravigliosa (Y4, D)
[ , , , ]. Cio for-
nisce una seconda dimostrazione del teore-
ma precedente di Orlik e Solomon. Inol-
tre, questi risultati sono stati dimostrati nel

19Un calcolo esplicito mostra che la parte immaginaria di tale 1-forma & esatta, per cui e; definisce

effettivamente una classe di coomologia reale

20Un divisore & una ipersuperfice non necessariamente irriducibile.



contesto piu generale degli arrangiamenti di
sottospazi.

Questa varieta meravigliosa ¢ notevole
anche sotto altri aspetti. Una presentazione
dell’algebra di coomologia della compattifi-
cazione H*(Y ) e stata data da De Concini e
Procesi e successivamente definita in forma
astratta da Feichtner e Yuzvinsky | ]
Oggi e nota come 'anello di Chow del ma-
troide associato e lo discuteremo pitu nel
dettaglio nella Sezione 8.

3 Matroidi

La definizione di matroide si puo dare in
vari modi equivalenti tra loro. Ogni defini-
zione mette in luce un aspetto interessante
della nozione di matroide, pensiamo quindi
che valga la pena dedicare del tempo a que-
sto fatto: daremo tre definizioni?!, in ognu-
na delle quali si seleziona una famiglia di
sottoinsiemi di un insieme finito “di suppor-
to”, che sono rispettivamente i sottoinsiemi
indipendenti, le basi, i sottoinsiemi chiusi:

Definizione 3.1 Un matroide (M,.%) ¢
un insieme finito M con wuna famiglia
S di sottoinsiemi di M (i sottoinsiemi
indipendenti) con le sequenti proprieta:

1. il sottoinsieme vuoto e indipendente

2. ogni sottoinsieme di un sottoinsieme
indipendente e indipendente.

3. se I e J sono indipendenti, e J ha piu
elementi di I, esiste almeno un j in J
che puo essere aggiunto ad I in modo
che IU{j} sia ancora un sottoinsieme
indipendente.

Si definisce base un insieme B indipen-
dente massimale. Massimale significa in
questo caso che qualunque sotttoinsieme di

M che contenga propriamente B non e indi-
pendente: si mostra facilmente che tutte le
basi di un matroide hanno lo stesso numero
di elementi. Una definizione equivalente di
matroide in termini dell’insieme delle basi ¢
la seguente:

Definizione 3.2 Un matroide (M,%) é
un insieme finito M con una famiglia non
vuota A di sottoinsiemi di M (le basi) con
le sequenti proprieta :

1. Nessun sottoinsieme proprio di una
base e una base.

2. Se B e B’ sono due basi, per ogni
b € B esiste b € B’ tale che l'insie-
me (B\ {b})U{b'}, ottenuto da B to-
gliendo b e sostituendolo con b’ & una
base.

Il lettore riconoscera la relazione della se-
conda proprieta col teorema dello scambio
(o lemma di Steinitz) che afferma che tutte
le basi di uno spazio vettoriale di dimensio-
ne finita hanno la stessa cardinalita. Data
la famiglia delle basi, si recupera quella dei
sottoinsiemi indipendenti definendo un sot-
toinsieme di M indipendente se & contenuto
in una base, dipendente altrimenti.

Si dice che un sottoinsieme A di un ma-
troide (M, .#) ha rango r(A) se contiene un
sottoinsieme indipendente con r(A) elemen-
ti ma non contiene sottoinsiemi indipenden-
ti pit numerosi. Un sottoinsieme A si dice
un chiuso se aggiungendo un qualsiasi ele-
mento ad A il suo rango cresce. Si vede fa-
cilmente che ogni sottoinsieme di M & con-
tenuto in un sottoinsieme chiuso minimale,
spesso chiamato la sua chiusura. Questa co-
struzione ¢ in stretta analogia con la nozio-
ne di Span di un sottoinsieme in Algebra
Lineare. Ad esempio, se I C M & un insie-
me indipendente si considera il sottoinsieme

21 Altre possibili definizioni sono mediante il sottoinsieme dei circuiti, la funzione rango, I’operazione

di chiusura. Praticamente ogni testo introduttivo, come ad esempio |

ne mostra ’equivalenza.

] elenca queste definizioni e



Fr (“lo span di I”) ottenuto aggiungendo a
I tutti gli elementi di M “dipendenti da [7:
in questo modo [ ¢ un insieme indipendente
massimale di Fy, vale a dire r(F7) = r(I).
Tale F; ¢ un sottoinsieme chiuso ed ¢ la
chiusura di 1.

La definizione di matroide si puo formu-
lare in modo equivalente, forse piu sugge-
stivo, in termini di sottoinsiemi chiusi. Per
dare questa definizione premettiamo che se
F C GG sono due chiusi, si dice che G copre
F" se non ci sono chiusi che contengono pro-
priamente F' e sono contenuti propriamen-
te in G. Questa condizione e equivalente a
r(G) =r(F)+ 1.

Definizione 3.3 Un matroide (M,.7) ¢
un insieme finito dotato di una famiglia

F di sottoinsiemi detti chiusi, con le
proprieta:

1. M é un chiuso,

2. lintersezione di due chiust e un

chiuso.

3. Se F' é un sottoinsieme chiuso, ogni
elemento di M\ F' appartiene a uno e
un solo sottoinsieme chiuso che copre
F: in altri termini, se Fy,--- | F} so-
no 1 chiust che coprono F, gli insiems
Fy\F,--- ,EF\ F sono una partizione
di M\ F.

Passare da questa definizione di matroi-
de a una delle precedenti e un esercizio di-
vertente e non del tutto banale. Cerchia-
mo di dare un significato pitt concreto a
questa definizione esibendo qualche esempio
significativo:

Esempio 3.4 Se V' ¢ uno spazio vettoriale
sul campo K, una lista* L := (vy, -+ ,vn)
di elementi di V definisce un matroi-
de vettoriale, chiamando indipendenti le
sottoliste di L linearmente indipendenti.

2

In questo caso una sottolista F' C L e chiu-
sa se ogni vettore v; ¢ F non & contenu-
to in Span(F). La sottolista chiusa mi-
nimale contenente una sottolista A C L e
A = Span(A) N L (1a chiusura di A).

Prima di dare il secondo, fondamentale,
esempio, ricordiamo che un albero € un grafo
connesso che non contiene cicli. Una foresta
¢ un grafo non necessariamente connesso le
cui componenti connesse sono alberi.

Esempio 3.5 Dato un grafo finito I" il ma-
troide grafico a esso associato ha come in-
sieme di supporto linsieme E dei lati del
grafo, e come sottoinsiemi indipendenti 1
sottoinsiems di lati delle foreste contenute
in I'. Osserviamo, in particolare, che se I’
e connesso le basi sono gli alberi massimali
(spanning trees) di T.

A titolo di esempio descriviamo i sot-
toinsiemi chiusi del matroide grafico asso-
ciato a un grafo I' di insieme di lati £: un
sottoinsieme F' di lati e chiuso se non esi-
stono lati e € E'\ F' che connettono vertici
che possono essere connessi da un cammino
i cui lati siano contenuti in F'.

Una classe interessante di matroidi, det-
ti trasversali sorge da un problema di
notevole interesse applicativo, quello dei
matching:

Esempio 3.6 Prendiamo un grafo I bipar-
tito. Questo significa che si puo dividere
[insieme dei vertici V' in una unione di due
sottoinsiems Vi e Vy disgiunti, in modo che
ogni lato abbia un vertice in Vy e uno in Vs.
Un matching in I' é un sottoinsieme M di
lati di T senza vertici in comune. In que-
sto modo si determinano due sottoinsiemi,
I CVyely, CVy, con lo stesso numero di
elementi, con la proprieta che ogni elemen-
to in Iy € vertice di uno e un solo lato del
sottoinsieme M, e lo stesso per gli elements

2una lista differisce da un sottoinsieme in quanto sono permesse ripetizioni

23In questo caso la verifica della terza proprieta degli insiemi indipendenti non & del tutto banale.



di Iy. Definendo un sottoinsieme I C V| in-
dipendente se esiste un matching che abbia
I come insieme di vertici in V, si ottiene
una struttura di matroide sull’insieme V;23.

Osservazione 3.7 Dato un  matroide
(M, RB), si verifica facilmente che, definen-
do B la famiglia dei complementari della
basi, questa verifica ancora le due proprieta
della definizione 3.2; si costruisce cosi un
nuovo matroide (M, B") detto il matroide
duale.

Esempio 3.8 Il duale di un matroide gra-
fico (cioé del tipo dell’esempio 3.5) si dice
matrotde cografico di I'. Un fatto classi-
co ¢ il sequente: il matroide cografico di T’
¢ il matroide grafico di un altro grafo I se
e solo se il grafo I' e planare. Nel matroi-
de cografico gli insiemi indipendenti sono i
sottoinstemsi di lati che possono essere tolti
senza disconnettere il grafo.

Una geometria combinatoria, 1'og-
getto menzionato nella citazione precedente
di Rota, € un matroide in cui ogni sottoin-
sieme di cardinalita al piu due e indipen-
dente. Un matroide grafico, cioe del tipo
del Teorema 3.5, € una geometria combina-
toria se il grafo I' di partenza non ha loop
e lati multipli tra gli stessi due vertici. Un
matroide vettoriale, cioe del Esempio 3.4, e
una geometria combinatoria se ogni vettore
v; della lista L € non nullo e se ogni coppia
di vettori v;, v; non ¢ collineare.

4 Matroidi realizzabili e
non realizzabili

Un matroide (M, .#), si dice realizzabile
sul campo K se ¢ isomorfo a un matroide
del tipo dell’Esempio 3.4, cioe se esiste una
corrispondenza biunivoca degli elementi di
M con le colonne di una matrice a coeffi-
cienti in K in modo che i sottoinsiemi indi-
pendenti di M corrispondano esattamente

al sottoinsiemi di colonne linearmente indi-
pendenti della matrice. I matroidi presenta-
ti sopra sono esempi di matroidi “realizza-
bili”. Esistono matroidi che non rientrano
in questa tipologia:

Esempio 4.1 Consideriamo il piano pro-
iettivo P? sul campo con due elementi Fs,
esso e formato da 7 punti e 7 rette. Ogni
retta contiene esattamente 3 punti e per
ogni punto passano 3 rette (cf Figura 3).
La lineare indipendenza di questi vettor:i de-
scrive il matroide di Fano. Usando 4 teore-
mi di Ceva e di Menelao si puo dimostrare
che il matroide di Fano e realizzabile solo su
campi a caratteristica due.

Figura 3: La rappresentazione grafica del
piano di Fano P?(FFy) composto da 7 punti
e 7 rette.

Esempio 4.2 Consideriamo il matroide su
9 elementi le cui basi sono 1 sottoinsiems
di 3 elementi che non giacciono su un uno
stesso segmento o sulla circonferenza in Fi-
gura 5. Tale matroide corrisponde alla con-
figurazione di punti e rette sul piano di Fano
P%(Fy). Esso non ¢ realizzabile su ogni cam-
po; infatti il teorema di Pappo (cf Figura
4) asserisce che i tre punti al centro giac-
ciono sulla stessa retta. Se esistesse una
rappresentazione allora i tre vettori che de-
scrivono 1 tre punti in questione sarebbero
linearmente dipendenti. Cio contraddice la
definizione del matroide di questo esempio.
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Figura 4: Rappresentazione del teorema di
Pappo.

Figura 5: Un matroide non Pappo; i tre
punti al centro non sono collineari.

Combinando una stima di D. Knuth
[ | risalente agli anni '70 con una re-
cente di Nelson | |, si trova che in realta
1 matroidi realizzabili costituiscono 1’ecce-
zione: il numero di strutture di matroide a
meno di isomorfismo su un insl,iergle di n ele-
menti ha ordine almeno %2% ln/2)) ~ 22"
mentre il numero dei matroidi realizzabili
su un jnsieme con n elementi ha ordine al
pitt 27 per n > 12. Una congettura di
Rota caratterizza, per ogni campo finito, la
realizzabilita di un matroide in termini di
un numero finito di “minori” esclusi, in un
modo che ricorda il classico teorema di Ku-
ratowski sulla realizzabilita di un grafo su
una superficie. Importanti progressi in tale
direzione sono stati compiuti da J. Geelen,

B. Gerards e G. Whittle, vedi | ).

5 Il polinomio caratteri-
stico di un matroide

Dato un matroide si pongono molti proble-
mi di enumerazione, ad esempio: quanti so-
no i chiusi di rango fissato? Oppure, quanti
insiemi indipendenti di cardinalita fissata ci
sono?** Molte importanti proprieta enume-
rative di un matroide sono sintetizzate in un
invariante, il polinomio caratteristico pas(t):

Definizione 5.1 Dato un matroide M, il
suo polinomio caratteristico py(t) é:

pult) = 3 (=M= )

Se M ¢ una geometria combinatoria, il po-
linomio caratteristico si puo scrivere come
somma sui sottoinsiemi chiusi:

> (0, Fyrn-rt,

FCM,FEF

pu(t) =

dove p € la funzione di Mobius del insieme
parzialmente ordinato dei chiust.

Non e difficile vedere che py/(1) = 0, per
cui ha senso definire il polinomio caratteri-
stico ridotto pas(t) := par(t)/(t—1). I valori
assoluti dei coefficienti del polinomio carat-
teristico si chiamano numeri di Whitney
di prima specie.

Osservazione 5.2 Nella Sezione 2.1 ab-
biamo introdotto il polinomio cromatico
pr(t) per un grafo I'. Esso é legato al po-
linomio caratteristico del matroide grafico
M(T) dalla formula pr(t) = t°parry(t), do-
ve ¢ e il numero di componenti connesse del
grafo T'.

Osservazione 5.3 Il polinomio di Poin-
caré di un arrangiamento di iperpiani in
V =C" é definito da

pa(t) =Y dimg H*(V \ | JA) "

24Questo problema contiene in particolare il problema di determinare la complessita del grafo, cioe
il numero di alberi massimali di un grafo. Ad esempio un classico teorema di A. Cayley afferma che il

grafo completo su n vertici contiene esattamente n"

—2 alberi massimali.
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e codifica parte della struttura coomologica
del complemento. Siano ¢; i vettori dua-
li che descrivono gli iperpiani H; € A e
M(A) il matroide vettoriale (vedi Esem-
pio 3.4) descritto dai vettori ¢;. 1l poli-
nomio di Poincaré di A si ottiene dal po-
linomio caratteristico di M(A) invertendo
Uordine dei coefficienti, in formule p4(t) =
M prray ().

Viene naturale chiedersi quali polinomi
siano polinomi caratteristici di un matroi-
de: una caratterizzazione completa sembra
senza speranze. Nasce da cio l'interesse a
trovare proprieta dei coefficienti di questi
polinomi. Esattamente in questo tipo di ri-
sultati si situano i contributi piu innovati-
vi di J. Huh, che stabiliscono la validita di
congetture risalenti a molti anni fa.

Esempio 5.4 Top-heavy conjecture.
Nel 197/ Dowling and Wilson [ ,
| congetturano : sia L* Uinsieme dei
chiusi di rango k di un matroide di rango r

1. Per ogni intero non negativo p minore

di 5 st ha |[LP| < [L77P

2. Per ogni intero non negativo p minore
di 5 si ha |LP] < |LPTY.

Notiamo che si tratta di una vasta genera-
lizzazione dei risultati discusst mel Proble-
ma 1.4. Questa congettura e stata dimo-
strata solo recentemente da Huh e coautori

[ : /-

6 Successioni unimodali

e log-concave

Una successione (ag, - - - , aq) di numeri reali
si dice unimodale se esiste 0 < j < d tale
cheap <ay <--- < a; > aj >0 2> ag,
se cioe 1 numeri crescono fino a un certo

punto dopo il quale decrescono. La suc-
cessione si dice log-concava se per ogni
(=1,---,d—1sihaa? > ay_1as;. Lalog-
concavita di una successione positiva impli-
ca la sua unimodalita nel caso la successio-
ne non abbia zeri interni, cioe non esista
un termine nullo preceduto e seguito da dei
termini non nulli. Un risultato classico as-
serisce che se p(T) = a9+ a,T + -+ - + a1
e un polinomio a coefficienti positivi che ha
soltanto zeri reali allora la successione dei
suoi coefficienti e log-concava.

Osservazione 6.1 La log-concavita della
successione (ag,--- ,aq), per a; > 0,
equivale al fatto che per ogni k la for-
ma bilineare simmetrica di matrice A, =

(QZI Qg ) ha segnatura (171) 0 e
k

degenere.

Q41

Molte successioni di numeri che emergo-
no naturalmente in combinatoria sono uni-
modali*> o addirittura log-concave. Si ve-
dano i due lavori di rassegna | , ,

] per un panorama.

Esempio 6.2 Coefficienti binomiali e
numeri di Stirling Come abbiamo detto,
1 coefficienti di un polinomio che ha soltan-
to zeri reali formano una successione log-
concava. Da cio seque immediatamente la
log-concavita dei coefficienti binomiali e dei
numeri di Stirling.

7 Una fonte di successio-
ni unimodali: la teo-
ria di Hodge di una

varieta algebrica

La geometria algebrica figura senza dubbio
tra i settori della matematica che nel ven-

25Non tutte, perd: La successione dei numeri di facce di un politopo convesso simpliciale contraria-
mente alle aspettative, non ¢ unimodale. Esempi di politopi, di dimensione piuttosto grande, che non
soddisfano questa proprieta sono dovuti a A. Bjorner.
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tesimo secolo hanno avuto maggior svilup-
po. Grande attenzione e stata dedicata in
particolare allo studio delle proprieta topo-
logiche delle varieta algebriche, per il qua-
le ci si puo avvalere dei potenti strumenti
di tipo trascendentale formiti dalla teoria
di Hodge. Cercheremo di descrivere alcu-
ni risultati fondamentali di questo campo
sorvolando sulle molte nozioni tecniche che
sarebbero necessarie per darne una descri-
zione accurata. Una varieta algebrica com-
plessa (proiettiva) X ¢ il luogo di zeri di un
insieme di polinomi omogenei a coefficien-
ti complessi, considerato come sottoinsieme
dello spazio proiettivo complesso P*(C). In
quanto chiuso di una varieta compatta ¢ un
insieme compatto. Semplici esempi mostra-
no che questo spazio topologico puo non es-
sere una varieta topologica. Una varieta si
dice liscia, o nonsingolare, di dimensione d,
quando, vicino ad ogni suo punto, ¢ definita
da n — d polinomi la cui matrice jacobiana
ha rango massimo.

In questi caso la varieta algebrica ¢ an-
che una varieta differenziabile orientata, di
dimensione reale 2d. In quanto tale sono
definiti i suoi gruppi di coomologia H*(X)
che per semplicita considereremo a coeffi-
cienti reali, e identificheremo coi gruppi di
coomologia di de Rham, come spiegato in
2.2. Vale la dualita di Poincaré, per la quale
il duale di H*(X) si identifica naturalmente
con H*~1(X) per ogni i, che in particolare
fornisce I'uguaglianza h' := dim H(X) =
dim H?~(X) =: h??7126_ In altri termini
la successione hY, h', .- h?*¢ & palindroma.
Una sottovarieta algebrica Y di X defini-
sce una classe di coomologia [Y] in H%*(X),

dove ¢ = dim X — dimY ¢ la codimensio-
ne complessa di Y. In particolare, se si
interseca X con un iperpiano dello spazio
proiettivo ambiente, si ottiene una classe in
H?(X). Le combinazioni lineari a coefficien-
ti positivi di classi ottenute in questo modo
si dicono ampie e il loro insieme, contenu-
to in H?(X), si dice il cono ampio. Le
classi di coomologia sulla frontiera del co-
no ampio si dicono NEF. Come detto in
2.2, la somma diretta ©pH*(X), ha una
struttura di algebra (graduata). Per clas-
si associate a sottovarieta che si interseca-
no "bene” il prodotto in coomologia ha una
naturale interpretazione geometrica: se Y
e Z sono due sottovarieta algebriche di co-
dimensione c¢; e ¢, rispettivamente, che si
intersecano trasversalmente, cosicché Y NZ
¢ una sottovarieta algebrica di codimensio-
ne ¢; + ¢y e indichiamo [Y] € H*'(X) e
[Z] € H*2(X) le loro classi di coomologia,
il prodotto [Y][Z] € H*1 22 (X) ¢ la classe
di coomologia di Y N Z.

Un classico risultato di teoria di
Hodge (il teorema “Hard Lefsche-
tz”) asserisce che le due successioni di
numeri di Betti A% A2, ... 522 p2 e
h',h3,---  h?=3 h2~1 sono unimodali:

Teorema 7.1 Sia X wuna varieta algebri-
ca proiettiva complessa liscia di dimensione
d, e sia e = [n] € H*(X) una classe am-
pia. Allora, per ogni k la moltiplicazione per
ek definisce un isomorfismo tra H™*(X) e
H¥k(X)?T. In particolare, la moltiplicazio-
ne per e, da H'(X) in H*(X), ¢ iniettiva
peri < d—1 e suriettiva per i > d.

Da questo segue facilmente 1'unimodalita
delle due successioni. Un altro risulta-

26Pin precisamente, applicazione PD : H (X) x H?**7'(X) — R, definita PD([o], [8]) = [ a A B,
ben definita per il teorema di Stokes, ¢ non degenere e determina la suddetta dualita

2"Notare che i due spazi sono canonicamente uno il duale dell’altro, per la dualitd di Poincaré, per cui
il risultato si pud anche enunciare cosi: per ogni k, la forma bilineare Qj, su H%~*(X) definita

Qu([a], 8) = /

¢ non degenere.

nk/\a/\ﬂ,
X
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to classico della teoria topologica delle va-
rieta algebriche (Hodge-Riemann bilinear
relations) produce analogamente successio-
ni log-concave associate a classi di coomo-
logia di varieta algebriche. Enunciamo una
forma sufficiente per i nostri scopi:

Teorema 7.2 Sia X wuna varieta algebri-
ca proiettiva complessa liscia di dimensio-
ne d, e siano a = [a],b = [f] € H*(X)
due classi NEF, cioe limiti di classi am-
pie. Allora, per k = 0,---d, la successione
akpd—F = fX a* Bk ¢ log-concava.

Aggiungiamo per completezza che risulta-
ti analoghi al teorema di Lefschetz e alle
disuguaglianze di Hodge-Riemann, anch’es-
si rilevanti per i recenti contributi di Huh,
valgono per varieta singolari, a patto di so-
stituire la coomologia con un invariante to-
pologico che si comporta meglio per varieta
singolari, la coomologia di intersezione, de-
finita nei primi anni 80 da M. Goresky e
R. MacPherson | : |. Tale inva-
riante e definito limitandosi a considerare
catene che intersecano in modo controllato
I'insieme delle singolarita della varieta. Si
ha cosi, per ogni k, il gruppo di coomologia
di intersezione IH*(X), dotato di una appli-
cazione naturale IH*(X) — H*(X), che ¢
un isomorfismo quando X e nonsingolare e
il cui nucleo ha una caratterizazione in ter-
mini di filtrazione dei pesi della struttura di
Hodge mista su X. A differenza della coo-
mologia, la coomologia di intersezione non
ha una struttura di anello: non ¢ possibi-
le definire in modo ragionevole il prodotto
di classi di coomologia di intersezione. E
soltanto possibile moltiplicare una classe di
coomologia con una classe di intersezione
ottenendo una nuova classe di intersezione:
in altri termini, @, IH*(X) ha una struttura
naturale di modulo graduato su @, H*(X).
In compenso la coomologia di intersezione
verifica la dualita di Poincaré, il teorema di
Hard Lefschetz rispetto alla moltiplicazione
per una classe ampia. Si presta pertanto a

fornire esempi di successioni palindrome e
unimodali.

Osservazione 7.3 Sia X una varieta sin-
golare, definiamo b; = dim H*(X) e
supponiamo che [’applicazione naturale
H?*(X) — IH*(X) sia iniettiva per ogni
1. Mostriamo allora che

Sia e € H?*(X) una classe ampia: se
0 < ¢+ < 3 < d—1 si ha che
eI IH*(X) — IH% (X)) ¢ iniettiva per il
teorema di Lefschetz. Nel diagrammas:

H?(X) —— [H%(X)

lej -t Iej —i

HY(X) — TH¥(X)

le frecce orizzontali sono iniettive per ipo-
test, e deve quindi essere iniettiva la freccia
verticale a sinistra. Si ha percio b; < b;. Un
argomento di questo genere ¢ alla base del-
la dimostrazione della congettura top-heavy
nel caso realizzabile.

8 Alcuni risultati di J.

Huh

Ad un matroide realizzabile puo essere asso-
ciata una varieta algebrica proiettiva liscia i
cui numeri di Betti sono, a meno del segno,
i coefficienti del polinomio caratteristico del
matroide (cf | ]). Si ottiene cosi una
dimostrazione della loro unimodalita e, pre-
cisando opportunamente questa corrispon-
denza, della log-concavita della successione
dei coefficienti. Questa dimostrazione, ol-
tre a non essere puramente combinatoria,
dovendo passare per il misterioso teorema
Hard Lefschetz o le ancora piu elusive di-
suguaglianze di Hodge-Riemann, copre sol-
tanto il caso dei matroidi realizzabili, che
come abbiamo visto sono una porzione mi-
nima dei matroidi. E. M. Feichtner e S.
Yuzvinsky, nel 2004 | ] associano a ogni
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matroide un anello graduato, che nel caso
realizzabile si riduce alla coomologia del-
la varieta proiettiva associata al matroide.
Adiprasito, Huh e Katz [ | riescono
a dimostrare che in questa generalita mol-
to maggiore il teorema di Hard Lefschetz e
le disuguaglianze di Hodge-Riemann valgo-
no ancora. B come se la teoria di Hodge
sopravvivesse anche in assenza di una va-
rieta algebrica soggiacente. Un fenomeno
analogo era stato verificato qualche anno
prima da B. Elias e G. Williamson | ]
nello studio delle congetture sui polinomi
di Kazdan-Lusztig di un gruppo di Coxeter
generale.

Cerchiamo di dare un’idea della costru-
zione di questo anello. Si introduce una in-
determinata xp per ogni sottoinsieme chiu-
so non banale del matroide, e si considera
'anello dei polinomi R|...., 2, ....] in queste
indeterminate. Si definiscono le relazioni
rrre = 0 qualora i due sottoinsiemi chiusi
non siano comparabili, ciot FF ¢ Ge G € F,
e, perogni a,b € M, > pTp =), pTF.
L’anello di Chow A(M) del matroide & per
definizione il quoziente di Zf...., zp, ....] per
I'ideale generato da queste relazioni ¢ un
anello graduato, e indicheremo con A*(M)
il sottogruppo degli elementi di grado i. Va-
le il seguente notevolissimo teorema che af-
ferma che I'anello di Chow di un matroide
si comporta come la (parte pari della) coo-
mologia di una varieta algebrica proiettiva
liscia. Esso e stato dimostrato nel 2012 nel
caso in cui il matroide M sia realizzabile su
un campo a caratteristica zero | ], in
seguito esteso a matroidi rappresentabili su
un qualsiasi campo | | e infine in piena
generalita in | |:

Teorema 8.1 Sia A(M) = ®A*(M) la-
nello di Chow di un matroide di rango d +
1:

1. A¥(M) = 0 per k > d ed esiste un

~

isomorfismo [ : AY(M) = R.

2. (Dualita di Poincaré) la moltiplicazio-
ne A¥(M) x ATF(M) — A4M) ~R
e una forma bilineare non degenere.

3. (Hard Lefschetz) Esiste un cono non
vuoto C C AY(M) tale che per ogni
e € C lapplicazione di moltiplicazio-
ne per =2k definisce un isomorfismo

tra AF(M) e ATF(M)

4. (relazioni bilineari di  Hodge-Rie-
mann) Sia P* C A*(M) il nucleo
della moltiplicazione per e?=2k*1 g
forma bilineare simmetrica Q(a,b) =
(=1)% [e®=2kab ¢ definita positiva su
P*.

Questo teorema implica la log-concavita
dei numeri di Whitney di prima specie,
risolvendo cosi una congettura di Rota e
Welsh degli anni '70. La relazione tra le pro-
prieta dell’anello A(M) e i numeri di Whit-
ney deriva dal seguente fatto, ben noto: pre-
som € M, siano a,b € A'(M) definite da
a =) cptreb:=3% . prpr. Queste
classi sono sulla frontiera del cono C', non
dipendono in realta dalla scelta di m, come
si vede dalle relazioni definite sopra, e si puo
provare che [(a®*b¥) & il valore assoluto del
k-esimo coefficiente del polinomio caratteri-
stico ridotto pa(t) = par(t)/(t —1). Un co-
rollario di questo teorema, anch’esso molto
notevole, che risponde affermativamente a
una congettura di Mason e Welsh, e che la
successione {fi} dei numeri di sottoinsiemi
indipendenti di cardinalita k£ di un matroide
e log-concava.

9 Sviluppi ulteriori: la

congettura top-heavy

Come accennato nell’osservazione 7.3, la
congettura top-heavy si appoggia, anche
nel caso realizzabile, a strumenti di geome-
tria algebrica ben piu sofisticati della teo-
ria di Hodge classica. Miracolosamente an-
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che questi argomenti, dopo un tour de for-
ce tecnico spettacolare, possono applicarsi
nel caso non realizzabile, costruendo model-
li puramente combinatorici della coomolo-
gia di intersezione e dimostrandone le sue
proprieta.

Altri importanti lavori di June Huh, che
non possiamo omettere di citare, riguarda-
no la geometria Lagrangiana dei matroidi
[ ] e particolari classi di polinomi det-
ti Lorentziani | ]. Una descrizione qui
di questi risultati risulterebbe troppo lun-
ga, ma speriamo comunque di aver forni-
to un’idea del meraviglioso lavoro di June
Hubh.
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