
The important thing is not to stop questioning.

Curiosity has its own reason for existing.

One cannot help but be in awe when one

contemplates the mysteries of eternity,

of life, of the marvelous structure of reality.

It is enough if one tries merely to comprehend

a little of this mystery every day.

Never lose a holy curiosity.

Albert Einstein - The World As I See It
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Introduzione

Quando le superfici modulari si sono rivelate come un ponte tra varie

discipline, in particolar modo tra sistemi dinamici, teoria dei numeri e caos

quantistico, è sembrato certamente un fatto fenomenale ed inaspettato. Ma

se ci pensiamo, già Galileo si era reso conto di quanto fosse sottile il confine

tra la matematica e la fisica e, con il passare del tempo, la necessità di uno

scambio e di interazione tra le due scienze è andata crescendo sempre di più.

Le teorie fisiche richiedono argomenti matematici sempre più raffinati

ed astratti e la matematica si mostra sempre di più in quell’unità che uno

studente universitario comincia a scorgere solo verso la fine dei suoi studi e

che la complica almeno quanto la rende affascinante. Non c’è da stupirsi,

quindi, se in questa tesi siamo andati a cercare di studiare la fisica di un

sistema poco fisico.

Tale sistema, come si può già intuire dal titolo, è quello dato dalle su-

perfici modulari, particolari superfici di Riemann ottenute dal quoziente del

semipiano complesso equipaggiato di una metrica iperbolica. La fisica, in-

vece, sta nello studio dell’operatore di Laplace con campo magnetico nul-

lo in una superficie che non è invariante per Gauge, cioè che ammette più

scritture formalmente equivalenti per definire un campo magnetico: ne con-

seguono comportamenti spettrali differenti, in accordo con il famoso effetto

di Aharonov-Bohm.

L’utilità del problema in sé può essere ricercata nello stretto legame che c’è

tra la dinamica sulle superfici modulari e la teoria dei numeri. Inoltre, alcuni

calcoli lasciano presupporre che in questo caso l’effetto di Aharonov-Bohm

iv



Introduzione v

sia accompagnato da qualche altro fenomeno di innestamento dello spettro

discreto in quello continuo e dalla comparsa di risonanze che potrebbero

avere un legame stretto con gli zeri non banali di opportune combinazioni di

funzioni zeta.

Il primo capitolo serve a porre le basi necessarie a comprendere ed in-

quadrare quanto verrà fatto nella parte successiva della tesi. Vengono forni-

ti cenni di geometria differenziale ed analisi funzionale coronati da un gran

numero di riferimenti utili per chi volesse approfondire gli argomenti trattati.

Nel secondo capitolo vengono ricostruite le superfici modulari, con un

occhio di riguardo a quella ottenuta tramite il gruppo modulare Λ, la più

semplice tra quelle che dovrebbero presentare i comportamenti spettrali cer-

cati.

Nel terzo capitolo si cerca di definire opportunamente l’operatore di La-

place cercato. Purtroppo i calcoli si interrompono a causa di problemi nella

convergenza di una serie. Le difficoltà incontrate in questo capitolo, però,

lasciano sperare che semplificando il problema si possa tentare la ricerca di

un metodo e di risultati da generalizzare all’analisi spettrale sulle superfici

modulari.

Nel quarto capitolo si pone un nuovo problema, apparentemente più sem-

plice, le cui dinamiche dovrebbero ricalcare asintoticamente quelle della si-

tuazione del capitolo precedente. Si effettua una prima analisi del problema e

si accenna ad alcuni risultati successivi che non possono, però, essere inclusi

nella tesi per questioni di tempo e di spazio.

Il quinto capitolo, indipendente dagli altri, tratta alcuni studi personali

sulla relazione tra la funzione zeta di Riemann e la mappa di Gauss.



Capitolo 1

Concetti Preliminari

1.1 Cenni di Algebra

Un capitolo sull’algebra elementare può forse risultare superfluo, ma recu-

perare i concetti relativi all’idea di quoziente e alle strutture che sottostanno

a tutta la teoria che sarà sviluppata può risultare in qualche modo illuminante

per comprendere il lavoro.

Quello che segue è soltanto una brevissima introduzione in cui, in linea

di massima, risultati e definizioni sono solo elencati. Per ulteriori dettagli

ed approfondimenti si consigliano i seguenti riferimenti bibliografici: [Tul],

[AM69], [Tof].

1.1.1 Teoria dei gruppi

Si consideri un insieme G dotato di un’operazione binaria ∗ : G×G→ G

che soddisfi le seguenti proprietà

- ∗ è associativa,

- esiste u ∈ G elemento neutro per ∗,

- per ogni a ∈ G esiste l’inverso a−1;

1



1.1 Cenni di Algebra 2

la struttura algebrica data dalla coppia (G, ∗) è detta gruppo. Un grup-

po si dice abeliano se ∗ soddisfa la proprietà commutativa. Per como-

dità di notazione si ometterà l’operazione quando non è necessario indicarla

esplicitamente.

Siano (G, ∗) ed (G′, ∗′) due gruppi. Un morfismo tra (G, ∗) ed (G′, ∗′) è

un’applicazione φ : G→ G′ che preserva le operazioni, cioè per ogni a, b ∈ G
si ha φ(a ∗ b) = φ(a) ∗′ φ(b). A sua volta questo implica che φ(uG) = uG′ e

φ(a−1) = φ(a)−1, dove a, b ∈ G e uG ed uG′ sono gli elemento neutri del primo

e del secondo gruppo rispettivamente. È facile verificare che la composizione

di morfismi è un morfismo.

In generale non è vero che ogni sottoinsieme H di un gruppo G sia ancora

un gruppo. Nel caso lo fosse, tale sottoinsieme viene chiamato sottogruppo

del gruppo G e si indica H ≤ G. Per i sottogruppi vale il seguente teorema

di caratterizzazione:

Teorema 1.1.1. Sia G un gruppo e sia H un sottoinsieme non vuoto di G.

Le seguenti affermazioni sono equivalenti

(i) H è un sottogruppo di G,

(ii) per ogni a, b ∈ H ⇒ ab ∈ H, a−1 ∈ H,

(iii) per ogni a, b ∈ H ⇒ ab−1 ∈ H,

(iv) per ogni a, b ∈ H ⇒ a−1b ∈ H.

Inoltre se φ : G→ C è un morfismo tra i gruppi G e C, allora

(i) H ≤ G ⇒ φ(H) ≤ C, in particolare Im(φ) ≤ C;

(ii) D ≤ C ⇒ φ−1(D) ≤ G, in particolare φ−1(uD) ≤ G.

Se φ : G→ C è un morfismo tra gruppi, allora il sottogruppo φ−1(uC) di

G si dice nucleo di φ e si denota “Ker φ”.

Proposizione 1.1.2. Se φ : G→ C è un morfismo tra gruppi, allora

φ è iniettivo ⇔ Ker φ = {uC}.
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Sia G un gruppo e sia X un sottoinsieme di G. Si chiama sottogruppo

generato da X, e si denota con 〈X〉, l’intersezione della famiglia di tutti

i sottogruppi di G che contengono X. Tale gruppo è anche il più piccolo

sottogruppo di G contenente X.

Teorema 1.1.3. Sia G un gruppo e sia X un sottoinsieme di G. Allo-

ra a ∈ 〈X〉 se e solo se esiste k ∈ N ed esistono x1, · · · , xk ∈ X, non

necessariamente distinti, tali che

a = xε11 · · ·x
εk
k dove εi ∈ {−1, 1} ∀i 1 ≤ i ≤ k.

In altri termini, riducendo nell’equazione precedente le potenze contigue con

medesima base ad un’unica potenza, ogni elemento di 〈X〉 si può esprimere,

anche se non in maniera unica, come prodotto di potenze di elementi di X

ad esponente in Z.

Un gruppo si dice in notazione moltiplicativa quando l’operazione si indica

con “·” e l’elemento neutro con 1.

Sia G un gruppo in notazione moltiplicativa e sia X un insieme. Si dice

azione a sinistra di G su X un’applicazione α : G×X → X tale che ∀x ∈ X
e ∀a, b ∈ G valgano le seguenti proprietà

1. α(1, x) = x,

2. α(b, α(a, x)) = α(b · a, x).

Allo stesso modo si possono definire azioni a destra di G su X come appli-

cazioni X × G → G che godano di proprietà simmetriche rispetto ai quelle

della definizione precedente. Un’azione a destra non è detto che lo sia anche

a sinistra.

Data un’azione G×X → X, si definisce una relazione ∼ su X come segue

x ∼ y ⇔ ∃ a ∈ G t.c. ax = y.

Tale relazione è una relazione di equivalenza ed ogni classe di equivalenza

che definisce viene chiamata orbita dell’azione. Per definizione, la classe [x]
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si descrive con [x] = {ax : a ∈ G}, o più semplicemente Gx. Quando esiste

una sola orbita, l’azione si dice transitiva e, in tal caso, ∀x, y ∈ X ∃ a ∈ G
tale che ax = y. Fissato un elemento x0 di X, si chiama stabilizzatore, o (in

fisica) gruppo di isotropia, l’insieme St(x0) = {a ∈ G : ax0 = x0}.
Sia H un sottogruppo del gruppo G. Allora H agisce sull’insieme G con

la moltiplicazione sia sinistra e che a destra:

H ×G→ G, (b, x) 7→ bx; G×H → G, (x, b) 7→ xb.

Le orbite dell’azione a sinistra (a destra) di H su G per moltiplicazione a

sinistra (a destra) si chiamano laterali sinistri (destri). Cos̀ı Hx rappresenta

il laterale sinistro (classe di equivalenza) di x, mentre xH rappresenta il late-

rale destro. H è laterale tanto sinistro quanto destro ed è l’orbita dell’unità

di G.

Lemma 1.1.4. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

• Hx = Hy;

• x ∈ Hy;

• ∃b ∈ H, x = by;

• xy−1 ∈ H.

Come si intuisce facilmente, esiste una versione analoga del lemma per i

laterali destri. Inoltre, poiché l’applicazione b 7→ bx (b 7→ xb) è una biiezione

(per la proprietà di cancellazione) da H in Hx (xH), si ha anche che

|Hx| = |H| = |xH|.

D’altra parte, seppure è vero che i laterali sinistri sono lo stesso numero

dei laterali destri (possono essere messi in corrispondenza biunivoca trami-

te Hx 7→ x−1H), in generale le partizioni che inducono sul gruppo su cui

agiscono non coincidono.

Si dice indice di H in G il numero dei laterali sinistri (o destri) quando è

finito; si dice che l’indice è∞ quando il numero dei laterali è infinito. L’indice

si denota con [G : H].
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Teorema 1.1.5 (Lagrange). Sia G un gruppo finito e sia H ≤ G. Allora

|G| = |H|[G : H].

Corollario 1.1.6. 1. Ogni elemento di un gruppo finito G ha come pe-

riodo un divisore dell’ordine di G.

2. Se G è un gruppo e |G| = n allora an = 1 ∀a ∈ G.

3. Ogni gruppo finito di ordine primo p è un gruppo ciclico di p elementi;

quindi isomorfo al gruppo additivo dei resti modulo p.

4. (Piccolo teorema di Fermat) Se p è un numero primo e p non divide

l’intero m allora mp−1 ≡ 1 mod p).

Sia G un gruppo e H un suo sottogruppo. Si dice che H è un sottogruppo

normale di G e si scrive H C G se ∀a ∈ G, ∀x ∈ H, axa−1 ∈ H ovvero H

contiene tutti i coniugati dei suoi elementi; in altri termini, ∀a ∈ G, aHa−1 ⊆
H ovvero i sottogruppi coniugati di H sono contenuti in H.

Proposizione 1.1.7 (Caratterizzazioni dei sottogruppi normali). Sia H un

sottogruppo di G. Allora sono equivalenti:

1. H CG;

2. yHy−1 = H ∀y ∈ G;

3. Hx = xH ∀x ∈ G.

Se G è un qualsiasi gruppo, allora G stesso e il sottogruppo unità {I }
sono sottugruppi normali di G. I gruppi G che hanno solo questi (G e {I })
come sottogruppi normali, si dicono semplici.

SiaH ≤ G. L’insieme dei laterali destri (sinistri) diH inG viene denotato

con G/H (H \G). La proiezione sull’insieme quoziente π : G→ G/H è tale

che π : x 7→ xH.

Teorema 1.1.8 (del gruppo quoziente). Sia G un gruppo, N un suo sotto-

gruppo e sia π : G→ G/N la proiezione di G sull’insieme quoziente. Allora

le seguenti affermazioni sono equivalenti:
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1. N CG;

2. G/N può essere dotato di una (unica) operazione binaria tale che π sia

un morfismo suriettivo, in tal caso G/N è un gruppo e Ker π = N ;

3. N è il nucleo di un qualche morfismo.

Osservazione 1. Essendo N normale, si ha Nx = xN per ogni x ∈ G

e quindi nel gruppo quoziente G/N si ha (Nx)(Ny) = Nxy; inoltre N è

l’elemento neutro e (Nx)−1 = Nx−1.

Teorema 1.1.9 (Principale sui quozienti). Siano G e C gruppi, N C G,

φ : G → C un morfismo di gruppi e π : G → G/N il morfismo canonico

del gruppo G sul gruppo quoziente G/N . Allora condizione necessaria e suf-

ficiente perché esista un morfismo φ̄ : G/N → C tale che φ̄ ◦ π = φ è che

N ⊆ Ker φ. Inoltre, quando questa condizione è vera, si ha che φ̄ è unico e

• Ker φ̄ = Ker φ/N ;

• Im φ̄ = Im φ.

Osservazione 2. Osservare che φ esiste ed è iniettiva se e solo se N = Ker φ.

Infatti il gruppo quoziente Ker φ/N si riduce al solo elemento neutro se e solo

se N = Ker φ. In questo caso si ha G/Ker φ ∼= Im φ, come verrà enunciato

nel prossimo corollario. Questo risultato in letteratura va anche sotto il nome

di primo teorema di isomorfismo.

Corollario 1.1.10. Siano G e C gruppi e sia φ : G → C un morfismo.

Allora φ si fattorizza in i ◦ ψ ◦ π, dove i è un morfismo iniettivo, ψ un iso-

morfismo e π un morfismo suriettivo. Più precisamente, π : G → G/Ker φ

è la proezione sul quoziente, ψ : G/Ker φ → Im φ è la restrizione all’im-

magine dell’isomorfismo φ̄ ottenuto con il teorema principale sui quozienti e

i : Im φ→ C è l’immersione.
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1.1.2 Algebre

Per alcune dimostrazioni che seguiranno è necessario conoscere i concetti

di Successione Esatta (Corta), di A-Algebra (con A anello) e di Algebra Ester-

na, senza trascurare le loro relazioni con l’algebra dei gruppi sinteticamente

richiamata nella precedente sezione. Sviluppare tutta la teoria necessaria

sarebbe eccessivo data la relativa rilevanza diretta dell’argomento, pertanto

si consiglia a coloro avessero interesse o necessità di consultare l’esauriente

[AM69].

1.2 Azioni di gruppo

La azioni di gruppi topologici su spazi topologici sono il cuore delle strut-

ture definite tramite quozienti topologici, è dunque importante recuperare

un parte della teoria che sottostà a tali strutture. Per questa sezione si fa

riferimento a [Mil74].

1.2.1 Azioni continue di gruppo

Da ora in poi gli spazi (localmente) compatti saranno considerati di

Hausdorff.

Un gruppo G su cui è definita una topologia è un gruppo topologico se le

mappe

(g, g′) 7→ gg′ : G×G→ G, g 7→ g−1 : G→ G

sono continue.

Due elementi g1, g2 ∈ G gruppo, si dicono coniugati se ∃ h ∈ G tale che

g2 = hg1h
−1. Si può osservare facilmente che la coniugazione è una relazione

di equivalenza.

A questo punto si possono recuperare alcune nozioni della sezione prece-

dente per adattarle a questo caso.
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Siano G un gruppo topologico ed X uno spazio topologico. Un’azione di

G su X,

(g, x) 7→ gx : G×X → X

è continua se la sua mappa è continua. Allora, ∀g ∈ G, x 7→ gx : X → X

è un omeomorfismo (con inversa x 7→ g−1x); analogamente a quanto visto

nella sezione precedente, l’insieme Gx = {gx : g ∈ G} delle immagini di una

x ∈ X si chiama orbita dell’azione.

Lo stabilizzatore di x ∈ X (o gruppo di isotropia di x) è l’insieme

Stab(x) = {g ∈ G : gx = x}.

Se X è di Hausdorff, allora Stab(x) è chiuso 1, inoltre è ben definita la

biiezione

G/Stab(x)→ Gx, g · Stab(x) 7→ gx.

G \ X è l’insieme delle orbite dell’azione2 di G su X, G \ X è dotato

naturalmente della topologia quoziente: se p denota la mappa x 7→ Gx :

X → G \X, allora U ⊂ G \X è aperto se e solo se p−1(U) è aperto in G. Si

noti che p : X → G \X è sia continua che aperta infatti:

• è continua per definizione avendo dato a G \X la più sottile topologia

per cui p è una mappa continua;

• se U è un sottoinsieme aperto di X, si deve mostrare che p(U) è aperto;

ma p−1(p(U)) =
⋃
g∈G gU che è chiaramente aperto.

Sia H un sottogruppo di G. H agisce su G a destra e a sinistra e G/H e

H \G sono gli spazi dei laterali destri e sinistri.

Lemma 1.2.1. Lo spazio G/H è di Hausdorff se e solo se H è chiuso in G.

Dimostrazione. Si chiami p la mappa G → G/H, g 7→ gH. Se G/H è di

Hausdorff, il punto uGH in G/H è un chiuso dunque H = p−1(uGH) è un

1In quanto controimmagine di x rispetto alla funzione g 7→ gx : G→ X.
2Ossia l’insieme delle classi di equivalenza [x] = Gx.
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chiuso (uG=identità in G).

Viceversa, sia H un sottogruppo chiuso e siano aH, bH ∈ G/H due elementi

distinti. Poiché G è un gruppo topologico, la mappa

f : G×G→ G, (g, g′) 7→ g−1g′,

è continua, quindi f−1(H) è chiuso. aH 6= bH dunque (a, b) /∈ f−1(H)

(altrimenti a, b ∈ H e aH = bH), allora c’è un intorno aperto di (a, b), che

possiamo prendere della forma U × V , disgiunto da f−1(H). Per quanto

osservato, le immagini di U e V in G/H sono intorni aperti disgiunti di aH

e bH.

Se G agisce transitivamente su X, c’è una biiezione

G/Stab(x)→ X ∀x ∈ X.

Con qualche ipotesi in più si può avere un omeomorfismo, serve però un

lemma preliminare.

Lemma 1.2.2. Sia X uno spazio non vuoto e localmente compatto (e di Hau-

sdorff) tale che X = ∪ Vn dove (Vn) è una famiglia numerabile di sottoinsiemi

chiusi. Allora almeno uno degli Vn ha un punto interno.

Dimostrazione. Le ipotesi implicano che X sia regolare: i punti di X sono

chiusi e per ogni punto x non contenuto in un insieme chiuso A, ci sono in

X due aperti disgiunti U e V che contengono x ed A rispettivamente.

Si supponga per assurdo che nessun Vn abbia un punto interno. Sia U1

un sottoinsieme aperto non vuoto di X che abbia chiusura Ū1 compatta.

Poiché V1 non ha punti interni, U1 non può essere contenuto in V1; inoltre,

poiché U1 è regolare, c’è un sottoinsieme aperto non vuoto U2 ⊂ U1 tale

che Ū2 ⊂ U1 − V1. Procedendo in questo modo si ottiene una successione

di sottoinsiemi aperti non vuoti U3, U4, . . . tali che Ūn+1 ⊂ Un − Vn. Gli Un

sono una successione di compatti non vuoti, per cui ∩ Ūn 6= ∅ che contraddice

X = ∪Vn.

Finalmente si ottiene il risultato cercato.
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Teorema 1.2.3. Si supponga che G agisca transitivamente e con continuità

su X. Se G ed X sono localmente compatti e di Hausdorff e G ammette una

base numerabile per la topologia, allora la mappa

[g] 7→ gx : G/Stab(x)→ X

è un omeomorfismo.

Dimostrazione. È già noto che l’applicazione è una biiezione. Dalla defini-

zione è ovvio che sia continua, resta da dimostrare che è aperta.

Sia U un sottoinsieme aperto di G e sia g ∈ U , si deve mostrare che gx è

un punto interno di Ux.

Si consideri la mappa G×G→ G, (h, h′) 7→ ghh′. Tale mappa è continua

e manda (e, e) in U , quindi c’è un intorno V di e, che si può considerare

compatto (non necessariamente aperto), tale che V × V sia mappato in U ;

quindi gV 2 ⊂ U . Dopo aver rimpiazzato V con V ∩ V −1, si può assumere

V −1 = V . (Si intende V −1 = {h−1 : h ∈ V }; V 2 = {hh′ : h, h′ ∈ V }).
Se e ∈ V , G = ∪g∈G gV . Ogni gV è l’unione di aperti della base numerabile,

si prendano un numero sufficiente di g per fare in modo che ogni insieme

della base sia contenuto in almeno un gV . A questo punto c’è un insieme

numerabile di elementi g1, g2, · · · ∈ G tali che G = ∪ gnV .

Essendo gli gnV compatti, la loro immagine gnV x in X è compatta, ma

poiché X è di Hausdorff, gnV x è anche chiusa.

Il lemma precedente mostra che almeno uno degli gnV x ha un punto

interno. Ma y 7→ gny : X → X è un omeomorfismo che manda V x in gnV x,

quindi V x ha un punto interno, cioè ∃ un punto hx ∈ V x ed un sottoinsieme

aperto W di X tali che x ∈ W ⊂ V x. Dunque basta osservare che

gx = gh−1 · hx ∈ gh−1W ⊂ gV 2x ⊂ Ux

per dimostrare che gx è un punto interno di Ux.
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1.2.2 Azioni discontinue di gruppo

Sia Γ un gruppo che agisce su uno spazio topologico X. Se Γ \ X è di

Hausdorff, le orbite sono chiuse; tuttavia questa condizione non è sufficiente

per dire che il quoziente sia di Hausdorff. L’azione si dice discontinua se per

ogni x ∈ X e per ogni successione infinita (γi) di elementi distinti di Γ, l’in-

sieme {γix} non ha punti di accumulazione; si dice propriamente discontinua

se, per ogni coppia di punti x, y ∈ X, esistono due intorni Ux ed Uy (risp. di

x ed y) tali che l’insieme {γ ∈ Γ : γUx ∩ Uy 6= ∅} sia finito.

Proposizione 1.2.4. Sia G un gruppo localmente compatto che agisce su

uno spazio topologico X tale che per un (e quindi ogni) punto x0 ∈ X lo

stabilizzatore Kx0 di x0 in G sia compatto e gKx0 7→ gx0 : G/Kx0 → X sia

un omeomorfismo. Le seguenti condizioni su un sottogruppo Γ di G sono

equivalenti:

(a) Γ agisce in modo discontinuo su X;

(b) Γ agisce in modo propriamente discontinuo su X;

(c) per ogni A, B ⊆ X compatti, l’insieme {γ ∈ Γ : γA ∩B 6= ∅} è finito;

(d) Γ è un sottogruppo discreto di G.

Per la dimostrazione di tale proposizione si può far riferimento a [Mil74],

[Miy89], [Ser06]. Il prossimo risultato rende il punto (c) più preciso.

Proposizione 1.2.5. Siano G, K, X come nella Proposizione (1.2.4) e sia

Γ un sottogruppo discreto di G.

(a) Per ogni x ∈ X, l’insieme StabΓ(x) = {g ∈ Γ : gx = x} è finito.

(b) Per ogni x ∈ X, esiste un intorno U di x con la proprietà che se γ ∈ Γ

e U ∩ γU 6= ∅, allora γx = x.

(c) Per ogni coppia di punti x, y ∈ X non appartenenti alla stessa Γ-orbita,

esistono due intorni U di x e V di y tali che γU∩V = ∅ per ogni γ ∈ Γ.
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Dimostrazione. Sia p la mappa gKx0 7→ gx0 : G→ X e sia A ⊆ X compatto.

Si scriva G = ∪Vi dove i Vi sono aperti con chiusura compatta V̄i. Allora

A ⊂ ∪p(Vi) ed in effetti serve solo un numero finito di p(Vi) per ricoprire

A. Allora p−1(A) ⊂ ∪ViK ⊂ ∪V̄iK (unioni finite) ed ogni V̄iK è comppato

(in quanto immagine di V̄i × K della mappa moltiplicativa G × G → G).

Dunque p−1(A) è un sottoinsieme chiuso di un compatto e, perciò, è a sua

volta compatto.

(a) Dimostrato che p−1(cpt) = cpt, per p(g) = gx la tesi è evidente:

p−1(x) è un compatto e l’insieme in considerazione è Γ ∩ p−1(x).

(b) Sia V un intorno compatto di x. Per la Proposizione 1.2.4 (c), esiste

un insieme finito {γ1, . . . , γn} di elementi di Γ tale che V ∩ γiV 6= ∅. Siano

γ1, . . . , γs i γi che fissano x. Per ogni i > s, si scelgano gli intorni disgiunti

Vi di x e Wi di γix e si ponga

U = V ∩ (∩i > sVi ∩ γ−1
i Wi).

Per i > s, γiU ⊂ Wi che è disgiunto da Vi che contiene U .

(c) Si scelgano un intorno compatto A di x e uno B di y. Siano γ1, . . . , γn

gli elementi di Γ per cui γiA∩B 6= ∅. Per ipotesi γix 6= y, per cui si possono

scegliere due intorni disgiunti Ui e Vi di γix ed y rispettivamente. Per avere

la tesi basta prendere

U = A ∩ γ−1
1 U1 ∩ · · · ∩ γ−1

n Un, V = b ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn.

Corollario 1.2.6. Sotto le ipotesi della Proposizione (1.2.5), lo spazio Γ\X
è di Hausdorff.

Dimostrazione. Siano x ed y punti di X non appartenenti alla stessa Γ-

orbita, si scelgano due intorni U e V come nella proposizione (1.2.5). Allora

le immagini di U e V in Γ \X sono due intorni disgiunti di Γx e Γy.

Si dice che un gruppo G agisce liberamente su un insieme X se Stab(x) =

uG per ogni x ∈ X.
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1.3 Cenni di Geometria delle Superfici di Rie-

mann

Anche in questo caso si tratta essenzialmente di un elenco scarno di teore-

mi, basato su [Mil74]. Per approfondimenti si consiglia di leggere i seguenti

riferimenti: [Miy89], [Gun66], [Gri89], [Jos06]. Nel testo che segue verrà

presupposta la teoria dei rivestimenti, si consiglia come riferimento [Jos06].

Prima di sviluppare la teoria, può essere utile cercare di inquadrare il

motivo per cui questa sezione si rivela necessaria anche se molti dei concetti

devono ancora essere definiti.

Sia X una superficie di Riemann. È un fatto noto della topologia che

esistono uno spazio topologico semplicemente connesso X̃ (il rivestimento

universale di X) e un omeomorfismo locale p : X̃ → X. C’è un’unica strut-

tura complessa su X̃ tale che p : X̃ → X sia un isomorfismo locale di

superfici di Riemann. Se Γ è il gruppo delle trasformazioni di rivestimento3

di p : X̃ → X, allora X = Γ \ X̃.

Teorema 1.3.1 (Riemann Mapping Theorem). Una superficie di Riemann

semplicemente connessa è isomorfa ad una ed una sola delle seguenti:

1. C;

2. il disco aperto unitario D := {z ∈ C : |z| < 1};

3. la sfera di Riemann.

In particolare, nel seguito, si studieranno superfici di Riemann che hanno

D come rivestimento universale. Per essere precisi, si considererà il semipiano

complesso superiore

H = {z ∈ C : =(z) > 0}

che è isomorfo a D tramite la mappa z 7→ z−i
z+i

(nel gergo degli analisti com-

plessi si dice che D ed H sono conformemente equivalenti). Si cercherà di

3In inglese “covering transformations”.
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studiare una superficie di Riemann della forma Γ su H dove Γ è un gruppo

discreto che agisce su H. Un grande ed importante gruppo che agisce su H,

come si vedrà, è SL(2,R): alcuni dei suoi sottogruppi, generalmente indicati

con il simbolo Γ(N), saranno al centro dell’analisi che si vuole intraprendere.

Anticipando qualche risultato, sia Y (N) = Γ(N)\H. Se si pone su Y (N)

la topologia quoziente, esiste una sola struttura complessa su di esso per cui

una funzione f su un aperto U ⊆ Y (N) è olomorfa se e solo se f ◦p è olomorfa

su p−1(U). La superficie di Riemann Y (N) cos̀ı ottenuta non è compatta ma

esiste una via naturale per compattificarla aggiungendo un numero finito di

punti.

La teoria che segue è necessaria per la definizione e lo studio delle superfici

di Riemann.

1.3.1 Approccio classico

Sia X uno spazio topologico di Hausdorff connesso. Una carta locale

complessa per X è una coppia (U, z) con U sottoinsieme aperto di X e z

omeomorfismo U → W ⊆ C aperto. Due carte locali (Ui, zi) e (Uj, zj) si

dicono compatibili se la funzione

zi ◦ z−1
j : zj(Ui ∩ Uj)→ zi(Ui ∩ Uj)

è olomorfa con derivata non nulla (tale condizione ha senso quando Ui ∩
Uj 6= ∅). Una famiglia di carte locali (Ui, zi) è un atlante conforme se X =⋃
Ui e se per ogni coppia (i, j) ∈ I × I4, le carte (Ui, zi) e (Uj, zj) sono

compatibili. Due atlanti si dicono equivalenti se la loro unione è ancora

un atlante. Questo definisce una relazione d’equivalenza sull’insieme degli

atlanti, le classi d’equivalenza cos̀ı ottenute si chiamano strutture complesse

o conformi su X. Uno spazio X con una struttura complessa si chiama

superficie di Riemann5.

4Solo per ora, I indica l’insieme di indici che definiscono le carte.
5Per gli studiosi di geometria riemanniana, una superficie di Riemann non è altro che

una varietà complessa di dimensione 1.
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Sia U = (Ui, zi)i∈I un atlante di X. Una funzione f : U → C su un

sottoinsieme aperto U di X si dice olomorfa relativamente ad U se

f ◦ z−1 : z(U ∩ Ui)→ C

è olomorfa per ogni i ∈ I. Ovviamente, se U ′ è un atlante equivalente, f è

olomorfa relativamente ad U se e solo se lo è relativamente ad U ′; dunque ha

senso dire che f è olomorfa rispetto ad una struttura complessa su X: una

funzione f : U → C definita su un aperto U di una superficie Riemanniana

X è olomorfa se lo è relativamente ad un atlante che definisce la struttura

complessa su X.

Ricordando che una funzione f si dice meromorfa su un aperto U di C
quando esiste Σ sottoinsieme discreto di U per cui f è una funzione olomorfa

su U \ Σ che ha al più un polo in ogni punto di Σ (cioè, per ogni s ∈ Σ

esiste un m tale che (z− s)mf(z) è olomorfa in un certo intorno di s), si può

definire come sopra una funzione meromorfa in un sottoinsieme aperto U di

una superficie Riemanniana.

Una mappa f : X → X ′ tra due superfici Riemanniane si dice olomorfa

se per ogni punto P di X esistono due carte locali (U, z) di P ed (U ′, z′) di

f(P ) tali che z′ ◦ f ◦ z−1 : z(U)→ z′(U) è olomorfa. Una mappa olomorfa f

con derivata ∂f
∂z

mai nulla è detta conforme.

Le superfici di Riemann sono varietà differenziabili su cui si può definire il

concetto di angolo senza dover necessariamente considerare le metriche. Una

mappa è conforme se e solo se preserva gli angoli. Per una dimostrazione di

questo fatto si consiglia la lettura di [Miy89], [Jos06], o [Neh82].

Un isomorfismo di superfici Riemanniane è una mappa olomorfa e biiet-

tiva con inversa olomorfa.

1.3.2 Superfici di Riemann come spazi anellati

Sia K un campo fissato e sia X uno spazio topologico. Si supponga di

assegnare, per ogni U ⊆ X aperto un insieme O(U) di funzioni U → K; O
si chiama fascio di K-algebre su X se:
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1. f, g ∈ O(U) ⇒ f ± g, fg ∈ O(U);

2. la funzione x 7→ 1 è in O(U);

3. f ∈ O(U), V ⊆ U ⇒ f |V ∈ O(V );

4. sia U =
⋃
Ui un ricoprimento aperto di U ⊆ X aperto e, per ogni i,

sia fi ∈ O(Ui); se fi|Ui∩Uj = fj|Ui∩Uj per ogni i, j, allora esiste una

f ∈ O(U) tale che f |Ui = fi per ogni i.

Se Y è un sottoinsieme aperto di X, restringendo la mappa U 7→ O(U)

ai sottoinsiemi aperti di Y 6, si ottiene un fascio di k-algebre O|Y su Y .

Da ora in avanti, con spazio anellato si intende una coppia (X,OX) in

cui X è uno spazio topologico ed OX un fascio di C-algebre (in genere si

ometterà il pedice X). Un morfismo ϕ : (X,O) → (X ′,O′) di spazi anellati

è una mappa continua ϕ : X → X ′ tale che per ogni U ′ ⊆ X ′ aperto,

O′(U ′) 3 f → f ◦ ϕ ∈ O(ϕ−1(U ′)).

Un isomorfismo ϕ : (X,O) → (X ′,O′) di spazi anellati è un oemomorfismo

tale che ϕ e ϕ−1 siano morfismi. Dunque un omeomorfismo ϕ : X → X ′ è

un isomorfismo di spazi anellati se, per ogni U aperto in X con immagine U ′

in X ′, la mappa

f 7→ f ◦ ϕ : O′(U ′)→ O(U)

è biiettiva.

Ad esempio, per ogni V ⊆ C aperto, esiste uno fascio OV con

OV (U) = {f : U → C olomorfe},

per ogni U ⊂ V . La coppia (V,OV ) si chiama spazio anellato standard.

Proposizione 1.3.2. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff. Sia U =

(Ui, zi) un atlante di X e, per ogni U ⊆ C aperto, sia O(U) l’insieme delle

funzioni f : U → C olomorfe relativamente ad U . Allora U 7→ O(U) è un

fascio di C-algebre su X.

6Per ogni U ⊂ Y ⊆ X aperto, si definisce O|Y (U) = O(U).



1.3 Cenni di Geometria delle Superfici di Riemann 17

Proposizione 1.3.3. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff. Se U ed U ′

sono atlanti di X; allora U ed U ′ sono equivalenti se e solo se definiscono gli

stessi fasci di funzioni olomorfe.

Dunque, una struttura complessa su X definisce un fascio di C-algebre

su X, e il fascio determina in modo unico la struttura complessa.

Teorema 1.3.4. Un fascio OX di C-algebre su X deriva da una struttura

complessa se e solo se soddisfa la seguente condizione:

(∗) esiste un ricoprimento aperto X =
⋃
Ui di X tale che ogni (Ui,OX |Ui)

è isomorfo allo spazio anellato standard.

Quindi, data una struttura complessa su X è lo stesso che dare un fascio

di C-algebre che soddisfa (∗).

1.3.3 Forme differenziali

Una forma differenziale su U ⊆ C aperto è un’espressione della forma

f(z) dz in cui f è un funzione meromorfa su U . Data una qualunque funzione

meromorfa f(z) su U , le si associa la forma differenziale df := df
dz

dz.

Sia w : U → U ′ un diffeomorfismo tra U ed un altro aperto U ′ di C; si

può definire z′ := w(z). Se ω = f(z′) dz′ è una forma differenziale su U ′,

allora w∗(ω) è la forma differenziale f(w(z)) dw(z)
dz

dz su U .

Sia X una superficie di Riemann e sia (Ui, zi) un atlante di X. Per dare

una forma differenziale su X è sufficiente dare le forme differenziali ωi =

f(zi) dzi su zi(Ui) tali che, se zi = wij(zj) in cui wij è la mappa conforme7

zi ◦ z−1
j : zj(Ui ∩ Uj)→ zi(Ui ∩ Uj), allora w∗ij(ωi) = ωj, cioè

fj(zj) dzj = fi(wij(zj))
dwij(zj)

dzj
dzj.

Osservazione 3. Si noti la somiglianza con il caso delle funzioni. Per dare

una funzione meromorfa f su X, come già detto, è sufficiente dare funzioni

meromorfe fi(zi) su zi(Ui) e richiedere che si sovrappongano bene, cioè che

fj(zj) = fi(wij(zj)) su zj(Ui ∩ Uj).
7In breve, una funzione che conserva gli angoli.
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Una forma differenziale si dice di primo tipo (o olomorfa) se non presenta

poli in X, di secondo tipo se ha residuo 0 in ogni punto di X in cui presenta

un polo, di terzo tipo altrimenti.

Esempio 1.3.1 (La Sfera di Riemann).

Sia X la sfera unitaria

S : x2 + y2 + z2 = 1

in R3 e sia P il polo nord (0, 0, 1). Facendo la proiezione stereo-

grafica da P si ottiene la mappa

(x, y, z) 7→ x+ iy

1− z
: X \ {P} → C,

che può essere presa come carta locale per X. In modo simile, la

proiezione stereografica dal il polo sud fornisce l’altra carta coor-

dinata. Queste due carte coordinate definiscono una struttura

complessa8 su X. X con tale struttura complessa è comunemente

chiamato sfera di Riemann.

La sfera di Riemann S, d’altro canto, può essere pensata come

l’insieme delle rette che attraversano l’origine in C2. Dunque, un

punto su S è determinato (origine a parte) da un punto sulla retta.

Con questa identificazione, la sfera di Riemann è identificata con

P1(C) = ((C× C) \ {(0, 0)})/C∗

dove C∗ = C\{0}. Si indica con (x0 : x1) la classe di equivalenza

di (x0, x1); in altre parole (x0 : x1) = (cx0, cx1) per c 6= 0.

Sia U0 il sottoinsieme per cui x0 6= 0; z0 : (x0 : x1) 7→ x1/x0 è un

omeomorfismo U0 → C. Allo stesso modo, se U1 è il sottoinsieme

per cui x1 6= 0, z1 : (x0 : x1) 7→ x0/x1 è un omeomorfismo

U1 → C. La coppia (U0, z0), (U1, z1) è un atlante di S. Si noti

che su U0 ∩ U1, z0 e z1 sono entrambi definiti e z1 = z−1
0 ; infatti

8che la sovrapposizione non crei problemi è il risultato di un semplice calcolo.
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z0(U0∩U1) = C\{0} = z1(U0∩U1) e la mappa w01 : z1(U0∩U1)→
z0(U0 ∩ U1) è z 7→ z−1.

Una funzione meromorfa su S è definita da una funzione f0(z0)

di variabile z0 ∈ C e da una funzione f1(z1) di variabile z1 ∈ C
tale che per z0z1 6= 0, f1(z1) = f0(z−1

1 ). in altri termini è definita

da una funzione f(z) meromorfa su C tale che f(z−1) sia ancora

meromorfa su C (se questo è vero è automaticamente meromorfa

su C∗). Come si vedrà nella prossima sezione, una funzione è

meromorfa su S se e solo se è una funzione razionale in z, cioè

del tipo P (z)/Q(z) con P,Q ∈ C[x], Q 6= 0.

Una forma differenziale meromorfa su S è definita da una for-

ma differenziale f0(z0) dz0 su C ed da una forma differenziale

f1(z1) dz1 su C tali che

f1(z1) = f0(z−1
1 )
−1

z2
1

per z1 6= 0.

1.3.4 Analisi su superfici di Riemann compatte

Si noti che una superficie di Riemann X, considerata come uno spazio

topologico, è orientabile: ogni sottoinsieme aperto del piano complesso ha

un’orientazione naturale; dunque ogni atlante di X ha un’orientazione natu-

rale, e questa si mantiene nelle sovrapposizioni in quanto le mappe conformi

mantengono l’orientazione. Si noti anche che una mappa olomorfa f : X → S

(sfera di Riemann) può essere vista come una funzione meromorfa suX, e tut-

te le funzioni meromorfe sono di questa forma9. Le uniche funzioni olomorfe

su tutta la superficie di Riemann sono le funzioni costanti.

Proposizione 1.3.5. Una funzione meromorfa f su una superficie di Rie-

mann compatta ha lo stesso numero di poli e di zeri (contando le moteplicità).

9Per quanto riguarda la prima affermazione: una funzione f : X → S è meromorfa se

ogni punto p ∈ X ammette un intorno coordinato U tale che f o 1/f sia olomorfa su U .
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Proposizione 1.3.6. Sia ω una forma differenziale su una superficie di

Riemann compatta; la somma dei residui di ω ai poli è zero.

Applicando la prima proposizione a f − c per qualche costante fissata c,

se n è il numero di poli di f , si ha

Corollario 1.3.7. Sia f una funzione non costante meromorfa su una su-

perficie di Riemann compatta X. Allora esiste un intero n > 0 tale che f

assume ogni valore n volte (contando le moltepilicità).

L’intero n è chiamato valenza di f . Una funzione costante ha valenza 0.

Se f ha valenza n, allora definisce una funzioneX → S (sfera di Riemann) che

è n a 1 (contando le molteplicità) e, se non si considerassero le molteplicità,

si avrebbe al più un numero finito di punti di ramificazione, cioè in cui la

funzione non è n a 1.

Proposizione 1.3.8. Sia S la sfera di Riemann. Le funzioni meromorfe

sono precisamente le funzioni razionali di z, cioè il campo delle funzioni

meromorfe su S è C(z).

Dimostrazione. Sia g(z) una funzione meromorfa su S. A meno di una so-

stituzione di g(z) con g(z − c) per qualche c, si può supporre che g(z) non

presenti zeri o poli in ∞ (= Polo Nord).

Si supponga che g(z) abbia poli di ordini mi nei punti pi per i = 1, . . . , k

e zeri di ordine ni nei punti qi per i = 1, . . . , h e nessun altro zero o polo. La

funzione

g(z)

∏
(z − pi)mi∏
(z − qi)ni

non ha zeri o poli in punti diversi da ∞ e nemmeno in ∞ in quanto per la

Proposizione 1.3.5,
∑
mi =

∑
ni. In definitiva deve essere costante, quindi

g(z) = C ×
∏

(z − pi)mi∏
(z − qi)ni

.
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Proposizione 1.3.9. Sia f una funzione meromorfa non costante con va-

lenza n su una superficie di Riemann non compatta X. Allora ogni funzione

meromorfa g su X è la radice di un polinomio di grado minore o uguale ad

n con coefficienti in C(f).

La dimostrazione di questa proposizione, seppure modestamente macchi-

nosa, non è di difficile comprensione ma, per gli scopi di questa sezione,

neppure di fondamentale importanza. La dimostrazione del teorema seguen-

te (una parte della quale è strettamente legata alla proposizione precedente),

invece, dipende anche dal Teorema di Riemann-Roch (di cui si parlerà nel-

la prossima sezione) ed è decisamente non banale. Nel caso il lettore fosse

interessato a consultarla, può far riferimento a [Gun66].

Teorema 1.3.10. Sia X una superficie di Riemann compatta. Esiste almeno

una funzione meromorfa non costante f su X, e l’insieme di tali funzioni

forma un campo finitamente generato M(X) di grado di trascendenza10 1 su

C.

1.3.5 Il teorema di Riemann-Roch

Il Teorema di Riemann-Roch descrive quante funzioni ci sono su una

superficie di Riemann che hanno un numero di poli e di zeri fissato.

SiaX una superficie di Riemann compatta. Il gruppo dei divisori, Div(X),

su X è il gruppo libero abeliano (additivo) generato dai punti su X, quindi un

elemento di Div(X) non è altro che una somma finita
∑
niPi con ni ∈ Z. Un

divisore D =
∑
niPi si dice positivo (o effettivo) se ogni ni è non negativo,

in tal caso si scrive D ≥ 0.

Sia f una funzione meromorfa non nulla su X. Per ogni punto P ∈ X,

sia ordP = m, −m o 0, a seconda che f abbia un polo di ordine m in P , uno

10Il grado di trascendenza di una estensione di campo K su un campo F è il più piccolo

numero di elementi di K che non sono algebrici su F necessari per generare K. In parole

povere, è una misura della “grandezza” dell’estensione.
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0 di ordine m in P o nessuno 0 e nessun polo in P . Il divisore di f è

div(f) =
∑

ordP (f) · P,

che è una somma finita in quanto zeri e poli formano un insieme discreto e

si sta assumendo X compatto.

La mappa f 7→ div(f) : C(X)∗ → Div(X) è un omomorfismo e la sua

immagine è chiamata il gruppo dei divisori principali. Due divisori si dicono

linearmente equivalenti se la loro differenza è principale. Il grado (deg) di

un divisore
∑
niPi è

∑
ni. La mappa D 7→ deg(D) è un omomorfismo

Div(X) → Z il cui nucleo contiene i divisori principali. Dunque ha senso

parlare di grado di una classe di equivalenza lineare di divisori.

È possibile legare un divisore ad una forma differenziale ω: sia P ∈ X, e

sia (Ui, zi) una carta coordinata locale P ; la forma differenziale ω è descritta

dai differenziali fi(zi) dzi su Ui e ordP (ω) := ordP (fi). Quindi ordP (ω) è

indipendente dalla scelta delle carte coordinate Ui (in quanto le wij e le loro

derivate non hanno zeri né poli) e possiamo definire

div(ω) =
∑

ordP (ω) · P.

Di nuovo, questa è una somma finita e per ogni funzione meromorfa f si ha

div(fω) = div(f) + div(ω).

Se ω è una forma differenziale non nulla, ogni altra forma può essere scritta

come fω per qualche f ∈M(X) e dunque la classe di equivalenza lineare di

div(ω) è indipendente da ω; per questo motivo, div(ω) si indica a volte con

la sola lettera K.

Per un divisore D, si definisce lo spazio vettoriale su C

L(D) = {f ∈M(X) : div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}.

Se D′ = D+div(g), la mappa f 7→ fg−1 è un isomorfismo tra L(D) ed L(D′),

quindi la dimensione l(D) di L(D) dipende solo dalla classe di equivalenza

lineare di D.
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Teorema 1.3.11 (Riemann-Roch). Sia X una superficie di Riemann com-

patta. Allora esiste un intero g ≥ 0 tale che per ogni divisore D,

l(D) = deg(D) + 1− g + l(K −D).

Dimostrazione. Per una dimostrazione del teorema si può consultare [Jos06].

Si noti che nell’enunciato del teorema di Riemann-Roch si può sostituire

al divisore la classe di divisori.

Corollario 1.3.12. Un divisore canonico K ha grado 2g − 2 e l(K) = g.

Dimostrazione. Sia D = 0 in (1.3.11). Le uniche funzioni per cui div(f) ≥ 0

sono quelle costanti dunque l’equazione diventa 1 = 0 + 1 − g + l(K). E

quindi l(K) = g.

Sia ora D = K, l’equazione diventa g = deg(K) + 1 − g + 1, da cui

deg(K) = 2g − 2.

Sia K = div(ω). f 7→ fω è un isomorfismo tra L(D) e lo spazio delle

forme differenziali olomorfe su X, che di conseguenza ha dimensione g.

Guardando al teorema di Riemann-Roch, il termine difficile da valutare è

l(K−D), per questo è utile notare che se deg(D) > 2g− 2, L(K−D) = 011.

Di conseguenza

Corollario 1.3.13. Se deg(D) < 2g − 2, allora l(D) = deg(D) + 1− g.

Esempio 1.3.2.

Ad esempio, sia S la sfera di Riemann e sia D = mP∞, dove P∞

è il “punto all’infinito (Polo Nord o Polo Sud)”. Allora L(D) è lo

spazio delle funzioni meromorfe su C con, nel peggiore dei casi,

un polo di ordine m all’infinito e nessun polo altrove. Queste

funzioni sono i polinomi di grado ≤ m e formano uno spazio

vettoriale m+ 1 dimensionale, in altre parole l(D) = deg(D) + 1,

11Se f ∈M(X)∗, deg(D) > 2g−2 ⇒ deg(div(f)+K−D) < 0 e quindi div(f)+K−D
non può essere un divisore positivo.
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e dunque, per il teorema di Riemann-Roch, g = 0. Si consideri il

differenziale dz su C e sia z′ = 1/z, dz = − 1
z′2

dz′. Il differenziale

dz si estende ad un differenziale meromorfo su S con un polo di

ordine 2 all’infinito. Quindi deg(div(ω)) = −2, in accordo con e

formule precedenti.

1.3.6 Il genere di X

Sia X una superficie di Riemann compatta. Poiché possiamo pensarla

come spazio topologico, si possono definire i gruppi di coomologia H0(X,R),

H1(X,R) ed H2(X,R). È un fatto noto (cfr. [Dol05], [Jos06]) che H0 ed H2

hanno dimensione 1 mentre H1 ha dimensione 2g e, come si vedrà tra breve,

g è proprio il valore che compare nel teorema di Riemann-Roch. Dunque

g dipende solamente dalla struttura topologica dello spazio e non da quella

complessa. La caratteristica di Eulero-Poincaré di X è definita

χ(X) := dim H0 − dim H1 + dim H2 = 2− 2g.

Esempio 1.3.3.

Sia ε ∈ N. Si consideri la mappa z 7→ zε : D → D disco aperto

unitario. Questa mappa è esattamente ε : 1, eccetto nell’origine

dove presenta un punto di ramificazione di ordine ε. Si consideri

su D il differenziale dz′ definito dalla mappa z′ = w(z) = zε.

L’immagine inversa del differenziale dz′ sarà dz′ = dw(z) =

εzε−1 dz, dunque w∗( dz′) ha uno zero di ordine ε− 1 in 0.

Sia f : Y → X una mappa olomorfa (non costante) tra superfici di

Riemann compatte. In accordo con i teoremi di rappresentazione locale per

le funzioni olomorfe, per ogni P ∈ Y esiste una carta locale attorno a P

ed ad f(P ) per cui f può essere scritta (localmente) come z 7→ zε (cfr.

[Jos06], [Har77]). I punti P per cui ε > 1 si dicono punti di ramificazione12

di ordine ε− 1. Si noti che questa definizione coincide con quella già fornita

12Per i geometri algebrici si tratta della molteplicità di P nella fibra di f .
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in precedenza. Poiché Y è compatto esistono solo un numero finito di punti

di ramificazione (cfr. [Jos06], [Har77]).

Lemma 1.3.14. Sia f : Y → X una mappa olomorfa (non costante) tra

superfici di Riemann compatte. Allora esiste µ ∈ N tale che∑
P∈f−1(Q)

(εP + 1) = µ

per ogni Q ∈ X. Di conseguenza f assume ogni valore in X precisamente µ

volte, contate le molteplicità.

Teorema 1.3.15 (Formula di Riemann-Hurwitz). Sia f : Y → X una mappa

olomorfa tra superfici di Riemann compatte che sia anche µ : 1 (a meno

di un insieme finito di punti). Per ogni punto P di X, sia εP l’ordine di

ramificazione di f in P ; allora

2g(Y )− 2 = (2g(X)− 2)µ+
∑

(εP − 1).

Dimostrazione. Sia ω un differenziale su X che non abbia poli o zeri in un

punto di ramificazione di X. Allora f ∗ω ha un polo o uno zero in corrispon-

denza di ogni polo o zero di ω (e dello stesso ordine); inoltre ha uno zero di

ordine ε−1 in ogni punto di ramificazione di Y per l’osservazione precedente.

Quindi

deg(f ∗ω) = µ deg(ω) +
∑

(εP − 1)

e si può applicare il primo corollario del Teorema di Riemann-Roch.

Si è visto che le due nozioni di genere sono concordi per la sfera di Rie-

mann S. D’altra parte, per ogni superficie di Riemann X, il Teorema 1.3.10

garantisce l’esistenza di una funzione non costante f : X → S; dunque, poi-

ché per S il valore fornito è g(S) = 0 in entrambi casi, la formula appena

trovata garantisce che le due nozioni di genere forniscono lo stesso valore

anche per X!
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1.4 Metriche su Superfici di Riemann

Per tale sezione si fa riferimento a [Jos06], [Jos05] e [Miy89]. Si pre-

supporrà tutta la teoria relativa alle varietà differenziabili e agli operatori

differenziali necessaria, nei riferimenti già indicati si possono trovare tutte

le integrazioni opportune. Come in precedenza, si tratta di un elenco scar-

no di definizioni e teoremi della geometria differenziale funzionali allo studio

che si vuole intraprendere successivamente. A tal proposito si sono presi dei

fatti (che riguardano il caso studiato) direttamente come definizioni, in mo-

do da evitare di dover recuperare un numero eccessivo di concetti e teorie

per poterli spiegare, la validità di quanto si affermerà può essere verificata

direttamente nei testi di riferimento (ed in qualunque altro buon testo di

geometria riemanniana).

Una metrica riemanniana conforme su una superficie di Riemann X è

definita in coordinate locali come

λ2(z) dz dz̄, λ(z) > 0 (1.1)

dove λ ∈ C∞(X,R). Se w 7→ z(w) è una cambio di coordinate locali, la

metrica si trasforma in

λ2(z)
∂z

∂w

∂z̄

∂w̄
dw dw̄

dove w = u+ iv, ∂
∂w

= 1
2

(
∂
∂u
− i ∂

∂v

)
e ∂
∂w̄

= 1
2

(
∂
∂u

+ i ∂
∂v

)
.

La lunghezza di una curva rettificabile13 γ su X è data da

len(γ) :=

∫
γ

λ(z)| dz|

e l’area di B ⊆ X misurabile è data da

area(B) :=

∫
B

λ2(z)
i

2
dz ∧ dz̄

dove il fattore i/2 dipende dal fatto che

dz ∧ dz̄ = ( dx+ i dy) ∧ ( dx− i dy) = −2i dx ∧ dy.

13O lunghezza d’arco.
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Le isometrie non solo preservano gli angoli (sono conformi) ma lasciano

inalterata la lunghezza d’arco.

La distanza tra due punti z1, z2 ∈ X è definita come

d(z1, z2) := inf{len(γ)|γ : [0, 1]→ X curva rettificabile t.c. γ(0) = z1, γ(1) = z2}.

La metrica si dice completa se ogni successione (tn)n∈N ⊆ X di Cauchy

rispetto a d(·, ·) ha limite in X. Si noti (cfr. [Miy89], [Jos06]) che la topologia

definita dalla metrica d(·, ·) e la topologia originale di X come superficie di

Riemann sono coincidenti.

Si chiama potenziale per la metrica λ2(z) dz dz̄ la funzione F (z) tale che

4
∂

∂z

∂

∂z̄
F (z) = λ2(z).

Si può dimostrare che

Lemma 1.4.1. Lunghezze, aree e potenziali non dipendono dalle coordinate

locali scelte.

Si definisce operatore di Laplace-Beltrami rispetto alla metrica λ2(z) dz dz̄,

l’operatore differenziale

∆ :=
4

λ2

∂

∂z

∂

∂z̄
=

1

λ2

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
, z = x+ iy.

Si noti che per z = x + iy, λ2 dz dz̄ = λ2( dx2 + dy2). Cioè la metrica

Euclidea differisce da quella considerata solo per il fattore conforme λ2. In

particolare, gli angoli rispetto λ2 dz dz̄ sono gli stessi rispetto alla metrica

Euclidea.

Si chiama curvatura (di Gauss) della metrica λ2(z) dz dz̄ il numero

K = −∆ log λ.

Un importante lemma (cfr. [Jos06] per la dimostrazione) afferma che

Lemma 1.4.2. I potenziali metrici, la metrica, l’operatore di Laplace-Beltrami

e la curvatura della metrica sono invarianti per isometrie tra superfici di

Riemann.
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Inoltre, se X ed Y sono superfici di Riemann di metriche λ2(z) dz dz̄ e

ρ2(w) dw dw̄, allora f : X → Y definita f = w(z) è un’isometria se e solo se

è biettiva, conforme ( ∂
∂z̄
w(z) = 0) e tale che

ρ2(w)
∂w

∂z

∂w̄

∂z̄
= λ2(z).

Proprio per questo, a volte, è più semplice studiare le metriche per mezzo

dei potenziali: in quanto invarianti per cambi di coordinate ed isometrie

forniscono un metodo semplice per studiare il comportamento della metrica

rispetto alle trasformazioni.

Un esempio banale di varietà riemanniana conforme è dato dal piano

complesso C con la metrica Euclidea dz dz̄ = dx2 + dy2. In questo caso

K ≡ 0.

Un lemma centrale riguardo a quanto detto fin qui è il seguente.

Lemma 1.4.3. Ogni superficie di Riemann compatta X ammette una me-

trica riemanniana conforme.

Dimostrazione. Per ogni z ∈ X, esiste una carta locale definita in un qualche

intorno aperto Uz:

fz : Uz → C.

Sia Dz ⊂ fz(Uz) un disco aperto completamente contenuto in fz(Uz), e

sia Vz := Uz ∩ f−1
z (Dz). Si consideri la carta data dalla restrizione di fz a

f−1
z (Dz):

φz = fz|f−1
z (Dz) : Vz → C.

Poiché X è compatto, può essere ricoperto con un numero finito di intorni

Vzi , i = 1, . . . , n. Per ogni i, si può scegliere una funzione liscia ηi : C → R
tale che ηi > 0 su Dzi mentre ηi = 0 su C \Dzi .

Su Dzi si può usare la metrica conforme

ηi(w) dw dw̄.

Questo induce su Vzi = φ−1(Dzi) una metrica conforme. La somma di queste

metriche locali su i = 1, . . . , n è positiva su tutto X e dunque definisce una

metrica conforme su X.
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1.5 Cenni di Analisi Funzionale e Teoria Spet-

trale

In questa sezione si sintetizzerà la teoria degli operatori non limitati in

spazi di Hilbert richiesta per comprendere le implicazioni dei teoremi pre-

sentati nella sezione successiva. Per una trattazione esauriente e completa di

dimostrazioni si consigliano: [RS80] e [Con85].

1.5.1 Operatori non limitati autoaggiunti ed essenzial-

mente autoaggiunti

Se X è uno spazio normato, un operatore in X è un’applicazione lineare

A : DA → X,

dove DA ⊆ X è un sottospazio di X (in generale non chiuso) detto dominio

di A. Il sottospazio di X ×X

GA := {(x,Ax) : x ∈ D(A)}

è detto grafico di A.

Se A è un operatore nello spazio normato X, un operatore B sullo spazio

X si dice estensione di A (o A ⊂ B) se GA ⊂ GB.

Sia A un operatore nello spazio normato X.

(a) A è detto chiuso se il suo grafico è chiuso nella topologia prodotto di

X ×X. In altre parole, A è chiuso se, per ogni successione {xn}n∈N ⊂
DA tale che xn → x ∈ X e Axn → y ∈ X per n→∞, si ha x ∈ DA e

y = Ax.

(b) A è detto chiudibile se la chiusura GA del suo grafico è ancora il gra-

fico di un operatore (che risulta essere necessariamente chiuso). Tale

operatore si indica con A e si chiama chiusura di A.

La seguente proposizione caratterizza gli operatori chiudibili.
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Proposizione 1.5.1. Sia A un operatore nello spazio normato X, allora

sono equivalenti:

1. A è chiudibile;

2. non esistono in GA elementi del tipo (0, z) con 0 6= z ∈ X;

3. A ammette estensioni chiuse.

Per gli scopi preposti è sufficiente restringersi al caso in cui X è uno spazio

di Hilbert. Si indicherà lo spazio con il simboloH e il prodotto scalare definito

su H con le parentesi angolari. < · , · >.

Se A è un operatore nello spazio di Hilbert H con DA = H, l’operatore

aggiunto di A, A∗, è l’operatore in H definito sul sottospazio

DA∗ := {x ∈ H : ∃zA,x ∈ H con < x,Ay >=< zA,x, y > ∀y ∈ DA}

e tale che

A∗ : x 7→ zA,x.

Chiaramente < A∗x, y >=< x,Ay > per ogni coppia (x, y) ∈ DA∗ ×DA,

inoltre se A ⊂ B sono densamente definiti, allora A∗ ⊃ B∗.

Si noti anche che non è detto che DA∗ sia denso in H, dunque, in generale,

non è detto che esista (A∗)∗.

Teorema 1.5.2. Sia A un operatore sullo spazio di Hilbert H con dominio

denso; allora valgono le seguenti proprietà:

(a) A∗ è un operatore chiuso;

(b) A è chiudibile se e solo se DA∗ è denso. In tal caso A ⊂ A = (A∗)∗;

(c) Ker A∗ = (Im A)⊥ e Ker A ⊂ (Im A∗)⊥ dove si può sostituire “ ⊂”

con “ =” quando DA∗ è denso in H.

È evidente che se DA è denso, considerato λ ∈ C, si ha (A − λI )∗ =

A∗ − λ̄I . Dunque le relazioni del punto (c) implicano rispettivamente che
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Ker (A∗ − λ̄I ) = (Im (A− λI ))⊥ e Ker (A− λI ) ⊂ (Im (A∗ − λ̄I ))⊥.

Siano (H,<,>) spazio di Hilbert ed A operatore in H:

(a) A è detto hermitiano se < Ax, y >=< x,Ay > per ogni x, y ∈ DA;

(b) A è detto simmetrico se è hermitiano e DA è denso (in altre parole A

è simmetrico se DA è denso e A ⊂ A∗).

(c) A è detto autoaggiunto se DA è denso e A = A∗.

(d) A è detto essenzialmente autoaggiunto se DA e DA∗ sono densi e A∗ =

(A∗)∗ o, equivalentemente, se DA è denso, A è chiudibile e vale A∗ = A.

D’ora in poi si scriverà A∗∗···∗ in luogo di (((A∗)∗) · · · )∗.

Teorema 1.5.3. Siano (H,<,>) spazio di Hilbert ed A operatore in H;

allora valgono i seguenti fatti.

(a) Se DA, DA∗, DA∗∗ sono densi, allora A∗ = A
∗

= A∗ = A∗∗∗.

(b) A è essenzialmente autoaggiunto se e solo se A è autoaggiunto.

(c) Se A è autoaggiunto, allora è simmetrico massimale: non ha estensioni

proprie simmetriche.

(d) Se A è essenzialmente autoaggiunto, allora ammette solo una estensio-

ne autoaggiunta: A (che coincide con A∗).

Dimostrazione. (a) Se DA, DA∗ , DA∗∗ sono densi, allora esistono A∗, A∗∗ e

A∗∗∗ e A
∗

= (A∗∗)∗ = A∗∗∗ = (A∗)∗∗ = A∗ per il punto (b) del Teorema

1.5.2. Dato che A∗ è chiuso (per il punto (a) dello stesso Teorema), vale che

A∗ = A∗.

(b) Se A è essenzialmente autoaggiunto, A = A∗ e quindi, in particolare,

DA = DA∗ è denso. Calcolando l’aggiunto di A e tenendo conto del Teorema

1.5.2(b) si ha A
∗

= (A∗)∗ = A, ossia A è autoaggiunto.

Viceversa, se A è autoaggiunto, ossia esiste A
∗

= A, allora DA, DA∗ , DA∗∗
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sono densi e, applicando (a), A∗ = A∗ = A
∗
, quindi A∗ = A. Allora A è

essenzialmente autoaggiunto.

(c) Sia A autoaggiunto e A ⊂ B con B simmetrico. Prendendo gli aggiunti

si ha A∗ ⊃ B∗. Ma B∗ ⊃ B per la simmetria. Allora: A ⊂ B ⊂ B∗ ⊂ A∗ =

A, e quindi A = B = B∗.

(d) Sia A∗ = A∗∗ e A ⊂ B con B = B∗. Prendendo l’aggiunto di A ⊂ B

si ha che B = B∗ ⊂ A∗. Prendendo due volte l’aggiunto di A ⊂ B troviamo

anche che A∗∗ ⊂ B, ma allora B = B∗ ⊂ A∗ = A∗∗ ⊂ B e dunque B = A∗∗,

che coincide con A per il Teorema 1.5.2(b).

Il punto (d) di questo ultimo Teorema mette in luce l’importanza dell’es-

senziale autoaggiuntezza: trovare un operatore essenzialmente autoaggiunto

vuol dire trovare un operatore che porta, in maniera univoca, le informazioni

di un operatore autoaggiunto ma è definito in maniera meno restrittiva.

Si possono finalmente caratterizzare gli operatori autoaggiunti e quelli

essenzialmente autoaggiunti.

Teorema 1.5.4. Sia A un operatore simmetrico nello spazio di Hilbert H.

Allora sono equivalenti:

1. A è autoaggiunto;

2. A è chiuso e Ker (A∗ ± iI ) = {0};

3. Im (A± iI ) = H.

Dimostrazione. (1. ⇒ 2.) Se A = A∗, allora A è chiuso perché A∗ è chiuso.

Se x ∈ Ker (A∗ + iI), allora vale anche Ax = −ix e quindi

i < x, x >=< Ax, x >=< x,Ax >=< x,−ix >= −i < x, x >,

per cui < x, x >= 0 e quindi x = 0. La prova per Ker (A∗ − iI) = {0} è

analoga.

(2.⇒ 3.) Dalla definizione di operatore autoaggiunto segue che

(Im (A− iI ))⊥ = Ker (A∗ + iI ).
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Quindi da 2. segue che Im (A− iI ) è densa in H. L’uguaglianza deriva dalla

chiusura di A. Sia y ∈ H arbitrariamente fissato, si scelga {xn}n∈N ⊂ DA tale

che (A−iI )xn → y ∈ H. Poiché, per z ∈ DA, ‖(A−iI )z‖2 = ‖Az‖2+‖z‖2 ≥
‖z‖2, si ha che {xn} è di Cauchy ed esiste x = limn→∞ xn. La chiusura di

A comporta quella di (A − iI ) e dunque (A − iI )x = y. Di conseguenza

Im (A− iI ) = Im (A− iI ) = H. La prova per Im (A+ iI ) è analoga.

(3.⇒ 1.) Dato che A ⊂ A∗ per l’ipotesi di simmetria, è sufficiente provare

che DA∗ ⊂ DA. Sia y ∈ DA∗ . Dato che Im (A − iI ) = H, esiste x− ∈ DA

tale che (A∗ − iI )x− = (A∗ − iI )y. Su DA l’operatore A∗ coincide con

A e pertanto, dall’identità di sopra, si trova che (A∗ − iI )(y − x−) = 0.

Ma Ker (A∗ − iI ) = Im (A + iI )⊥ = {0} per cui y = x− e y ∈ DA. La

dimostrazione nel caso di Im (A+ iI ) è analoga.

Teorema 1.5.5. Sia A un operatore simmetrico nello spazio di Hilbert H. I

seguenti fatti sono equivalenti:

1. A è essenzialmente autoaggiunto;

2. Ker (A∗ ± iI ) = {0};

3. Im (A± iI ) = H.

Dimostrazione. (1. ⇒ 2.) Se A è essenzialmente autoaggiunto, A∗ = A∗∗ e

quindi A∗ è autoaggiunto (e dunque chiuso). Applicando il Teorema prece-

dente (punto 2.) si ha la tesi.

(2. ⇒ 1.) A ⊂ A∗ per ipotesi e quindi, essendo DA denso, lo è anche

DA∗ . Di conseguenza A è chiudibile e A ⊂ A = A∗∗ per il Teorema 1.5.2(b)

(in particolare DA∗∗ = DA ⊃ DA è denso. Pertanto, da A ⊂ A∗ segue

A ⊂ A∗, e per il primo punto del Teorema precedente, si ha A∗ = A
∗
. In

definitiva, A ⊂ A
∗
, ovvero A è simmetrico. Applicando il secondo punto del

Teorema precedente ad A si conclude che è un operatore autoaggiunto e che

A è essenzialmente autoaggiunto.

(2. ⇔ 3.) Dato che Im (A ± iI )⊥ = Ker (A∗ ∓ iI ) e che Im (A± iI ) ⊕
Im (A± iI )⊥ = H, i punti 2. e 3. sono equivalenti
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1.5.2 Teoria spettrale

Sia X uno spazio normato sul campo C e sia A : DA → X un operatore

lineare, dove DA ⊂ X è un sottospazio (non necessariamente denso) di X.

1. Si dice insieme risolvente di A l’insieme ρ(A) dei λ ∈ C tali che siano

soddisfatte le seguenti condizioni:

(a) Im (A− λI ) = X;

(b) (A− λI ) : DA → H è iniettivo;

(c) (A− λI )−1 : Im (A− λI )→ H è limitato.

2. Se λ ∈ ρ(A), si dice risolvente di A l’operatore

Rλ(A) := (A− λI )−1 : Im (A− λI )→ DA.

3. Si dice spettro di A l’insieme σ(A) := C \ ρ(A). Lo spettro di A è

l’unione di tre sottoinsiemi disgiunti:

(a) lo spettro puntuale di A, σp(A), costituito dai λ ∈ C per cui A−λI

non è iniettivo, in altre parole λ ∈ σp(A) se esiste 0 6= x ∈ X tale

che Ax = λx (in tal caso si dice che x è un’autofunzione associata

all’autovalore λ);

(b) lo spettro residuo di A, σp(A), costituito dai λ ∈ C per cui A−λI

è iniettivo ma Im (A± iI ) 6= X;

(c) lo spettro continuo di A, σc(A), costituito dai λ ∈ C per cui A−λI

è iniettivo, Im (A± iI ) = X ma (A− λI )−1 non è limitato.

Teorema 1.5.6. Sia X uno spazio di Banach sul campo C e sia T un

operatore in X con dominio DT . Se T è chiuso valgono i seguenti fatti.

1. λ ∈ ρ(T ) se e solo se T − λI è una biiezione di DT su X.

2. ρ(T ) è aperto, σ(T ) è chiuso e ρ(T ) 3 λ 7→ Rλ(T ) è una funzione olo-

morfa su ρ(T ) (a valori nello spazio di Banach complesso degli operatori

lineari e continui su X).
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3. Se DT = X, allora ρ(T ) è non vuoto; se inoltre X 6= {0}, allora σ(T )

è un compatto non vuoto ed in particolare vale |λ| ≤ ‖T‖ per ogni

λ ∈ σ(T ).

4. Per ogni λ, µ ∈ ρ(T ) vale l’equazione risolvente:

Rλ(T )−Rµ(T ) = (λ− µ)Rλ(T )Rµ(T ).

Teorema 1.5.7. Sia H uno spazio di Hilbert. Se A è un operatore autoag-

giunto in H (non necessariamente limitato o definito su tutto H), allora:

1. σ(A) ⊂ R,

2. σr(A) = ∅,

3. autospazi14 di A con autovalori distinti sono ortogonali.

Dimostrazione. 1. Sia λ = µ+ iν con ν 6= 0. Se x ∈ DA si ha

< (A− λI )x, (A− λI )x > =< (A− µI )x, (A− µI )x > +ν2 < x, x >

+ iν(< Ax, x > − < x,Ax >)

=< (A− µI )x, (A− µI )x > +ν2 < x, x >

in quanto A è autoaggiunto per ipotesi. Dunque ‖(A − λI )‖ ≥ |ν|‖x‖.
Allo stesso modo si prova che ‖(A − λ̄I )‖ ≥ |ν|‖x‖. Di conseguenza gli

operatori A− λI e A− λ̄I sono iniettivi e vale ‖(A− λI )−1‖ ≤ |ν|−1, dove

(A − λI )−1 : Im (A − λI ) → DA. Inoltre, tenendo conto anche di quanto

già detto, si ha

Im (A− λI )
⊥

= Im (A− λI )⊥ = Ker (A∗ − λ̄I ) = Ker (A− λ̄I ) = {0}.

Riassumendo: A− λI è iniettivo, (A− λI )−1 è limitato e Im (A− λI )
⊥

=

{0}, cioè Im (A−λI ) è denso in H. In altre parole λ ∈ ρ(A) per definizione

di insieme risolvente.

14Si chiama autospazio di A con autovalore λ (o associato all’autovalore λ) lo spazio di

tutte le autofunzioni di A con autovalore λ.
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2. Sia λ ∈ σ(A), λ /∈ σp(A). In tal caso A − λI deve essere iniettivo e

quindi Ker (A − λI ) = {0}. Essendo A = A∗ e λ ∈ R per il punto 1., vale

che Ker (A∗ − λ̄I ) = {0}, per cui (Im (A− λI ))bot = Ker (A∗ − λ̄I ) = {0}
e quindi Im (A− λI ) = H. Ne consegue che λ ∈ σc(A).

3. Siano λ 6= µ tali che Au = λu e Av = µv. Tenendo conto del fatto che

λ, µ ∈ R e che A = A∗,

(λ− µ) < u, v >=< Au, v > − < u,Av >=< u,Av > − < u,Av >= 0;

essendo λ− µ 6= 0, deve essere < u, v >= 0.

1.6 Forme differenziali su una superficie di

Riemann

Come in precedenza si tratta si una breve presentazione utile ai fini del

lavoro da svolgere basata su [Jos06]. Per ulteriori chiarimenti, per formaliz-

zazioni più generali e complete, e per approfondimenti si può fare riferimento

a [Jos05], [Har77], [BT82] e [Lan99].

1.6.1 Gruppi di coomologia

Sia M una varietà differenziabile di dimensione d. Una forma differenziale

è un oggetto della forma

ω =
∑

1≤i1<···<ij≤d

ωi1···ij dxi1 ∧ · · · ∧ dxij

dove x1, . . . , xd sono le coordinate locali su M e j è il cosiddetto grado di ω.

Le ωi1···ij son funzioni differenziabili a valori reali.

Se y1, . . . , yd è un altro sistema di coordinate locali, allora

dxi =
d∑

k=1

∂xi

∂yk
dyk
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e, dunque, ω si rappresenta in tali coordinate come

∑
1≤i1<···<ij≤d

d∑
k1=1

· · ·
d∑

kj=1

ωi1···ij
∂xi1

∂yk1
dyk1 ∧ · · · ∧ ∂x

ij

∂ykj
dykj .

Il differenziale esterno di ω è la (j + 1)-forma definita

dω =
d∑

i0=1

∑
1≤i1<···<ij≤d

∂

∂xi0
ωi1···ij dxi0 ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxij

Con un lungo ma semplice calcolo, a questo punto, si può verificare che

d2 = 0.

Una j-forma differenziale si dice chiusa se

dω = 0

mentre si dice esatta se esiste una (j − 1)-forma α tale che

dα = ω.

Ogni forma esatta è, banalmente, chiusa.

Si chiama j-esimo gruppo di coomologia di de Rham di M il gruppo

Hj(M,R) definito tramite il quoziente

Hj(M,R) :=
{j-forme differenziali chiuse su M}
{j-forme differenziali esatte su M}

in cui si considerano le classi di equivalenza di forme differenziali di grado j

tramite la relazione per cui

due forme ω1, ω2 sono equivalenti se e solo se esiste una forma α

con ω1 − ω2 = dα.

In altre parole, Hj(M,R) è costruito identificando forme differenziali chiuse

che differiscano tra loro di una forma esatta. Poiché (cfr. [AM69]) il com-

plesso dei gruppi di forme differenziali15 può essere visto in termini di suc-

cessioni esatte sfruttando la mappa d, si può dimostrare che le forme esatte

15L’operazione di gruppo è l’addizione.
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formano un sottogruppo normale del gruppo delle forme chiuse, e dunque

Hj(M,R) è a sua volta un gruppo. Hj(M,R), infatti, è uno spazio vetto-

riale sopra R, in quanto una forma può essere moltiplicata per uno scalare

senza che la chiusura o l’esattezza vengano modificate. Infine, la mappa

d : Hj(M,R)→ Hj+1(M,R) è un omomorfismo di gruppo sulle coomologie.

1.6.2 Forme differenziali armoniche ed olomorfe su una

superficie di Riemann

Si consideri una superficie di Riemann compatta X. Posto z = x+ iy, si

consideri su X la metrica λ(z)2 dz dz̄ (che, come dimostrato in [Jos06], esiste

sempre) in cui si è usata la notazione convenzionale per le forme differenziali

dz = dx+ i dy e dz̄ = dx− i dy. Un rapido calcolo mostra che

dz ∧ dz̄ = −2i dx ∧ dy,

in linea con quanto già visto nella sezione precedente.

Si definisce forma di Kähler della metrica o 2-forma fondamentale la

forma a valori complessi

ω := λ2(z) dx ∧ dy = λ2(z)
i

2
dz ∧ dz̄.

Sulle forme si definisce un operatore di coniugazione, o operatore ? di

Hodge. In questo caso particolare la definizione16 può essere data come segue:

data una funzione f : X → C,

? f(z) := f(z)λ2(z) dx ∧ dy = fω; (1.2)

per le 1-forme17 α = f dx+ g dy,

? α := −g dx+ f dy (1.3)

o, in notazione complessa, se α = u dz + v dz̄,

?α = −iu dz + iv dz̄;

16La definizione nel caso di una generica varietà riemanniana è discussa in [Jos05].
17Si noti che ?α resta una 1-forma e si trasforma correttamente sotto cambi di coordinate.
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per le 2-forme η = h(z) dx ∧ dy,

? η(z) :=
1

λ2(z)
h(z). (1.4)

Si noti come lo ? di 1-forme, in queste condizioni, sia definito indipen-

dentemente dalla metrica. Si osservi, inoltre, che per B ⊆ X, si ha

area(B) =

∫
B

?(1).

A questo punto, è possibile definire un prodotto scalare sullo spazio

vettoriale delle k-forme come

(α1, α2) :=

∫
X

α1 ∧ ?ᾱ2, (1.5)

ottenendo lo spazio di Hilbert

A2
k := {k-forme α a coefficienti misurabili e (α, α) <∞}

delle k-forme a quadrato integrabile. Per essere più precisi, se α è una 1-forma

del tipo

α = u dz + v dz̄

(in coordinate locali), allora

α ∧ ?ᾱ = i(uū+ vv̄) dz ∧ dz̄

= 2(|u|2 + |v|2) dx ∧ dy,

e, dunque, è evidente che il prodotto scalare è definito positivo. Risulta,

inoltre, immediato con un breve calcolo che (·, ·) è bilineare, che

(?α1, ?α2) = (α1, α2)

e che è suriettiva in quanto

?? = (−1)k.

Una conseguenza diretta di tutte queste osservazioni è che l’operatore ?

è un’isometria tra A2
k e A2

2−k.
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Siano, ora, α1 ∈ A2
k e α2 ∈ A2

k+1 differenziabili e sia X compatta. Allora

( dα1, α2) =

∫
X

dα1 ∧ ?ᾱ2

= (−1)k+1

∫
X

α1 ∧ d(?ᾱ2) +

∫
X

d(α1 ∧ ?ᾱ2)

= (−1)k+1

∫
X

α1 ∧ d(?ᾱ2)

=

∫
X

dα1 ∧ ?(? d ? ᾱ2)

= (α1, ? d ? α2).

Allora, definendo

d∗ := ? d?,

si ha che d∗ è l’operatore aggiunto18 di d rispetto a (·, ·), anche se solo formal-

mente, in quanto d : A2
k → A2

2−k è un operatore non-limitato (densamente

definito). Si noti che la definizione di d∗ dipende dalla metrica anche per le

1-forme.

Si consideri, a questo punto, f ∈ C2(X):

d∗ df = d∗
(
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄

)
(1.6)

= ? d

(
−i∂f
∂z

dz + i
∂f

∂z̄
dz̄

)
(1.7)

= ?

(
2i
∂2f

∂z∂z̄
dz ∧ dz̄

)
(1.8)

=
4

λ2

∂2f

∂z∂z̄
, (1.9)

cioè, d∗ d agisce sulle funzioni come l’operatore di Laplace-Beltrami.

In effetti, considerando che per qualunque funzione f si ha d∗f = 0, la

definizione dell’operatore di Laplace-Beltrami può essere estesa alle forme in

modo che sia formalmente autoaggiunta:

∆ := d d∗ + d∗ d.

18Cioè ( dα1, α2) = (α1, d∗α2).
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Infatti,

(∆α, β) = ( d d∗α, β) + ( d∗ dα, β)

= ( d∗α, d∗β) + ( dα, dβ)

= (α, d d∗β) + (α, d∗ dβ)

= (α,∆β).

Una 1-forma α si dice co-chiusa se

d∗α = 0,

co-esatta se esiste una funzione η per cui

α = d∗η.

Una 1-forma α si dice armonica se esiste una funzione armonica f per

cui localmente α = df ; si dice olomorfa se esiste una funzione olomorfa h

per cui localmente α = dh.

Per tali forme esistono dei teoremi di rappresentazione (cfr. [Jos06]), in

particolare:

Lemma 1.6.1 (Rappresentazione di 1-forme armoniche e olomorfe).

- Sia η una 1-forma. η è armonica se e solo se dη = 0 = d∗η. O,

altrimenti, è armonica se e solo se ∆η = 019.

- Una 1-forma η è armonica se e solo se è della forma α1 + ᾱ2 con α1, α2

olomorfe.

- Sia α rappresentata localmente come u dz + v dz̄. α è olomorfa se e

solo se v ≡ 0 ed u è una funzione olomorfa.

- Una 1-forma α è olomorfa se e solo se è della forma η + i ? η con η

armonica.

19In accordo con la definizione euclidea tradizionale.
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Corollario 1.6.2. Su una superficie di Riemann compatta con metrica iper-

bolica conforme20, ogni funzione armonica è costante.

Dimostrazione. Banale conseguenza del fatto che ?∆ = ∆?.

1.7 Campi magnetici e vettori potenziali nel-

la geometria delle cuspidi

1.7.1 Campi magnetici e vettori potenziali

Un campo magnetico B su una varietà Riemanniana (X, g) di dimensione

2 è una 2-forma esatta21 a valori reali. Un vettore potenziale A associato a

B è una 1-forma tale che dA = B.

Sia dA := d + iA : C∞(X) → C∞(X,T ∗X). Si chiama Laplaciano

magnetico su C∞(X) l’operatore

∆A := d∗A dA (1.10)

dove d∗A := ? d? con ? ad indicare l’operatore “star di Hodge” (cfr. [Jos05],

[Gun66]). Tale formula ha senso per le 1-forme A a valori complessi.

Quando X è una varietà completa e A è liscia, è ben noto che l’operatore

∆A è essenzialmente autoaggiunto (cfr. [Shu01]).

Sommando ad A una 1-forma esatta a valori reali, si ottiene una nuova

1-forma A′ = A+ df il cui corrispondente Laplaciano magnetico è tale che

∆A′ = e−if∆Ae
if ,

cioè è unitariamente equivalente a ∆A in L2(X, g). Dunque, se H1(X) = 0,

∆A dipende solamente dal campo magnetico B (a meno di equivalenza unita-

ria). Questa proprietà è chiamata invarianza di Gauge. Per una trattazione

più raffinata del problema si veda [Gru00], [BM94].

20Tale risultato può essere generalizzato a qualunque superficie di Riemann compatta

(cfr. [Jos05])
21In generale non è necessario che la forma sia esatta ma è sufficiente che sia chiusa.
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Se H1(X) 6= 0, non si verifica tale invarianza di Gauge. Questo fatto,

ben noto a chi studia Meccanica Quantistica, fa s̀ı che la scelta del vettore

potenziale porti con se un significato fisico conseguenza del cosiddetto effetto

di Aharonov-Bohm (cfr. [AB59], [BM94]): due scelte di potenziali vettori

possono condurre, relativamente ad uno stesso campo magnetico, a lapla-

ciani magnetici non equivalenti, in particolare possono comportare spettri

significativamente differenti (cfr. [GM08], [BM94]).

1.7.2 Geometria delle cuspidi

La geometria delle cuspidi, o “cusp geometry”, è una particolare teoria

che estende il calcolo pseudo-differenziale (cfr. [Jos99], [CP82]) alle varietà

non-compatte, di volume finito e con cuspidi. Questa sezione recupera e

adatta velocemente la teoria e i risultati più importanti cos̀ı come descritti

in [GM08] e in [Mor03].

Sia X̄ una varietà liscia compatta 2-dimensionale di frontiera M chiusa e

sia X il suo interno. Sia x ∈ C∞(X̄, [0,∞)) tale che M = {x = 0} e dx 6= 0

quando x = 0. Una metrica cuspidale su X̄ è una metrica riemanniana

completa g0 su X := X̄ \M che in coordinate locali vicino alla frontiera è

della forma

g0 = a00(x, y)
dx2

x4
+ a01(x, y)

dx

x2
dy + a11(x, y) dy2

in cui la matrice (aαβ) è liscia e non degenere per x = 0. Sia h = a11(0, y) dy2

la metrica riemanniana indotta su M . Si chiamano cuspidali conformi le

metriche della forma

gp := x2pg0 (1.11)

con p ∈ R. Quando a00|M ≡ 1 ed a01|M ≡ 0 la metrica è detta cuspidale

esatta.

Una 1-forma (liscia) A si dice cuspidale22 su X̄ se A ∈ C∞(X,T ∗X) è

22Da non confondere con la notazione di forme cuspidali relativa alla teoria delle forme

automorfe.
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una 1-forma a valori reali tale che vicino a ∂X assuma la forma

A = φ(x)
dx

x2
+ θ(x, y). (1.12)

dove φ◦x ∈ C∞(X̄) e θ ∈ C∞([0, ε)×M,Λ1(M)). Una 1-forma cuspidale può

essere sempre considerata un vettore potenziale che verrà chiamato vettore

potenziale cuspidale.

Sia A un vettore potenziale cuspidale a valori complessi. Considerata

una componente connessa M0 di M , si dice che A è intrappolante su M0 se

si verifica una delle seguenti situazioni

• φ0 := φ(0) non è costante su M0;

• θ0 := θ(0) non è chiusa su M0;

•
∫
γ
A (con γ curva chiusa attorno alla cuspide) non è un multiplo intero

di 2π.

Altrimenti si dice non-intrappolante su M0.

Un vettore potenziale si dice intrappolante se lo è su ogni componente

connessa di M e non-intrappolante se non è intrappolante. Se A è non-

intrappolante in ogni componente connessa di M si dice non-intrappolante

massimale.

La proprietà di un vettore potenziale A di essere o meno intrappolante

dipende solo dal suo comportamento asintotico. Più precisamente se A′ as-

sume la forma (1.12) con φ(0) = 0 e θ(0) = 0, allora è (non-)intrappolante

se e solo se A+ A′ lo è.

Teorema 1.7.1. Sia X una superficie iperbolica completa, orientata e di

volume finito e sia B un campo magnetico liscio sulla compattificazione X̄.

Se X ha almeno 2 cuspidi, allora per ogni B esistono vettori potenziali A

intrappolanti e vettori potenziali A′ non intrappolanti tali che B = dA =

dA′.
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Teorema 1.7.2. Sia p > 0, sia gp una metrica su X della forma (1.11)

vicino a ∂X e sia A una 1-forma cuspidale come in (1.12). Allora ∆A è un

operatore differenziale cuspidale di ordine (2p, 2).

Se A è un potenziale intrappolante, allora ∆A è essenzialmente autoag-

giunto su C∞c (X), ha spettro puramente discreto e il suo dominio è x2pH2(X, gp)

dove H2(X, gp) identifica lo Spazio di Sobolev di ordine 2 per la varietà

riemanniana (X, gp).

Teorema 1.7.3. Sia 1/2 < p < ∞, sia X varietà di dimensione 2, sia gp

una metrica su X della forma (1.11) vicino a ∂X e sia A ∈ C∞(X,T ∗X)

un vettore potenziale intrappolante a valori complessi. Allora la funzione di

conteggio degli autovalori di ∆A, nel limite λ→∞, soddisfa

NA,p(λ) ≈ C1λ
n/2 dove C1 =

V ol(X, gp)V ol(S
n−1)

n(2π)n
(1.13)

Si noti che la costante C1 non dipende dalla scelta di A ma solamente

dalla metrica gp.



Capitolo 2

Gruppi modulari e superfici

modulari

È giunto il momento di sviluppare la geometria dello spazio di lavoro.

2.1 Il semipiano di Poincaré

Il semipiano superiore di Poincaré H è il semipiano

H = {x+ iy |x, y ∈ R, y > 0} (2.1)

equipaggiato della metrica iperbolica di Poincaré

(gx,y) = (y−2δx,y) =

(
1
y2

0

0 1
y2

)
. (2.2)

La struttura cos̀ı definita è una varietà riemanniana H con curvatura di

Gauss costante −1 (cfr. [Ser06], [Miy89], [Kob84], [Mil74]). Inoltre, vale (cfr.

[Jos06]) il seguente teorema:

Teorema 2.1.1. log 1
y

è un potenziale per la metrica iperbolica su H. La

curvatura della metrica è K = −1 e la metrica è completa. In particolare,

ogni curva contenuta in H con estremo sull’asse reale ha lunghezza infinita.

46
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2.2 I gruppi modulari

La geometria degli spazi su cui si dovrà successivamente lavorare si co-

struisce per mezzo dei cosiddetti Gruppi Modulari. Risulta, dunque, di fon-

damentale importanza fornirne un’analisi accurata e analizzarne le relazioni

con la geometria di tali spazi.

Per ulteriori approfondimenti si consigliano i seguenti riferimenti biblio-

grafici: [Miy89], [Kob84], [Mil74], [Sch74].

2.2.1 Il gruppo modulare totale

Si consideri il gruppo

PSL(2,R) = SL(2,R)/{±I },

dove SL(2,R) :=
{
σ =

(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
. Esso agisce su H

transitivamente tramite le Trasformazioni di Möbius

σ̂ : H→ H, σ̂z =
az + b

cz + d
∀z ∈ H, σ ∈ SL(2,R). (2.3)

Si può dimostrare che, tramite l’azione cos̀ı definita, PSL(2,R) è il gruppo

degli automorfismi della superficie modulare (cfr. [Ser06], [Miy89], [Kob84],

[Mil74], [Jos06]).

I sottogruppi discreti di SL(2,R) sono detti gruppi Fuchsiani. Per ve-

rificare la discretezza di un sottogruppo Γ, è sufficiente verificare che I sia

un elemento isolato in Γ. Esiste un’ampissima gamma di sottogruppi e di

sottogruppi discreti, esempi importanti per questa trattazione sono il Gruppo

Modulare Totale

Γ(1) := PSL(2,Z) =
{(

a b
c d

)
∈ SL(2,R) | a, b, c, d ∈ Z

}
/{±I } (2.4)

(chiaramente discreto) e i suoi sottogruppi Γ ⊆ Γ(1) di indice [Γ(1) : Γ] finito

(chiamati a loro volta Gruppi Modulari).

Il gruppo Γ(1) ha due generatori (cfr. [Ser06], [Miy89], [Kob84], [Mil74]):

S :=

(
0 1

−1 0

)
e T :=

(
1 1

1 0

)
.
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Essi agiscono su z ∈ H come Sz = −1
z

e Tz = z + 1 e soddisfano le seguenti

relazioni

S2 = (ST )3 = I .

Per essere precisi, si può dimostrare che Γ(1) è il prodotto libero dei due

gruppi ciclici (risp. di odine 2 e 3) generati da S ed ST .

2.2.2 I sottogruppi principali di congruenza

Si considerino ora i cosiddetti sottogruppi principali di congruenza di

ordine N ∈ N definiti

Γ(N) :=
{(

a b
c d

)
∈ Γ(1) |

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod N

}
C Γ(1). (2.5)

Come sarà dimostrato tra breve, tali sottogruppi sono normali e hanno indice

µN := [Γ(1) : Γ(N)] <∞.

Si noti che Γ(2) = PSL(2,Z2) = SL(2,Z2)/{±I }, mentre per N > 2 si

ha Γ(N) = PSL(2,ZN) \ PSL(2,Z). Poiché −1 6≡ 1 mod N , −I /∈ Γ(N).

Per ogni γ =
(
a b
c d

)
∈M(2,Z)1 si definisce l’elemento λN(γ) di M(2,ZN)

come

λN(γ) = γ mod N =
(
ā b̄
c̄ d̄

)
,

dove k̄ = k mod N, k ∈ Z. Allora λN induce un omomorfismo tra SL(2,Z)

e SL(2,ZN).

Prima di proseguire, sorge la necessità di recuperare un teorema di algebra

modulare e teoria dei numeri:

Teorema 2.2.1. Siano m, n ∈ Z. Se gcd(m,n,N) = 1, allora esistono

m′, n′ ∈ Z tali che

m′ ≡ m mod N, n′ ≡ n mod N e gcd(m′, n′) = 1.

Si può finalmente procedere nella dimostrazione del seguente teorema

Teorema 2.2.2. Sia λN : SL(2,Z) → SL(2,ZN) l’omomorfismo appena

definito.

1Matrici 2× 2 a coefficienti in Z.
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1. λN è suriettivo.

2. Ker (λN) = Γ(N); in particolare, Γ(N) è un sottogruppo normale di

Γ(1).

Dimostrazione. Sia
(
ā b̄
c̄ d̄

)
un elemento di SL(2,ZN). Si considerino gli interi

a1, b1, c1, d1 tali che (
a1 b1

c1 d1

)
mod N =

(
ā b̄

c̄ d̄

)
.

Allora a1d1 − b1c1 ≡ 1 mod N cos̀ı che gcd(c1, d1, N) = 1. Per il Teorema

2.2.1 si può assumere che gcd(c1, d1) = 1. Sia n l’intero tale che

a1d1 − b1c1 = 1 + nN,

per la precedente assunzione, si possono prendere due interi a2, b2 tali che

a2d1 − b2c1 = −n. Ponendo

a = a1 + a2N, b = b1 + b2N,

c = c1, d = d1,

si osserva che
(
a b
c d

)
∈ SL(2,Z) e

(
a b
c d

)
mod N =

(
ā b̄
c̄ d̄

)
.

Dimostrato il punto (1), il (2) risulta una conseguenza ovvia dell’esattezza

della successione corta 1→ Γ(N)→ Γ(1) = PSL(2,Z)→ PSL(2,ZN).

Sia ora N =
∏

p p
e l’espressione di N come prodotto di numeri primi2.

Allora ZN è isomorfo a
∏

p Zpe tramite la mappa a 7→
∏

p(a mod pe), e quindi

M(2,ZN) '
∏
p

M(2,Zpe)

tramite la mappa (
a b

c d

)
7→
∏
p

((
a b

c d

)
mod pe

)
.

2Ovviamente e non è una costante ma indica, per ogni p, l’esponente e(p) opportuno.
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È abbastanza ovvio che se γ ∈ SL(2,Z), si ha che γ mod pe ∈ SL(2,Zpe).

Viceversa, supponendo γ mod pe ∈ SL(2,Zpe) per ogni fattore primo p di N ,

si ha ad−bc ≡ 1 mod pe e di conseguenza ad−bc ≡ 1 mod N . In altre parole

è stato dimostrato il seguente Lemma:

Lemma 2.2.3. Sia N un intero positivo e sia
∏

p p
e la sua espressione come

prodotto di numeri primi. Allora

SL(2,ZN) ∼=
∏
p

SL(2,Zpe).

Tramite questo lemma, la cui dimostrazione è disponibile in [Miy89], si

può dimostrare il seguente teorema:

Teorema 2.2.4. Sia N un intero positivo, si ha

1. |GL(2,ZN)| = ϕ(N)|SL(2, ZN)|;

2. |SL(2,ZN)| = N3
∏

p|N(1− 1/p2).

Dove con ϕ(N) si indica la funzione totiente di Eulero.

E, finalmente, si può dimostrare che i Γ(N) sono sottogruppi normali di

indice µN = [Γ(1) : Γ(N)] finito e facilmente calcolabile.

Teorema 2.2.5. Sia N ≥ 2 intero, allora

µN = [Γ(1) : Γ(N)] =

 6 N = 2,
1
2
N3
∏

p|N

(
1− 1

p2

)
N > 2,

(2.6)

dove i divisori p di N sono numeri primi.

Dimostrazione. Poiché −I ∈ Γ(2) mentre −I /∈ Γ(N) per N > 2, si ha che

[Γ(1) : Γ(N)] =

{
[SL(2,Z) : SL(2,Z2)] N = 2,
1
2
[SL(2,Z) : SL(2,ZN)] N > 2,

.

Sfruttando il Teorema precedente assieme al Teorema 2.2.2, si ottiene la

tesi.
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2.2.3 Alcuni dettagli dell’azione di SL(2,C) su H

Il gruppo SL(2,C) agisce su C2 e, quindi, sull’insieme P1(C) delle rette

attraverso l’origine in C2. Quando si identificano le rette con le loro pendenze,

P1(C) si va ad identificare con C ∪ {∞} e si ottiene un azione di GL(2,C)

su C ∪ {∞} (cfr. [Ser06], [Miy89], [Mil74]):(
a b

c d

)
z =

az + b

cz + d
,

(
a b

c d

)
∞ =

a

c
.

Tali mappe vengono chiamate trasformazioni lineari frazionarie di P1(C) =

C ∪ {∞} e mappano cerchi e rette in C in cerchi e rette in C.

Gli elementi σ 6= ±I appartenenti a SL(2,C) possono essere classificati

osservando la loro traccia (cfr. [Ser06], [Miy89], [Mil74]):

(i) σ è parabolico ⇔ |Tr(σ)| = 2 e σ ha forma canonica di Jordan ±
(

1 b
0 1

)
con b 6= 0;

(ii) σ è ellittico ⇔ |Tr(σ)| < 2 e σ ha forma canonica di Jordan ±
(
a 0
0 1/a

)
con a /∈ R e |a| = 1;

(iii) σ è iperbolico ⇔ |Tr(σ)| > 2 e σ ha forma canonica di Jordan ±
(
a 0
0 1/a

)
con a ∈ R e |a| > 1.

(iv) σ è loxodromico ⇔ Tr(σ) non è reale.

Un elemento σ ∈ Γ si dice primitivo se σ non esiste in Γ un altro elemento

di cui σ sia una potenza. Due punti z1, z2 ∈ H sono Γ-equivalenti se esiste

un elemento σ ∈ Γ con z1 = σ̂z2.

Andando ad investigare le peculiarità delle classi individuate si può os-

servare (cfr. [Ser06], [Miy89], [Mil74]) che:

(i) se σ ∈ SL(2,R) è parabolico, ha un unico punto fisso in R ∪ {∞};

(ii) se σ ∈ SL(2,R) è ellittico, ha un unico punto fisso z ∈ H ed un secondo

punto fisso z̄ nel semipiano complesso inferiore;
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(iii) se σ ∈ SL(2,R) è iperbolico, ha due punti fissi distinti in R ∪ {∞}.

Sia Γ un sottogruppo discreto di SL(2,R). Un punto z ∈ H è detto

punto ellittico se è il punto fisso di un elemento ellittico γ di Γ; un punto

s ∈ R ∪ {∞} è detto cuspide se esiste un elemento parabolico γ ∈ Γ di cui s

è punto fisso.

Proposizione 2.2.6. Le cuspidi di Γ(1) sono esattamente i punti Q∪{∞}.
Ognuno di tali punti è Γ(1)-equivalente ad ∞.

Dimostrazione. Di certo ∞ è il punto fisso di T =
(

1 1
0 1

)
.

Sia m/n ∈ Q con m ed n primi tra loro. Per il teorema cinese del resto

esistono due interi r ed s tali che rm− sn = 1. Sia γ =
(
m s
n r

)
. γ(∞) = m/n

e, dunque, m/n è fissato da γTγ−1.

Viceversa, ogni elemento parabolico σ di Γ(1) è coniugato3 a ±T ≡ T ,

cioè si può scrivere σ = γTγ−1 con γ ∈ GL(2,Q). Il punto fissato da σ è

γ(∞) che appartiene a P1(Q) = Q ∪ {∞}.

Si può dimostrare (cfr. [Miy89]) che

Lemma 2.2.7. Se Γ′ è un sottogruppo di indice finito di un gruppo Fuchsiano

Γ, l’insieme delle cuspidi di Γ′ coincide con l’insieme delle cuspidi di Γ.

Quindi, considerando un sottogruppo Γ di Γ(1) di indice finito, le cuspidi

sono le stesse di Γ(1). Tuttavia c’è da fare attenzione, infatti, non tutte le

cuspidi apparterranno alla stessa Γ-orbita: per Γ non tutte le cuspidi sono

equivalenti. Si indicherà con CΓ un insieme completo di rappresentanti delle

classi di cuspidi non equivalenti. Si scoprirà come è possibile contare quante

sono le classi non equivalenti più avanti.

Fare tutta la teoria algebrica necessaria allo studio e alla catalogazione

dei punti ellittici e delle cuspidi richiederebbe almeno un paio di corposi

capitoli di un libro ed, in parte, esula dallo scopo di questo lavoro. Un

ottimo riferimento per approfondire la questione è [Miy89].

3Per ulteriori dettagli si cerchi la Teoria delle Forme Canoniche di Jordan in un testo

di Algebra Lineare.
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2.3 Le superfici modulari

Sia Γ un sottogruppo di Γ(1) di indice finito µ = [Γ(1) : Γ] <∞.

La superficie modulare MΓ := Γ \ H è l’insieme dei punti Γ-equivalenti

su H equipaggiati della topologia quoziente4. Per la Proposizione 1.2.4 e il

Corollario 1.2.6, il quoziente topologico MΓ è uno spazio di Hausdorff.

C’è un teorema (cfr. [Mil74]) che afferma:

Teorema 2.3.1. Sia Γ un sottogruppo discreto di SL(2,R) tale che Γ (o

Γ/{±I } se −I ∈ Γ) agisce liberamente su H. Allora c’è un’unica struttura

complessa su Γ \H con la seguente proprietà: una funzione f su U ⊆ Γ \H
aperto è olomorfa se e solo se f ◦ p è olomorfa.

Purtroppo non tutti i sottogruppi di SL(2,Z) agiscono liberamente.

2.3.1 Domini fondamentali

Ai fini dello studio degli spazi quoziente MΓ per un gruppo Fuchsiano

Γ, sarebbe interessante se esistessero dei domini connessi in H che rappre-

sentino MΓ. Tali domini esistono e vengono comunemente chiamati domini

fondamentali.

Un dominio fondamentale per Γ è un sottoinsieme FΓ ⊆ H chiuso e

connesso tale che{ ⋃
σ∈Γ σ̂(FΓ) = H

σ̂(F̊Γ) ∩ σ̂′(F̊Γ) = ∅, ∀σ, σ′ ∈ Γ e σ 6= σ′
, (2.7)

o, detto a parole, non contiene punti Γ-equivalenti e l’azione di Γ sulla chiu-

sura FΓ ricopre tutto H. Tali condizioni sono equivalenti rispettivamente a:

la mappa F̊Γ → Γ \H è iniettiva e la mappa FΓ → Γ \H è suriettiva.

4Vuol dire che (qn)n∈N ⊂ Γ\H converge a q ∈ Γ\H se e solo se è possibile rappresentare

ogni qn tramite un elemento zn ∈ H nella classe d’equivalenza di qn tale che (zn)n∈N

converge a qualche z ∈ H nella classe di equivalenza di q.
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Figura 2.1: Il dominio fondamentale FΓ(1) e la relativa tassellazione del

semipiano di Poincaré H.

Il dominio fondamentale generalmente considerato per Γ = Γ(1) (cfr.

[Ser06], [Miy89], [Kob84], [Mil74]) è

FΓ(1) =

{
z ∈ H : |<z| ≤ 1

2
, |z| ≥ 1

}
. (2.8)

Ogni Γ sottogruppo discreto di Γ(1) ammette dominio fondamentale (cfr.

[Miy89], [Mil74]), per quanto riguarda questo lavoro sarà sufficiente provarlo

solo per i sottogruppi di indice finito.

Proposizione 2.3.2. Sia Γ un sottogruppo discreto di SL(2,R) e sia D un

dominio fondamentale per Γ. Sia Γ′ un sottogruppo di Γ di indice finito m.

Sia

Γ = Γ′γ1 ∪ · · · ∪ Γ′γm

la rappresentazione di Γ come unione disgiunta di laterali destri di Γ′. Al-

lora FΓ′ :=
⋃
γiFΓ è un dominio fondamentale per Γ′ (non necessariamente

connesso).

Dimostrazione. Sia z ∈ H. Allora z = γ̂z′ per qualche z′ ∈ FΓ, γ ∈ Γ e

γ = γ′γi per qualche γi ∈ Γ′. Di conseguenza z = γ̂′γ̂iz
′ ∈ Γ′(γ̂iFΓ).
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Se per assurdo γ̂F̊Γ′ ∩ F̊Γ′ 6= ∅, deve contenere in trasformato di F̊Γ. Ma

allora γ̂γ̂iF̊Γ = γ̂jF̊Γ per qualche i 6= j e perciò γγi = γj. Assurdo!

Come viene dimostrato in [Miy89] ed affermato in [Mil74]

Proposizione 2.3.3. Si possono scegliere i γi in modo che FΓ′ sia connesso.

In sintesi, per Γ ⊆ Γ(1) si può scegliere come dominio fondamentale

FΓ =
⋃

{σ}∈Γ\Γ(1)

σ̂(FΓ(1)), (2.9)

dove l’unione è sui rappresentanti delle µ classi di equivalenza del quoziente

Γ \ Γ(1). Poiché l’area iperbolica di FΓ(1) è pari a π/3 (cfr. [Ser06], [Miy89],

[Kob84]), l’area iperbolica dei domini fondamentali FΓ di sottogruppi ΓCΓ(1)

di indice finito µ è proprio µ · π/3.

2.3.2 La struttura complessa di MΓ

Prima di definire H∗ e la struttura complessa sul quoziente Γ \H∗ è utile

discutere un semplice esempio.

Esempio 2.3.1.

Sia X = {z ∈ C : =(z) > c} per qualche c ∈ R. Sia h un intero

fissato. Si consideri l’azione di Z su X definita z 7→ z+nh per n ∈
Z. Si aggiunga a X il punto “∞” e si definisca su X∗ := X∪{∞}
la seguente topologia: un sistema fondamentale di intorni per ∞
è dato dagli insiemi della forma {z ∈ C : =(z) > N}.

Si può estendere l’azione di Z su X ad un’azione continua su X∗

richiedendo ∞ + nh = ∞ per ogni n ∈ Z. Si consideri, ora, lo

spazio quoziente Γ \X∗. La funzione

q(z) =

{
e2πiz/h z 6=∞,
0 z =∞

è un omeomorfismo tra Γ \ X∗ e il disco aperto Dc/h di rag-

gio e−2πc/h e centro 0. Di conseguenza definisce una struttura

complessa su Γ \X∗ ereditata dal disco aperto Dc/h.
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La struttura complessa su Γ(1) \H∗

Innanzitutto si deve definire la struttura complessa su Γ(1)\H. Si denoti

con p : H → Γ(1) \ H la proiezione sul quoziente e siano P un punto di

Γ(1) \H e Q un punto d H che viene proiettato su P .

Se Q non è un punto ellittico, si può scegliere un intorno U di Q per cui

p : U → p(U) è un omeomorfismo. La coppia (p(U), p−1) è una carta locale

per P .

Se Q è un punto ellittico, si può dimostrare (cfr. [Ser06], [Mil74], [Miy89])

che deve necessariamente essere equivalente ad i o a ρ2 = e2πi/3 (o, alterna-

tivamente, a ρ = eπi/3).

Se Q è equivalente ad i, si può senza perdere di generalità considerarlo

uguale ad i. La mappa z 7→ z−i
z+i

definisce un isomorfismo tra un disco aperto

Di centrato in i ed un disco aperto D centrato in 0, e trasforma l’azione di

S =
(

0 1
−1 0

)
su Di in un automorfismo Σ : z 7→ −z su D. Quindi < S > \Di è

omeomorfo a < Σ > \D. Poniamo su < S > \Di la struttura complessa che

che rende l’omeomorfismo un isomorfismo bi-olomorfo. Più esplicitamente,
z−i
z+i

è una funzione olomorfa definita in un intorno di i ed S la mappa in

−z−1 − i
−z−1 + i

=
−1− iz
−1 + iz

=
−i+ z

−i− z
= −z − i

z + i
.

Perciò z 7→
(
z−i
z+i

)2
è una funzione olomorfa definita in un intorno di i inva-

riante sotto l’azione di S; di conseguenza definisce una funzione olomorfa in

un intorno di p(i) che è il sistema di coordinate intorno a p(i) cercato.

Se Q è equivalente a ρ2, si può lavorare in modo simile a quanto appe-

na fatto applicando una trasformazione lineare fratta che mappi Q in 0 e

considerando il cubo della mappa: ρ2 è fissato da ST che ha ordine 3 (co-

me trasformazione). La funzione z 7→ z−ρ2
z−ρ̄2 definisce un isomorfismo tra un

disco centrato in ρ2 ed un disco centrato in 0, e
(
z−ρ2
z−ρ̄2

)3

è invariante per

ST . Dunque, definisce una funzione in un intorno di p(ρ2) che è il sistema

di coordinate intorno a p(ρ2) cercato.

La superficie di Riemann Γ(1)\H cos̀ı ottenuta, tuttavia, non è compatta.

Per compattificarla è necessario aggiungere un punto. Il modo più semplice
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per farlo è aggiungere ad H il punto ∞, come nell’Esempio 2.3.1, ed usare la

funzione q(z) = e2πiz per mappare gli intorni U = {z ∈ H : =(z) > N} di ∞
in un disco aperto V centrato in 0. La funzione q è invariante sotto l’azione

dello stabilizzatore < T > di ∞ e dunque definisce una funzione olomorfa

q :< T > \U → V che è il sistema di coordinato intorno a p(∞) cercato.

Osservazione 4. Alternativamente, si può considerare H∗ = H ∪ P1(Q)

unione di H con l’insieme delle cuspidi di Γ. Ogni cuspide diversa da∞ è un

punto razionale sull’asse reale ed è della forma σ̂(∞) per qualche σ ∈ Γ(1).

Dando a σ̂(∞) il sistema fondamentale di intorni per cui σ è un omeomorfi-

smo, si ha che Γ(1) agisce su H∗ con continuità e si può considerare lo spazio

quoziente Γ(1)\H∗. Chiaramente, Γ(1)\H∗ = (Γ(1)\H)∪{∞} e può essere

dotato della stessa struttura complessa definita sopra.

Proposizione 2.3.4. La superficie di Riemann Γ(1) \H∗ è un compatto ed

ha genere 0; è inoltre isomorfa alla sfera di Riemann.

Dimostrazione. La compattezza dipende dal fatto che FΓ(1)∪{∞} è compat-

to. Esistono varie dimostrazioni del fatto che ha genere 0 ed è isomorfa alla

sfera di Riemann. Per completezza di accenna ad alcune di esse (per dettagli

o altre prove si faccia riferimento a [Miy89], [Mil74]).

In primis, se si esamina attentamente come vengono identificati i punti

di FΓ(1) si può osservare che deve essere omeomorfo ad una sfera.

In secondo luogo, si può dimostrare che FΓ(1) è semplicemente connes-

so. Per il Teorema di Mappatura di Riemann l’unica superficie di Riemann

compatta semplicemente connessa è la sfera di Riemann.

Infine, si dimostra in modo diretto che esiste una funzione j olomorfa su

FΓ(1)\H con un polo semplice in∞. Una tale funzione ha valenza 1 e, perciò,

definisce un isomorfismo tra FΓ(1) \H e la sfera di Riemann.

La struttura complessa su Γ \H∗

Sia Γ un sottogruppo di Γ(1) di indice finito. Si può definire una superficie

di Riemann compatta Γ \ H∗ in modo analogo a quanto fatto per Γ(1). Il
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complementare di Γ \H in Γ \H∗ è l’insieme delle classi di equivalenza delle

cuspidi per Γ.

Innanzitutto si fornisce Γ \ H di una struttura complessa esattamente

come nel caso Γ = Γ(1). Dopodiché si nota che ∞ è sempre una cuspide,

infatti Γ deve contenere T h per qualche h ∈ N e T h è un elemento parabolico

che fissa∞. Se h è la più piccola potenza di T in Γ, la funzione q(z) = e2πiz/h

è un sistema di coordinate attorno ad ∞. Ogni altra cuspide è della forma

σ̂(∞) per qualche σ ∈ Γ(1) e z 7→ q(σ̂−1(z)) è un sistema di coordinate

attorno alla cuspide σ̂(∞).

I gruppi Fuchsiani Γ per i quali la superficie di Riemann Γ \ H∗ è com-

patta, vengono detti gruppi Fuchsiani del primo tipo. Si può dimostrare (cfr.

[Miy89]) che

Teorema 2.3.5 (Siegel). Sia Γ un gruppo Fuchsiano. Γ è del primo tipo se

e solo se il volume della superficie di Riemann Γ \H∗ è finito.

Teorema da cui seguono due importantissimi Corollari (cfr. [Miy89]):

Corollario 2.3.6. Sia Γ un gruppo Fuchsiano del primo tipo. Ogni sot-

togruppo di Γ di indice finito è anche esso un gruppo Fuchsiano del primo

tipo.

Corollario 2.3.7. Sia Γ un gruppo Fuchsiano del primo tipo e sia FΓ il suo

dominio fondamentale. Chiamati vertici di FΓ i punti ottenuti dall’interse-

zione FΓ ∩ (R ∪ {∞}) accade che: ogni vertice di FΓ è una cuspide di Γ e,

viceversa, ogni cuspide di Γ è equivalente a un vertice di FΓ.

Il procedimento sfruttato per trasportare la struttura complessa su Γ\H∗,
in virtù del fatto che l’azione di PSL(2,R) su H rappresenta tutte e sole le

isometrie ed in virtù del Lemma 1.4.2, trasporta su Γ \H∗ anche la metrica

iperbolica (cfr. [Miy89], [Jos06]).

Più avanti si farà riferimento sia a Γ \ H che a Γ \ H∗ con la notazione

MΓ. Nel caso fosse necessario si specificherà a quale delle due definizioni si

fa riferimento.
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2.3.3 Il genere di MΓ

Ricordando che si può considerare MΓ come rivestimento di MΓ(1), si ha

una via abbastanza diretta per calcolarne il genere.

In accordo con la formula di Riemann-Hurwitz, si ha che 2g− 2 = −2µ+∑
(εP − 1) o, meglio, che

g = 1− µ+
∑

(εP − 1)/2

dove µ è il grado del rivestimento MΓ → MΓ(1) (che coincide con l’indice

[Γ(1) : Γ]) ed εP è l’indice di ramificazione nel punto P . I punti di ramifi-

cazione non sono altro che le immagini dei punti ellittici e delle cuspidi su

H∗.

Teorema 2.3.8. Sia Γ un sottogruppo di Γ(1) di indice finito e siano

- ν2: il numero di punti ellittici non equivalenti di ordine 2;

- ν3: il numero di punti ellittici non equivalenti di ordine 3;

- ν∞: il numero di cuspidi non equivalenti.

Allora il genere di MΓ è

g = 1 +
µ

12
+
ν2

4
+
ν3

3
+
ν∞
2
.

Dimostrazione. Sia p : H∗ → Γ(1) \ H∗ la proiezione sul quoziente e sia ϕ

la mappa Γ \ H∗ → Γ(1) \ H∗. Se Q è un punto di H∗ e P ′ e P sono le sue

immagini in Γ \H∗ e Γ(1) \H∗ l’indice di ramificazione soddisfa

εQ/P = εQ/P ′ · εP ′/P .

Se Q è una cuspide tale formula è inutile in quanto, essendo p una mappa

∞ : 1 su ogni intorno di ∞, si ha εQ/P = ∞ = εP ′/P . Questo significa che

per i punti Q ∈ H non ellittici, i punti P ′ non sono ramificati (cfr. [Mil74],

[Miy89]).

S supponga P = p(i), in modo che Q sia Γ(1)-equivalente a i. Allora o

εQ/P ′ = 2 o εP ′/P = 2. Nel primo caso Q è un punto ellittico per Γ e P ′ non
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è ramificato su P ; nel secondo Q non è un punto ellittico per Γ e l’indice di

ramificazione di P ′ su P è 2. Ci sono ν2 punti P ′ del primo tipo e (µ− ν2)/2

punti del secondo. Dunque
∑

(εP ′ − 1) = (µ− ν2)/2.

Si supponga, ora, P = p(ρ), in modo che Q sia Γ(1)-equivalente a ρ. Come

in precedenza, o εQ/P ′ = 3 o εP ′/P = 3. Nel primo caso Q è un punto ellittico

per Γ e P ′ non è ramificato su P ; nel secondo Q non è un punto ellittico per

Γ e l’indice di ramificazione di P ′ su P è 3. Ci sono ν3 punti P ′ del primo

tipo e (µ− ν3)/3 punti del secondo. Dunque
∑

(εP ′ − 1) = (µ− ν3)/3.

Si supponga, infine, che P = p(∞), in modo che Q sia una cuspide per

Γ. Esistono ν∞ punti P ′ e
∑
εP ′ = µ; dunque

∑
(εP ′ − 1) = µ− ν∞.

Ricapitolando si ha∑
(eP ′ − 1) = (µ− ν2)/2 quando P ′ varia tra i ϕ(i),∑
(eP ′ − 1) = (µ− ν3)/3 quando P ′ varia tra i ϕ(ρ),∑
(eP ′ − 1) = (µ− ν∞) quando P ′ varia tra i ϕ(∞),

e dunque

g = 1− µ+
∑

(εP − 1)/2 = 1 +
µ

12
+
ν2

4
+
ν3

3
+
ν∞
2
.

Alcune osservazioni relative a Γ(N)

A questo punto, risulta utile cercare di calcolare i valori ν2, ν3 e ν∞ nei casi

più strettamente legati a questo lavoro: i sottogruppi normali di congruenza

Γ(N).

Sia N > 1. Poiché Γ(N) è un sottogruppo normale di Γ(1), ogni Γ(1)

coniugato di un elemento di Γ(N) appartiene a Γ(N). Ogni elemento ellittico

(cfr. [Ser06], [Mil74], [Miy89]) è coniugato tramite

S =

(
0 −1

1 0

)
, ST =

(
1 −1

1 0

)
, (ST )2 =

(
0 −1

1 −1

)
,

e nessuna di queste si trova in Γ(N). Questo implica che Γ(N) non ha

elementi ellittici (ν2(Γ(N)) = ν3(Γ(N)) = 0).
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Dimostrando che l’indice µN della (2.6) si lega alla cardinalità dell’insieme

CΓ(N) tramite la relazione

µN = N‖CΓ(N)‖, (2.10)

si conclude che il genere di MΓ(N) è

g(Γ(N)\H∗) = 1 +
N − 6

12N
µN (N > 1). (2.11)

Inoltre, il primo numero di Betti è tale che

b1(FΓ(N)) = g(Γ(N)\H∗) + ‖CΓ(N)‖ − 1 =
N + 6

12N
µN (2.12)

da cui si ricava immediatamente H1(FΓ(N),R).

Per poter chiudere il buco mancante basta enunciare e dimostrare un

breve lemma preliminare.

Lemma 2.3.9. Sia Γ un gruppo Fuchsiano e sia Γ′ un suo sottogruppo

normale di indice finito. Per una cuspide x di Γ, il numero di cuspidi

Γ-equivalenti ad x che sono Γ′-inequivalenti è uguale a

[Γ : Γ′]/[Γx : Γ′x]

dove Γx sta ad indicare lo stabilizzatore di x rispetto a Γ.

Dimostrazione. Si noti che, poiché Γ′ è un sottogruppo normale di Γ, Γ′ · Γx
è un sottogruppo di Γ tale che il numero cercato |Γ′ \Γ/Γx| = |Γ/Γ′ ·Γx|. La

tesi segue direttamente dal fatto che

[Γ : Γ′] = [Γ : Γ′ · Γx][Γ′ · Γx : Γ′]

= [Γ : Γ′ · Γx][Γx : Γ′x].

A questo punto, notando che

ν∞(Γ(N)) = [Γ(1) : Γ(N)]/[Γ(1)∞ : Γ(N)∞],

l’equazione (2.10) è una conseguenza diretta della formula (2.6).
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Resta solo da trovare un modo per scegliere l’insieme di cuspidi non

equivalenti, a tal proposito si può sfruttare il seguente teorema5.

Teorema 2.3.10. Sia N > 1. Si può scegliere come insieme completo di

rappresentanti delle cuspidi non equivalenti CΓN l’insieme{
m/n ∈ Q ∪ {∞} : gcd(m,n) = 1, (m mod N, n mod N) ∈MN/{±1}

}
dove MN è l’insieme degli elementi di ordine N in ZN × ZN .

In sintesi, la superficie modulare MΓ può essere costruita identificando i

punti del bordo di FΓ legati tramite i generatori del gruppo Γ (cfr. [Ran77],

[Jos06]) e, topologicamente, è isomorfa ad una sfera bucata con un numero

finito di buchi e di cuspidi non equivalenti ubicate all’∞ e in punti razionali

di R.

Non solo la superficie MΓ ottenuta è una superficie di Riemann, ma ere-

dita da H anche la metrica iperbolica ed è a tutti gli effetti una varietà

riemanniana6 iperbolica.

2.4 La superficie modulare MΓ(2)

2.4.1 Il gruppo modulare Λ, ovvero Γ(2)

Il gruppo centrale, in questo lavoro, è il sottogruppo principale di con-

gruenza di ordine 2

Γ(2) =
{(

a b
c d

)
∈ Γ(1) |

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod 2

}
=
{(

a b
c d

)
∈ Γ(1) | a, d dispari, b, c pari

}
,

(2.13)

chiamato anche gruppo modulare Λ.

Lemma 2.4.1. Il gruppo Γ̃(2) =
{(

a b
c d

)
∈ SL(2,Z) |

(
a b
c d

)
≡
(

1 0
0 1

)
mod 2

}
è generato dalle matrici

−I , ST 2S :=

(
1 0

−2 1

)
, T 2 :=

(
1 2

1 0

)
.

5Una dimostrazione è consultabile in [Miy89]
6Per approfondimenti fare riferimento a [Miy89] e [Jos06].
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Dimostrazione. Sia G il sottogruppo di SL(2,Z) generato da T 2, −I e

ST 2S−1. Poiché, come è già stato detto, SL(2,Z) è generato da T ed S, non

è difficile verificare che G è un sottogruppo normale di SL(2,Z) contenuto

in Γ̃(2).

Per il fatto che SL(2,Z)/Γ̃(2) ∼= SL(2,Z/2), è sufficiente dimostrare che

l’omomorfismo naturale φ : SL(2,Z)/G → SL(2,Z/2) è iniettivo. Sia g ∈
SL(2,Z)/G un elemento del nucleo di φ. Tale elemento può essere scritto

come una parola in S e T . Poiché

φ(T ) = φ(T−1), φ(T 2) = 1, S2 = 1, S−1 = S,

si può sostituire g con un altro elemento dalla stessa classe modulo G e

assumere che g sia una parola in S e T in cui non compaiono S2 e T 2.

D’altra parte, sapendo che (ST )3 = 1, ci sono solo le seguenti espressioni

possibili per g:

S, ST, STS, STST, STSTS, T ;

in quanto φ(T 2S2) = 1 implica che φ(TS) = φ(ST )−1 e, similmente,

φ(TST ) = φ(STS)−1,

φ(TSTS) = φ(STST )−1,

φ(TSTST ) = φ(STSTS)−1.

Infine, φ(ST ) = φ(STST )−1. Dunque è sufficiente verificare che gli elementi

S, ST , STS, T non sono nel nucleo, cioè non dipendono da Γ̃(2). Scrivendo

esplicitamente le 4 matrici è facile osservare che questo accade.

Poiché Γ(2) = Γ̃(2)/{±I } tale sottogruppo ha due generatori, per la

precisione (cfr. [May91])

ST 2S =

(
1 0

−2 1

)
e T 2 =

(
1 2

0 1

)
, (2.14)

e, come già osservato in precedenza, non contiene elementi ellittici.

Come viene mostrato anche in [Sch74], Γ(2) \ Γ(1) ∼= S3 (gruppo simme-

trico di ordine 3) ed ha rappresentanti {I , T, S, TS, ST, STS}, in accordo

con l’osservazione fatta in precedenza per cui [Γ(1) : Γ(2)] = 6.
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2.4.2 La geometria di MΓ(2)

Recuperando quanto affermato nelle sezioni precedenti, l’azione di Γ(2) su

H genera una varietà connessa ma non compatta che può essere compattifica-

ta aggiungendo 3 punti cuspidali. Il suo dominio fondamentale FΓ(2) ha area

iperbolica 2π e il primo gruppo di coomologia è non banale: H1(FΓ(2),R) ∼=
R2 6= 0. Inoltre, data la mancanza di trasformazioni ellittiche, Γ(2) agisce in

H senza punti fissi.

Figura 2.2: Il dominio fondamentale FΓ(2).

Considerato che ‖CΓ(2)‖ = 3, che∞ può essere sempre incluso nell’insieme

CΓ(2) e che 0, 1, ∞ non sono Γ(2)-equivalenti, si può scegliere

CΓ(2) := {0, 1,∞}.

Dimostrazione. La mappa 0 7→ 1 è T /∈ Γ(2), la mappa ∞ 7→ 0 è S /∈ Γ(2) e

la mappa 1 7→ ∞ è
(

0 1
1 −1

)
/∈ Γ(2).



Capitolo 3

Analisi del Laplaciano su MΓ(2)

3.1 Aspetti astratti

Poiché H1(FΓ(2),R) ∼= R2, fissato l’integrale di una 1-forma chiusa A ∈
Ω1(FΓ(2)) attorno a due delle tre cuspidi, l’integrale sulla terza sarà una

somma degli altri due.

Quello che si vuole studiare è l’operatore

∆A := ( d + iA)∗( d + iA) su L2(FΓ(2))

con A ∈ Ω1(FΓ(2)) chiusa. In modo equivalente, si può studiare il corri-

spondente operatore su L2(H) (anche esso indicato con ∆A), considerando

funzioni Γ(2)-invarianti in cui la 1-forma chiusa A è il pull-back di A rispetto

alla proiezione H→ FΓ(2).

Come già accennato, si può sempre scambiare A con A′ := A + dφ per

una qualunque φ : FΓ(2) → R senza cambiare la classe di coomologia. Le

proprietà spettrali di ∆A, in tal caso, sono le stessi di ∆A′ . Si può anche

modificare il valore degli integrali di A attorno alle cuspidi di multipli interi

di 2π formalizzando il tutto tramite trasformazioni unitarie su L2(FΓ(2)) (un

cambio di fase globale). Questo perché l’integrale

φ(z1) = φ(z0) · ei
R 1
0 A(z(t))

65
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è definito indipendentemente dalla scelta del cammino z : [0, 1] → FΓ(2) da

z0 a z1 ∈ FΓ(2).

Tutto ciò conduce ad una sorta di tassellazione del piano H1(FΓ(2)) come

in Figura 3.1 che permette di concentrare l’attenzione su un triangolo come

sarà più chiaro più avanti.

Figura 3.1: Tassellazione in triangoli di H1(FΓ(2))

3.2 Primo problema

Sia cy : [0, 2] → H una famiglia di funzioni definita cy(x) := x + iy per

y > 1. Si sta cercando un potenziale vettore chiuso dφ tale che

- dφ sia Γ(2)-periodico (cioè definito su MΓ(2));
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-
∫
cy

dφ = b∞ e
∫
σ̂cy

dφ = b0 con σ :=
(

0 1
−1 0

)
(l’integrale attorno alla

terza cuspide vale automaticamente −b0 − b∞);

- φ(x+ iy)
y→∞−−−→ b∞x e φ(σ̂(x+ iy))

y→∞−−−→ b0x.

In altre parole, il potenziale vettore sarà qualcosa del tipo

A := dφ = b∞ dϕ∞ + b0 dϕ0 + (−b0 − b∞) dϕ1

con b0, b∞ costanti reali.

In particolare, si vorrebbe trovare un potenziale intrappolante nel senso

specificato in precedenza che nel nostro caso si ridurrebbe ad avere b0 e

b∞ diversi da un multiplo intero di 2π. Ma come possiamo essere sicuri di

trovarlo?

Quando si parla di MΓ(2), si sta osservando una varietà Riemanniana che

vicino alle cuspidi è diffeomorfa ad S1 × (1,∞) e la cui metrica può essere

scritta nella forma

gp = y−2p( dy2 + h) (3.1)

in cui h non è altro che dx2. Per la precisione la metrica che stiamo

considerando è esattamente la metrica cuspidale g1.

Ricadiamo quindi nella casistica descritta in §1.7.2 potendo sfruttare tutti

i teoremi relativi. In particolar modo il Teorema 1.7.1 garantisce l’esisten-

za di potenziali intrappolanti e non-intrappolanti relativi allo stesso campo

magnetico, il Teorema 1.7.2 dice che nel caso di potenziali intrappolanti l’o-

peratore ∆A è essenzialmente autoaggiunto e presenta spettro puramente

discreto, e il Teorema 1.7.3 che la funzione di conteggio degli autovalori, per

potenziali A intrappolanti, è asintoticamente

NA,1(λ) ≈ C1λ
2/2 =

λ

2

C1 =
V ol(X, g1)V ol(S1)

2(2π)2
=

2π2π

2(2π)2
=

1

2

(3.2)

Purtroppo, tale risultato generale, si ferma a studiare l’adamento asin-

totico di NA,1(λ) con una precisione non sufficiente per osservare l’influenza
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delle costanti b0 e b∞ sullo spettro e dunque non è adatto a studiare come

lo spettro discreto si innesti in quello continuo che appare facendo tendere

questi valori a 0 ed andando a finire su un potenziale non-intrappolante. Si

deve quindi tentare un approccio più diretto.

3.3 Ricerca del potenziale intrappolante

Si cerca un potenziale intrappolante con le caratteristiche precedente-

mente richieste imponendo il valore b∞ dell’integrale attorno alla cuspide

all’infinito. Se si riuscisse a trovare tale 1-forma si sfrutterebbe la medesima

tecnica accoppiata alla mappa S =
(

0 1
−1 0

)
che trasporta ∞ in 0 per definire

il potenziale attorno alla cuspide in 0. Il potenziale attorno alla terza cuspide

sarebbe automaticamente determinato. Si procederà, per ora, con un calcolo

formale.

Si consideri una forma del tipo Ab∞ = b∞ dx = d(b∞x) = dψb∞ . Per

rendere Ab∞ invariante sotto l’azione di Γ(2), sarà sufficiente considerare

A = dψ dove, senza perdere di generalità, si sta ponendo b∞ = 1 e ψ :=∑
σ∈G σ̂

∗(ψ1) =
∑

σ∈G<(σ̂(z)), sempre che l’espressione sia convergente. La

possibilità di sommare su opportuni insiemi, in particolare quelli generati

singolarmente dai due generatori di Γ(2), deriva dal fatto che si sta lavorando

con un gruppo libero.

Per regolarizzare la somma si considera l’insieme

G̃ :=
{(

a b
c d

)
∈ Γ(2) : c pari, 0 < d < 2c dispari, (a, 2c) = 1

}
,

in modo che G = G̃ ∪ {I } risulti un sistema di rappresentati per le classi

laterali Γ∞\Γ(2)/Γ∞, dove

Γ∞ =
{(

1 2n
0 1

)
: n ∈ Z

}
è lo stabilizzatore di ∞.

Per ogni σ0 =
(
a b
c d

)
∈ G̃, sia σn definita

σn := σ0

(
1 2n
0 1

)
:=
(
a b+2na
c d+2na

)
, n ∈ Z.
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Si ha che

ψ1 ◦ σ̂n(z) =
a

c
− 1

c2

x̃+ 2n

(x̃+ 2n) + y2
(3.3)

con z = x + iy, x̃ := x + d
c
. Per ogni matrice

(
a b
c d

)
∈ G̃ esiste un’ altra

matrice in G̃ con lo stesso c ma con il valore opposto per a, cioè
( −a b−2a

c −d+2c

)
.

Dunque, sommando sulle matrici in G̃, il termine a
c

si potrà eliminare per

questioni di simmetria.

Sia z̃ = x̃+ iy, la somma
∑

k∈Z ψ1,σ,k, con

ψ1,σ,n(z) := ψ1 ◦ σ̂n(z)− a

c
= − 1

c2
<
(

1

z̃ + 2n

)
,

, a prima vista non converge assolutamente. Riscrivendola nella forma

ψ1,σ,0 +
∑
k∈N

(ψ1,σ,k + ψ1,σ,−k),

e osservando che

ψ1,σ,k(z) + ψ1,σ,−k(z) =
2x̃

c2

4k2 − x̃2 − y2

[(x̃− 2k)2 + y2][(x̃+ 2k)2 + y2]

= − 1

c2
<
(

2z̃

z̃2 − 4k2

)
= − 1

c2
<
(

4w

4w2 − 4k2

)
= − 1

2c2
<
(

2w

w2 − k2

)
dove w è tale che 2w = z̃, si ottiene la convergenza. Infatti, ψ1,σ,0 =

− 1
c2
<
(

1
z̃

)
= − 1

2c2
<
(

1
w

)
, e dunque

ψ1,σ,0 +
∑
k∈N

(ψ1,σ,k + ψ1,σ,−k) =
π

2c2
<(cotπw)

=
π

2c2

sin(πx̃)

cosh(πy)− cos(πx̃)

decade esponenzialmente in y.
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Si ha

ψ =
∑
c pari

∑
d<2c

(c,d)=1

∑
k∈Z

ψ1,σ,k =
∑
c pari

∑
d<2c

(c,d)=1

∑
k∈Z

[
a

c
− 1

2c2
<
(

2w

w2 − k2

)]

=
∑
c pari

∑
d<2c

(c,d)=1

∑
k∈Z

(− 1

2c2
<
(

2w

w2 − k2

)
)

=
∑
c pari

∑
d<2c

(c,d)=1

π

2c2
<(cotπw)

=
∑
c pari

∑
d<2c

(c,d)=1

π

2c2
<(cot

π

1

(
z +

d

c

)
)

= <

∑
c pari

iπ

2c2

∑
d<2c

(c,d)=1

1 + eπi(z+
d
c

)

1 + eπi(z−
d
c

)



= <

 ∞∑
n=0

eπinz
∑
c pari

iπ

2c2

∑
d<2c

(c,d)=1

(
eπin

d
c + eπizeπi(n+1) d

c

)

= <

 ∞∑
n=0

eπinz
∑
c pari

iπ

2c2

∑
d<c

(c,d)=1

(
eπin

d
c + eπizeπi(n+1) d

c + eπin
2c−d
c + eπizeπi(n+1) 2c−d

c

)

= <

 ∞∑
n=0

eπinz
∑
c pari

iπ

2c2

∑
d<c

(c,d)=1

(
eπin

d
c + e−πin

d
c + eπiz

(
eπi(n+1) d

c + e−πi(n+1) d
c

))
= <

[
∞∑
n=1

eπinz
∑
c pari

iπ

2c2

(
S(n, 2c) + eπizS(n+ 1, 2c)

)]

= <

[
4πi

∞∑
n=1

eπinz
∑
c pari

S(n, 2c)

4c2
+ 2πi

∑
c pari

ϕ(2c)

4c2

]

= <

[
4πi

∞∑
n=1

eπinz
∞∑
k=1

S(n, 4k)

16k2
+ 2πi

∞∑
k=1

ϕ(4k)

16k2

]
?
= <

[
4πi

∞∑
n=1

eπinz
6

π2
Σ−1(n)

]
= <

[
4πi

∞∑
n=1

eπinz
6

π2

Σ1(n)

n

]

= =

[
24

π

∞∑
n=1

eπinz
Σ1(n)

n

]
=

24

π

∞∑
n=1

Σ1(n)

n
sin(πnx)e−πny



3.3 Ricerca del potenziale intrappolante 71

dove Σl(n) =
∑

d|n d
l e S(n, c) :=

∑
0<d≤c
(d,c)=1

e2πin d
c è la somma di Ramanujan.

L’identità
∑∞

c=1
S(n,c)
c2

= 6
π2 Σ−1(n) ≡ 6

π2

Σ1(n)
n

è un caso particolare della

formula di Ramanujan
∑∞

c=1
S(n,c)
cs

= Σ1−s(n)
ζ(s)

valida per <s > 1 ed s = 1.

Il simbolo
?
= nella somma sta ad indicare che si sta trascurando un termine

immaginario che è proporzionale alla somma divergente
∑∞

c=1
ϕ(c)
c2

del totiente

di Eulero ϕ.

Purtroppo, andando a calcolare il potenziale si scopre che, seppur è in-

variante per G1 :=
(

1 2
0 1

)
, manca l’invarianza rispetto a G2 :=

(
1 0
2 1

)
(l’altro

generatore di Γ(2)) e dunque manca l’inverianza per Γ(2). Infatti dψ =

24
∑∞

n=1 Σ1(n) [cos(πnx)e−πny dx− sin(πnx)e−πny dy] e, dunque,

A(x, y) = dx+ 24
∞∑
n=1

Σ1(n)
[
cos(πnx)e−πny dx− sin(πnx)e−πny dy

]
.

E’ sufficiente una semplice graficazione numerica di A(x, y) e di A(Ĝ2(x, y))

per osservare che non c’è invarianza.

Si potrebbe pensare, a questo punto, di risommare anche sul gruppo degli

elementi generati da G2 ma i tentativi fatti fino a questo momento sono stati

vani.



Capitolo 4

Il problema semplificato

4.1 Introduzione

Viste le difficoltà nell’affrontare il problema su Γ(2), si può sperare di

semplificarlo cercando una metrica iperbolica su un nuovo spazio che soddisfi

le condizioni dei teoremi del [GM08].

Come già osservato, lo studio è stato affrontato su superfici asintotica-

mente omeomorfe (vicino alle cuspidi) ad un cilindro iperbolico, dunque si

può immaginare di considerare il cilindro C = Ry × S1
x per ottenere un pro-

blema più semplice che mantenga una certa somiglianza (almeno asintotica)

con la situazione iniziale.

È un fatto noto che C presenti una coomologia non banale H1(C) = R e

che su di esso possa essere indotta una struttura di superficie di Riemann.

Su tale spazio si cerca una metrica iperbolica conforme completa della forma

(1.1) con λ funzione della sola variabile y e tale che

λ(y) = λ(−y),

per cui l’area di C rispetto alla metrica sia finita, la curvatura

K(x, y) = −∆ log λ,

almeno nel limite |y| → ∞, tenda a −1, ed, infine, che presenti almeno due

cuspidi.
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Ponendo

λ2(y) =
1

1 + y2

si definisce una funzione pari C∞(R) che, inserita nella (1.1) definisce una

metrica riemanniana iperbolica conforme e completa. La varietà che si ottiene

ha volume

area(C) =

∫
C
?(1) =

∫
M

1

1 + y2
dy dx

=

∫ 2π

0

dx

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2

= x
∣∣2π
0

arctan(y)
∣∣+∞
−∞ = 2π2,

e funzione di curvatura

K(y) = 1− 2y2

1 + y2
−→
|y|→∞

−1.

Inoltre, i due punti all’infinito sono cuspidi in quanto
∫∞

0
λ(y) dy =∞.

4.2 Operatore di Laplace

Si consideri, dunque, la varietà riemanniana(
M := Ry × S1

x, g := (1 + y2)−1δij
)
. (4.1)

Sia Ac := c dx con c ∈ R, vettore potenziale di campo nullo. Se definiamo

dc = d + iA = d + ic dx,

allora l’operatore di Laplace sulle funzioni su M sarà dato da

∆c = d∗c dc (4.2)

dove d∗c := ? dc? con ? ad indicare l’operatore “star” di Hodge.

Nel nostro caso si ha:

?(1) =
dy ∧ dx

1 + y2
;

?( dy ∧ dx) = 1 + y2;

?( dy) = dx;

? dx = − dy.
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Sia f = f(x, y) ∈ C2(M), allora

? dcf = ?

[
∂f

∂y
dy +

∂f

∂x
dx+ icf dx

]
=

∂f

∂y
dx− ∂f

∂x
dy − icf dy;

dc ? dcf =
∂2f

∂y2
dy ∧ dx− ∂2f

∂x2
dx ∧ dy − ic∂f

∂x
dx ∧ dy − ic∂f

∂x
dx ∧ dy + c2f dx ∧ dy;

d∗c dcf = ? dc ? dcf

= (1 + y2)

(
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂x2
+ 2ic

∂f

∂x
− c2f

)
.

In altre parole, come operatore sulle funzioni C2(M)

∆c = (1 + y2)

(
∂2

∂y2
+

∂2

∂x2
+ 2ic

∂

∂x
− c2

)
(4.3)

4.3 Calcolo di autovalori ed autofunzioni

È evidente che i teoremi enunciati in §1.7.2 sono validi anche in questo

caso. Quindi, per c 6= 2kπ con k ∈ Z, l’operatore ∆c appena definito è essen-

zialmente autoaggiunto, presenta spettro puramente discreto e la funzione di

conteggio degli autovalori NAc,1 è tale che NAc,1(λ) ≈ C1λ con C1 che dipende

solo dal volume della varietà che siamo considerando. Recuperando il valore

già ottenuto per l’area di M , si ha C1 = (4π3)/(8π2) e dunque

NAc,1(λ) ≈ π

2
λ.

Come osservato nel capitolo precedente, questo andamento asintotico non

permette di osservare come lo spettro dipenda da c. C’è dunque da operare

un’analisi più approfondita.

Sia λ ∈ R, si cerca fc,λ ∈ C2(R× S1) tale che

∆cfc,λ = λfc,λ. (4.4)
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Per comodità si indicheranno le derivate parziali con la notazione abbre-

viata ∂
∂t
≡ ∂t.

Una strada che potrebbe essere valida per affrontare il problema è sfrut-

tare la separazione delle variabili. Sia f := U(x)V (y) ∈ C2(R2)1, allora

∆cf = λf

(1 + y2)
(
∂2
y + ∂2

x + 2ic ∂x − c2
)
U(x)V (y) = λU(x)V (y)

U(x)V ′′(y) + U ′′(x)V (y) + 2ic U ′(x)V (y)− c2U(x)V (y) =
λ

(1 + y2)
U(x)V (y)

e, supponendo di poter dividere per U(x)V (y),

U ′′(x)

U(x)
+ 2ic

U ′(x)

U(x)
=

(
c2 +

λ

1 + y2

)
− V ′′(y)

V (y)
(4.5)

in cui al primo membro la dipendenza è solo da x mentre al secondo la di-

pendenza è solo da y, cioè i termini “a sinistra” e “a destra” dell’uguaglianza

devono essere costanti. Sia Kλ,c tale costante, si ha
V ′′(y)
V (y)

−
(
c2 + λ

1+y2

)
= −Kλ,c

U ′′(x)
U(x)

+ 2icU
′(x)
U(x)

= Kλ,c

o, meglio, 
V ′′(y)−

(
λ

1+y2
+ c2 −Kλ,c

)
V (y) = 0

U ′′(x) + 2ic U ′(x)−Kλ,c U(x) = 0

(4.6)

che sono due equazioni differenziali ordinare di secondo grado omogenee.

La seconda equazione, che è quella su cui sarà necessario imporre la

periodicità rispetto a 2π, non è altro che un’esponenziale complesso della

forma

U(x) =
∑
i=1,2

Ai exp(αi x)

dove α ∈ C è tale che α2 + 2icα−Kλ,c = 0, cioè α1,2 = ic±
√
−c2 +Kλ,c.

1Si noti che successivamente sarà necessario imporre una periodicità nella variabile x.
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Devono ancora essere discusse le costanti (per questo sarà necessario im-

porre delle condizioni al contorno), d’altra parte c’è anche da periodicizza-

re la fuzione in modo che sia ben definita su S1. Per farlo si impone che

U(x+ 2π) = U(x), ottenendo che l’esponenziale deve necessariamente avere

α di parte reale nulla e parte immaginaria intera: in simboli <α1,2 = 0 e

=α1,2 ∈ Z, ovvero Kλ,c − c2 negativo e quadrato perfetto. In altre parole

Kλ,c < 0, quindi si può scrivere Kλ,c = −h2
λ,c con

hλ,c ∈
{
h ∈ R|∃qh ∈ Z : h2 + c2 = q2

h

}
in modo che

α1,2 = ic± i
√
h2
λ,c + c2 = i(c± qhλ,c) = iH

con H ∈ Z, ottenendo automaticamente la periodicità modulo 2π.

Un altro problema sorge analizzando la prima equazione in (4.6) che

sembra non essere risolvibile in forma chiusa, almeno in una forma cos̀ı

generale.

4.4 Conclusioni

Lo scopo che ci si prefigge è riuscire a trovare gli autovalori e le autofun-

zioni dell’operatore ∆c per poter scrivere una sorta di Legge di Weyl2 in cui

sia esplicita la dipendenza da c. La speranza è che, passando al limite c→ 0

(o c → 2π), si riesca a studiare ed analizzare come gli autovalori si inne-

stino nello spettro continuo. La perdita dell’autoessenzialità infatti, oltre a

comportare la distruzione dello spettro in uno puramente continuo, potrebbe

portare alla comparsa di “risonanze” il cui andamento sembrerebbe avere un

legame profondo con particolari composizioni di funzioni Zeta.

Anche se il problema semplificato potrebbe non comportare la comparsa

delle risonanze si spera di poter sfruttare i metodi che saranno necessari alla

2Teorema che dia un andamento asintotico per la funzione di conteggio degli autovalori

nel caso di spettro discreto.
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sua risoluzione per affrontare in modo più efficace il problema originale sulla

superficie modulare.

Nonostante la tesi si interrompa a quest punto, i lavori su questo problema

stanno andando avanti. Alcune approssimazioni asintotiche e l’applicazione

delle leggi di Weyl classiche hanno permesso già di verificare la correttezza dei

risultati del capitolo §1.7.2 relativi all’andamento della funzione di conteggio

degli autovalori, purtroppo senza porre l’accento sulla dipendenza di questo

dal parametro c. Nel frattempo si è ottenuta una panoramica più chiara sul

comportamento dello spettro al variare dei parametro K.

Inoltre, tramite metodi di approssimazione semiclassica di tipo WKB, è

stato possibile dare un andamento asintotico almeno per le autofunzioni rela-

tive ad autovalori dello spettro discreto (quando presente). Anche in questo

caso la dipendenza dal parametro c non è ancora esplicita, ma si spera per il

futuro di riuscire a migliorare i procedimenti adottati per ottenere un migliore

grado di approssimazione che chiarifichi l’importanza di tale parametro.

Oltre a questi risultati positivi, lo studio più approfondito del problema

semplificato ha chiarito che se è vero che approssima bene il problema origi-

nale, non è probabilmente un buon modello per cercare le risonanze quando

il parametro c tende a 0. A differenza del suo predecessore sulla superficie

modulare MΓ(2), infatti, sembrerebbe che non si verifichi la loro comparsa.

Nonostante i progressi fatti fin’ora, la necessià di utilizzare tecniche più

raffinate di quelle note ad un laureando specialistico di matematica e la com-

plessità del problema, richiedono ancora molto lavoro prima che si possano

ottenere concretamente i risultati cercati.



Capitolo 5

Alcuni risultati concernenti le

trasformate di Mellin della

Mappa di Gauss e le funzioni ζ

di Riemann e Hurwitz

La saggezza più alta si cela dietro

la disposizione semplice e naturale delle cose,

e proprio perché tutto è semplice e naturale

nessuno la riconosce.

J.P. Hebel

5.1 La mappa di Gauss

Si chiama Mappa di Gauss l’applicazione TG : [0, 1)→ [0, 1) definita

TGx =

{ {
1
x

}
= 1

x
mod 1 = 1

x
−
[

1
x

]
se x 6= 0

0 se x = 0
(5.1)

dove [x] indica la Parte Intera1.

1Si tratta del più grande intero non maggiore di x. Formalmente, [x] := max{k ∈ Z :

k ≤ x}.
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Le relazioni che legano la Mappa di Gauss, le Superfici Modulari e la Teo-

ria dei Numeri sono innumerevoli, a titolo informativo si possono consultare

[Ser06], [May91], [CM00], [Kna99] e [Sar03].

5.2 La ζ di Riemann

La funzione ζ(s) : {z ∈ C : <z > 1} → C definita

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
=

∏
p primo

(
1− 1

ps

−1
)

(5.2)

è detta Zeta di Riemann, ammette un’unica estensione analitica a tutto il

piano complesso C e presenta un solo polo semplice in z = 1. È ben noto che

vale la seguente relazione (cfr. [Ser06], [Iso]):

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

{y}
ys+1

dy. (5.3)

5.3 Alcuni valori della trasformata di Mellin

della Mappa di Gauss

Ci si potrebbe fermare all’equazione (5.3), ma con il semplice cambio di

variabile y = 1/x, si ottiene

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ 0

1

{ 1
x
}(

1
x

)s+1

− dx

x2

e, cioè,

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx (5.4)

in cui l’integrale che compare è una sorta di “Trasformata di Mellin” (cfr.

[Iso]) della Mappa di Gauss e converge assolutamente per <s > 1. Studiare

tale integrale potrebbe apportare qualche informazione sulla funzione ζ e,

forse, potrebbe essere utile per approssimarne numericamente alcuni valori.
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Si può pensare di sfruttare l’equazione (5.4) per estendere la Trasformata

di Mellin della Mappa di Gauss anche a valori della s con <s ≤ 1 e calco-

larla almeno per le s che corrispondono a valori noti della ζ di Riemann: è

sufficiente notare che:∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx =
1

s− 1
− ζ(s)

s
. (5.5)

5.3.1 I “momenti dispari” della Mappa di Gauss

Si considerino ora i numeri di Bernoulli, cioè quei numeri Bn definiti dallo

sviluppo in serie

x

ex − 1
=

+∞∑
n=0

Bn
xn

n!
= 1− x

2
+

+∞∑
k=1

B2k
x2k

(2k)!
,

in cui la seconda identità deriva dalla parità2 della funzione x
ex−1
− x

2
. I primi

numeri di Bernoulli non nulli sono

B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 = 1

6
, B4 = − 1

30
,

B6 = 1
42
, B8 = − 1

30
, B10 = 5

66
, B12 = − 691

2 730
,

e, in generale, possono essere calcolati ricorsivamente mediante la seguente

formula:
n∑
k=0

(
n+ 1

k

)
Bk = 0.

Il fatto interessante è che vale l”identità

+∞∑
n=1

1

n2k
=

(−1)k+122k−1π2k

(2k)!
B2k.

e, dunque, per ogni intero positivo k si possono calcolare i valori della ζ per

gli interi pari positivi 2k. A titolo di esempio, si ha

ζ(2) = π2

6
, ζ(4) = π4

90
, ζ(6) = π6

945
,

ζ(8) = π8

9 450
, ζ(10) = π10

93 555
, ζ(12) = 691π12

638 512 875
.

2Una funzione pari ha i coefficienti dispari delle potenze dello sviluppo in serie nulli,

quindi per k > 0 si ha B2k+1 = 0.
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Questo risultato, insieme alla (5.5), permette di calcolare i “momenti

dispari” della Mappa di Gauss, infatti:

k = 1 ⇒
∫ 1

0

xTG(x) dx = 1− ζ(2)

2
= 1− π2

12
,

k = 2 ⇒
∫ 1

0

x3 TG(x) dx =
1

3
− π4

360
,

k = 3 ⇒
∫ 1

0

x5 TG(x) dx =
1

5
− π6

5 670
.

Più in generale, per ogni k ∈ N \ {0}, si ha∫ 1

0

x2k−1 TG(x) dx =
1

2k − 1
− ζ(2k)

2k
(5.6)

=
1

2k − 1
+ (−1)k · 22k−1π2k

(2k)!
· B2k

2k
. (5.7)

È interessante, a questo punto, notare che riuscire a calcolare i “momenti

pari” della Mappa di Gauss, rende automaticamente possibile calcolare i

valori della ζ per gli interi dispari positivi. Per dimostrare che tali valori

sono irrazionali, sarebbe sufficiente dimostrare che lo sono i “momenti pari”.

5.3.2 Ha senso estendere l’integrale a <s ≤ 1?

È ben noto che tutti gli interi pari negativi sono gli zeri banali della ζ,

cos̀ı come è ben noto che nel caso più generale degli interi negativi vale a

seguente formula:

ζ(−k) = −Bk+1

k + 1
, k ∈ N \ {0}.

Quindi, è abbastanza naturale pensare che abbia senso scrivere, per k intero

positivo, ∫ 1

0

TG(x)

xk
dx =

1

k

(
Bk

k − 1
− 1

)
. (5.8)

Di certo tale integrale non è assolutamente convergente, per di più, an-

dando a 0, sorge il problema non banale per cui

−1

2
= ζ(0) = 0 ·

∫ 1

0

TG(x)

x
dx.
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Dunque, prima di poter affermare che l’estensione ottenibile tramite la ζ da

(5.5) ha senso, bisogna trovare una qualche forma di convergenza per questi

integrali.

Ad esempio, si può provare a studiare la convergenza in media:∫ 1

0

TG(x)− 1
2

xz
dx =

+∞∑
n=1

∫ 1
n

1
n+1

1
x
− (n+ 1)− 1

2

xz
dx

=
+∞∑
n=1

(
nz − (n+ 1)z

−z
−
(
n+

3

2

)
nz−1 − (n+ 1)z−1

−z + 1

)

=
+∞∑
n=1

nz

(
1−

(
1 + 1

n

)z
−z

−
(

1 +
3

2n

)
1−

(
1 + 1

n

)z−1

−(z − 1)

)

ma sfortunatamente sembra non convergere per i valori della z che si stanno

considerando. Bisogna quindi cambiare approccio o tentare analisi asinto-

tiche differenti, cercando di dare un senso a tale estensione o dimostrando

definitivamente che non può essere considerata tale.

5.4 La derivata della ζ

Si può anche tentare, per ora solo con un calcolo formale, di studiare cosa

accade all’equazione (5.5) derivando rispetto alla s:

∂

∂s

∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx =
d

ds

(
1

s− 1
− ζ(s)

s

)
.

Osservando che

∂

∂s

∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx =

∫ 1

0

TG(x)
∂xs−1

∂s
dx

= (s− 1)

∫ 1

0

TG(x)xs−2 dx,

si ricava l’equazione∫ 1

0

TG(x)xs−2 dx = − 1

(s− 1)3
+

ζ(s)

s2(s− 1)
− ζ ′(s)

s(s− 1)
(5.9)
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che alla luce della (5.5) diventa∫ 1

0

TG(x)xs−2 dx = − 1

s(s− 1)

(
ζ ′(s) +

s

(s− 1)2
+

∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx

)
,

o, opportunamente riordinata,

ζ ′(s) = − s

(s− 1)2
− s(s− 1)

∫ 1

0

TG(x)xs−2 dx−
∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx (5.10)

che potrebbe essere interessante per calcolare i valori della derivata della ζ

almeno dove c’è la convergenza delle Trasformate di Mellin della Mappa di

Gauss e, se fossero validi il calcolo e l’estensione ipotizzata, anche per gli

altri valori.

Conoscendo i valori di ζ ′(s) per s ∈ Z+ dispari, s > 1, se si scrive s =

2k + 1 con k ≥ 1 si ricava che

ζ ′(2k + 1) = −2k + 1

4k2
− 2k(2k + 1)

∫ 1

0

TG(x)x2k−1 dx−
∫ 1

0

TG(x)x2k dx

= −16k4 + 8k3 + 8k2 − 2k − 1

4k2(2k − 1)
+ (−1)k+1(2k + 1)

22k−1π2k

(2k)!
B2k +

ζ(2k + 1)

2k + 1
,

che riscritta in una forma un pò più maneggevole mette in luce la stretta

relazione tra i valori della ζ per i dispari positivi e i valori della ζ ′ per i

dispari positivi:

ζ(2k + 1) = (2k + 1)ζ ′(2k + 1) + (−1)k(2k + 1)2 22k−1π2k

(2k)!
B2k+

+
(2k + 1)(16k4 + 8k3 + 8k2 − 2k − 1)

4k2(2k − 1)
.

(5.11)

Purtroppo, per quanto riguarda i valori per interi negativi accade che (se

m ∈ Z+)

ζ ′(−m) =
m3 + 2m2 + 2m+ 2

(m+ 1)(m+ 2)
−mBm+2

m+ 2
− 1

m

Bm+1

m+ 1

che è lontana da valori noti come

ζ ′(−2m) =
(−1)mζ(2m+ 1)(2m)!

22m+1π2m
,

per la precisione si ottengono cose come

37

20
= ζ ′(−2) = −ζ(3)

4π2

che è completamente errato!
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5.5 Trasformata di Mellin della Mappa di Gauss

e Operatore di Trasferimento

Nella teoria delle “funzioni iterate”, il comportamento di una mappa può

essere studiato per mezzo del cosiddetto Operatore di Trasferimento (o Ope-

ratore di Perron-Frobenius) della mappa (cfr. [Rue02]). Data una mappa

dell’intervallo unitario in se stesso, l’Operatore di Trasferimento descrive co-

me si comporta una distribuzione sull’intervallo sotto l’azione della mappa,

in paricolare si riesce ad estrarre un legame tra le proprietà frattali tipiche

dell’iterazione di certe funzioni e la descrizione analitica dello stesso processo.

Ci sono vari modi equivalenti di definire l’Operatore di Trasferimento,

ognuno con le sue peculiarità. Una semplice definizione può essere (cfr.

[Vep05])

LTφ(x) =

∫
δ(x− T (y))φ(y) dy (5.12)

dove T è la mappa che viene iterata, δ è la Delta di Dirac e φ è la densità su

cui agisce l’Operatore di Trasferimento LT . È evidente da questa definizione

che l’operatore mette in luce come viene mappata la densità dall’azione di

T .

Per gli scopi di questa sezione, tuttavia, è più utile un’altra definizione

(equivalente). Sia T : X → X una mappa da un insieme arbitrario X in se

stesso, sia φ : X → C una valutazione di tale insieme su C e Φ lo spazio di

tutte le valutazioni del tipo considerato. Allora l’Operatore di Trasferimento

LT è un funzionale lineare su Φ, LT : Φ→ Φ, tale che

LTφ(x) =
∑

y∈T−1(x)

φ(y). (5.13)

A volte è più conveniente studiare LT su un sottospazio denso di Φ piuttosto

che sul’intero spazio.

Per la Mappa di Gauss, l’Operatore di Trasferimento è meglio conosciuto

come l’operatore di Gauss-Kuzmin-Wirsin (GKW) (cfr. [Kin64], [May91]) e
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può essere rappresentato come

LTGφ(x) =
+∞∑
n=1

1

(n+ x)2
φ

(
1

n+ x

)
(5.14)

Esistono svariati studi specifici riguardo tale operatore (cfr. [Kin64],

[May91], [Wir74], [CM00]) ed una delle proprietà più interessanti che lo ri-

guardano è che può essere visto come una “sorta di cambiamento di variabile”

negli integrali della Mappa di Gauss. Considerando che

LTGxs−1 =
∑
k≥1

1

(x+ k)2

(
1

n+ x

)s−1

=
∑
k≥1

1

(x+ k)2−1+s

e che la funzione Zeta di Hurwitz è definita

ζH(s, x) =
∑
n≥0

1

(n+ x)s
, (5.15)

la Trasformata di Mellin della Mappa di Gauss considerata fino a questo

momento diventa∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx =

∫ 1

0

xLTGxs−1 dx

=

∫ 1

0

x
∑
k≥0

1

((k + 1) + x)s+1
dx

e cioè ∫ 1

0

TG(x)xs−1 dx =

∫ 1

0

x ζH(s+ 1, x+ 1) dx (5.16)

In altre parole, le relazioni (5.4), (5.10) trovate in precedenza possono

essere riscritte in funzione della Zeta di Hurwitz e della Zeta di Riemann:

ζ(s) =
s

s− 1
− s

∫ 1

0

x ζH(s+ 1, x+ 1) dx,

ζ ′(s) = − s

(s− 1)2
− s(s− 1)

∫ 1

0

x ζH(s, x+ 1) dx−
∫ 1

0

x ζH(s+ 1, x+ 1) dx

?
= − s

(s− 1)2
− s(s− 1)

∫ 1

0

x

(
ζH(s, x+ 1) +

ζH(s+ 1, x+ 1)

s(s− 1)

)
dx.
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Recuperando i calcoli fatti in precedenza, dunque, è stato ricavato un

modo per calcolare una “sorta di momento primo” della ζH almeno per al-

cuni valori della s. Un ulteriore studio di queste relazioni ed in particolare

dell’integrale in (5.16) potrebbero permettere di indagare ulteriormente sia

le Trasformate di Mellin della Mappa di Gauss sia la Zeta di Hurwitz.

5.6 Rappresentazione differenziale per la ζ

Combinando le equazoni (5.5) e (5.10) si arriva vicino ad una rappresen-

tazione differenziale della ζ, infatti

ζ ′(s) =
ζ(s)

s
+ sζ(s− 1)− sP (s) (5.17)

= s

(
ζ(s)

s2
− ζ(s− 1)− P (s)

)
, (5.18)

dove

P (s) =
s− 1

s− 2
+

1

(s− 1)2
=

(s− 1)3 + s− 2

(s− 2)(s− 1)2
.

Il problema deriva dal termine ζ(s − 1), per trasformarlo in ζ(s) potrebbe

essere una strada percorribile l’applicazione della Trasformata di Legendre.

D’altro canto, tale equazione potrebbe fornire una via di studio per la

derivata della ζ lontano da <s = 1 e magari anche per valori più interessanti

vicini ad aree più “delicate”.

Questo studio, seppure molto azzardato ed ancora embrionale, promette

di mostrare nuovi legami interessanti tra trasformate e mappe particolari. Le

idee da sviluppare e formalizzare bene sono ancora molte, ma come lo studio

dell’operatore di Laplace sulla superficie modulare, si tratta di un buon punto

di partenza per lavori futuri.
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soprattutto merito vostro! Siete incredibili!
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