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La matematica è l’arte di dare lo stesso nome a cose diverse.

− Henri Poincaré
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Capitolo 1

Cenni preliminari sulle azioni di

gruppo

Per cominciare è necessario riprendere alcuni concetti sulle azioni continue

di gruppo. Gli spazi (localmente) compatti saranno considerati di Hausdorff.

Si userà la notazione [x] per indicare la classe di equivalenza contenente x.

Un gruppo G su cui è definita una topologia è un gruppo topologico se le

mappe

(g, g′) 7→ gg′ : G×G→ G, g 7→ g−1 : G→ G

sono continue.

Due elementi g1, g2 ∈ G gruppo, si dicono coniugati se ∃ h ∈ G tale che

g2 = hg1h
−1. Si può osservare facilmente che la coniugazione è una relazione

di equivalenza.

Siano G un gruppo topologico ed X uno spazio topologico. Un’azione di
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G su X,

(g, x) 7→ gx : G×X → X

è continua se la sua mappa è continua. Allora, ∀g ∈ G, x 7→ gx : X → X

è un omeomorfismo (con inversa x 7→ g−1x); l’insieme Gx = {gx : g ∈ G}
delle immagini di una x ∈ X si chiama orbita dell’azione.

Lo stabilizzatore di x ∈ X (o gruppo di isotropia di x) è l’insieme

Stab(x) = {g ∈ G : gx = x}.

Se X è di Hausdorff, allora Stab(x) è chiuso 1.

Si può notare anche l’esistenza della biiezione

G/Stab(x) → Gx, g · Stab(x) 7→ gx;

in particolare, quando G agisce transitivamente2 su X, questa diventa

G/Stab(x) → X.

G \ X è l’insieme delle orbite dell’azione3 di G su X, G \ X è dotato

naturalmente della topologia quoziente: se p denota la mappa x 7→ Gx :

X → G \X, allora U ⊂ G \X è aperto se e solo se p−1(U) è aperto in G. Si

noti che p : X → G \X è sia continua che aperta infatti:

• é continua per definizione avendo dato a G \X la più sottile topologia

per cui p è una mappa continua;

• sia U un sottoinsieme aperto di X, dobbiamo mostrare che p(U) è

aperto; ma p−1(p(U)) = ∪g∈G gU che è chiaramente aperto.

1In quanto controimmagine di x rispetto alla funzione g 7→ gx : G → X .
2Dunque esiste una sola orbita, infatti l’azione di un gruppo topologico G su uno spazio

topologico X si dice transitiva se ∀x1, x2 ∈ X, ∃g ∈ G tale che x1 = gx2.
3Ossia l’insieme delle classi di equivalenza [x] = Gx.
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Sia H un sottogruppo di G. H agisce su G a destra e a sinistra e G/H e

H \G sono gli spazi dei laterali destri e sinistri.

Lemma 1.1 Lo spazio G/H è di Hausdorff se e solo se H è chiuso in G.

Dim. Si chiami p la mappa G→ G/H , g 7→ gH . Se G/H è di Hausdorff, il

punto eH in G/H è un chiuso dunque H = p−1(eH) è un chiuso (e=identità

in G).

Viceversa, sia H un sottogruppo chiuso e siano aH, bH ∈ G/H due elementi

distinti. Poiché G è un gruppo topologico, la mappa

f : G×G→ G, (g, g′) 7→ g−1g′,

è continua, quindi f−1(H) è chiuso. aH 6= bH dunque (a, b) /∈ f−1(H) (al-

trimenti a, b ∈ H e aH = bH), allora c’è un intorno aperto di (a, b), che

possiamo prendere della forma U × V , disgiunto da f−1(H). Per quanto os-

servato, le immagini di U e V in G/H sono intorni aperti disgiunti di aH e

bH .

. �

Se G agisce transitivamente su X, c’è una biiezione

G/Stab(x) → X ∀x ∈ X.

Con qualche ipotesi in più si può avere un omeomorfismo.

Teorema 1.2 Si supponga che G agisca transitivamente e con continuità

su X. Se G ed X sono localmente compatti e di Hausdorff e G ammette una

base numerabile per la topologia, allora la mappa

[g] 7→ gx : G/Stab(x) → X

è un omeomorfismo.

7



Dim. È già noto che l’applicazione è una biiezione. Dalla definizione è ovvio

che sia continua, resta da dimostrare che è aperta.

Sia U un sottoinsieme aperto di G e sia g ∈ U , si deve mostrare che gx è

un punto interno di Ux.

Si consideri la mappa G×G→ G, (h, h′) 7→ ghh′. Tale mappa è continua

e manda (e, e) in U , quindi c’è un intorno V di e, che si può considerare

compatto (non necessariamente aperto), tale che V × V sia mappato in U ;

quindi gV 2 ⊂ U . Dopo aver rimpiazzato V con V ∩ V −1, si può assumere

V −1 = V . (Si intende V −1 = {h−1 : h ∈ V }; V 2 = {hh′ : h, h′ ∈ V }).
Se e ∈ V , G = ∪g∈G gV . Ogni gV è l’unione di aperti della base numerabile,

si prendano un numero sufficiente di g per fare in modo che ogni insieme

della base sia contenuto in almeno un gV . A questo punto c’è un insieme

numerabile di elementi g1, g2, · · · ∈ G tali che G = ∪ gnV .

Essendo gli gnV compatti, la loro immagine gnV x in X è compatta, ma

poiché X è di Hausdorff, gnV x è anche chiusa.

Il lemma seguente mostra che almeno uno degli gnV x ha un punto interno.

Ma y 7→ gny : X → X è un omeomorfismo che manda V x in gnV x, quindi

V x ha un punto interno, cioè ∃ un punto hx ∈ V x ed un sottoinsieme aperto

W di X tali che x ∈W ⊂ V x. Dunque basta osservare che

gx = gh−1 · hx ∈ gh−1W ⊂ gV 2x ⊂ Ux

per dimostrare che gx è un punto interno di Ux.

. �

Lemma 1.3 Sia X uno spazio non vuoto e localmente compatto (e di Hau-

sdorff) tale che X = ∪ Vn dove (Vn) è una famiglia numerabile di sottoinsiemi

chiusi. Allora almeno uno degli Vn ha un punto interno.

8



Dim. Le ipotesi implicano che X sia regolare: i punti di X sono chiusi e per

ogni punto x non contenuto in un insieme chiuso A, ci sono in X due aperti

disgiunti U e V che contengono x ed A rispettivamente.

Si supponga per assurdo che nessun Vn abbia un punto interno. Sia U1

un sottoinsieme aperto non vuoto di X che abbia chiusura Ū1 compatta.

Poiché V1 non ha punti interni, U1 non può essere contenuto in V1; inoltre,

poiché U1 è regolare, c’è un sottoinsieme aperto non vuoto U2 ⊂ U1 tale

che Ū2 ⊂ U1 − V1. Procedendo in questo modo si ottiene una successione

di sottoinsiemi aperti non vuoti U3, U4, . . . tali che Ūn+1 ⊂ Un − Vn. Gli Un

sono una successione di compatti non vuoti, per cui ∩ Ūn 6= ∅ che contraddice

X = ∪Vn.
. �
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Capitolo 2

Il flusso geodetico su H

Si indicherà con H il semipiano superiore di Poincaré

H = {z ∈ C : z = x+ iy, y > 0}

dotato della metrica iperbolica

ds2 =
2
∑

i,j=1

gij dxidxj =
dx2 + dy2

y2
=

dzdz̄

(ℑz)2
con [gij] =





1
y2

0

0 1
y2





(2.1)

2.1 L’azione di SL2(R) su H

Su H si può far agire il gruppo

SL2(R) =







α =





a b

c d



 : a, b, c, d ∈ R, detg = 1







come segue:

Θ : SL2(R)×H → R, (α, z) 7→ Θ(α, z) = α(z) =
az + b

cz + d
, α =





a b

c d



 .

(2.2)
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Lemma 2.1 L’applicazione (2.2) è effettivamente un’azione di gruppo.

Dim. Innanzitutto c’è da dimostrare che z ∈ H =⇒ α(z) ∈ H.

ℑ(αz) = ℑ
(

az + b

cz + d

)

= ℑ
(

(az + b)(cz̄ + d)

|cz + d|2
)

=
ℑ(adz + bcz̄)

|cz + d|2 =
ℑ(z)

|cz + d|2
infatti (az + b)(cz̄ + d) = ac|z| + bd + adz + bcz̄ e ac|z| + bd ∈ R, inoltre

ℑ(adz+ bcz̄) = (ad− bc) · ℑ(z) = det(α) · ℑ(z) = ℑ(z). Dunque se ℑ(z) > 0,

di certo anche

ℑ(αz) =
ℑ(z)

|cz + d|2 > 0, (2.3)

per cui ℑ(αz) ∈ H.

Per essere effettivamente un’azione di gruppo deve anche accadere che

Θ(α2,Θ(α1, z)) = Θ(α2α1, z). Siano

α1 =





a1 b1

c1 d1



 e α2 =





a2 b2

c2 d2





si ha che

Θ(α2α1, z) =





a2a1 + b2c1 a2b1 + b2d1

c2a1 + d2c1 c2b1 + d2d1



 (z) =

=
(a2a1 + b2c1)z + a2b1 + b2d1

(c2a1 + d2c1)z + c2b1 + d2d1

=

=
a2(a1z + b1) + b2(c1z + d1)

c2(a1z + b1) + d2(c1z + d1)
=

=
a2

(

a1z+b1
c1z+d1

)

+ b2

c2

(

a1z+b1
c1z+d1

)

+ d2

= Θ(α2,Θ(α1, z)).

. �
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Teorema 2.2 Ogni α ∈ SL2(R) agisce su H come un’isometria.

Dim. Si deve dimostrare che il ds2 si conserva.

dw =
a(cz + d) − c(az + b)

(cz + d)2
dz =

dz

(cz + d)2
, (2.4)

per l’equazione (2.3) e per la (2.1) si ha che

dw dw̄

(ℑ(w))2
=

dz dz̄

(ℑ(z))2
· |cz + d|4
(cz + d)2(cz̄ + d)2

=
dz dz̄

(ℑ(z))2
= ds2 (2.5)

. �

Teorema 2.3 (i) Il gruppo SL2(R) agisce transitivamente su H, cioè

∀z, z′ ∈ H, ∃α ∈ SL2(R) tale che αz = z′.

(ii) L’azione di SL2(R) su H induce un isomorfismo

PSL2(R) = SL2(R)/{±I} → Aut(H)

(iii) Lo stabilizzatore di i è SO2(R).

(iv) La mappa

SL2(R)/SO2(R) → H, α · SO2(R) 7→ α(i)

è un omeomorfismo.

Dim. (i) Sia z ∈ H, è sufficiente mostrare che esiste α ∈ SL2(R) tale

che α(i) = z, infatti se z′ fosse un secondo punto, α′(i) = z′ per qualche

α′ ∈ SL2(R) e dunque α′α−1(z) = z′.

Sia dunque z = x+ iy; allora α =
√
y−1





y x

0 1



 ∈ SL2(R) e α(i) = z.
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(ii) C’è da chiedersi quando





a b

c d



 z = z ∀z ∈ H. Sviluppando il

calcolo si ottiene cz2 + (d − a)z − b = 0, poiché questo deve essere vero

∀z ∈ H, il polinomio deve avere tutti i coefficienti nulli dunque c = 0, d = a

e b = 0. Dunque





a b

c d



 =





a 0

0 a



 che ha determinante 1 se e solo

se a = ±1. Questo vuol dire che gli unici elementi di SL2(R) che agiscono

banalmente (come l’identità) su H sono ±I.
Sia ora γ un automorfismo su H. Dalla (i) si sa che esiste α ∈ SL2(R)

tale che α(i) = γ(i). Sostituendo γ con α−1 ◦γ, si può assumere che γ(i) = i.

Si consideri ora la mappa ρ : H → D disco aperto unitario in C, tale che

z 7→ z−i
z+i

. Tale mappa è il famoso isomorfismo tra H e il disco aperto unitario

D che mappa i nello 0. Si usi ρ per trasformare γ in un automorfismo γ′ di

D che fissi lo 0.

Lemma 2.4 Gli automorfismi del cerchio unitario D che fissano

lo 0 sono le mappe della forma z 7→ λz, |λ| = 1.

Dim. È una conseguenza del Lemma di Schwarz (cfr. [NP69,

p.143]) che dice che

Lemma 2.5 (Schwarz) Sia f(z) una funzione olo-

morfa nel disco |z| < 1. Si supponga che

f(0) = 0, |f(z)| < 1 per |z| < 1.

Allora

(a) |f(z)| 6 |z| per |z| < 1;

(b) se |f(z0)| = |z0| per qualche z0 6= 0, allora ∃ λ tale

che f(z) = λz (e |λ| = 1).

13



Sia γ un automorfismo di D che fissi lo 0. Applicando la (a) a γ

e γ−1 si ottiene |γ(z)| = |z| ∀z ∈ D, quindi si può applicare (b)

per mostrare che la f è della forma richiesta.

. �

(iii) Si ha che

ai+ b

ci+ d
= i⇐⇒ ai+ b = −c+ di⇐⇒ a = d, b = −c

allora la matrice è della forma





a −b
b a



 con a2 + b2 = 1, da cui l’appar-

tenenza ad SO2(R).

(iv) È una conseguenza diretta del Teorema 1.2. Si ricordi che SL2(R) è

un gruppo ma anche uno spazio topologico.

. �

2.2 La curvatura di Gauss di H

Sia g = det([gij]) in cui [gij ] è la prima forma fondamentale definita nella

formula (2.1). È noto dalla geometria differenziale (cfr. [Sera, Ser94]) che la

curvatura di una superficie può essere calcolata con la seguente formula:

K = −1

g

2
∑

m=1

(

∂Γm12
∂x

g2m − ∂Γm11
∂y

+ Γm12Γ1m2 − Γm12Γ2m2

)

(2.6)

in cui le Γkij rappresentano i simboli di Christoffel.

Per completezza Γkij =
∑

l g
klΓijk dove [gij] = [gij]

−1 = [ (−1)i+j

g
gîĵ ] (k̂ = 1 se

k = 2 e viceversa) e Γijk = 1
2

(

∂gjk

∂xi
+ ∂gki

∂xj
− ∂gij

∂xk

)

.
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Bastano pochi semplici calcoli per osservare che [gij] =





y2 0

0 y2



 e

g = 1
y4

, per cui, sostituendo nelle espressioni, si ha:

∂g11

∂x
= 0,

∂g12

∂x
= 0,

∂g21

∂x
= 0,

∂g22

∂x
= 0 (2.7)

∂g11

∂y
= − 2

y3
,

∂g12

∂y
= 0,

∂g21

∂y
= 0,

∂g22

∂y
= − 2

y3
, (2.8)

di conseguenza

Γ111 = Γ122 = Γ221 = 0 (2.9)

Γ112 = Γ212 =
1

y3
(2.10)

Γ222 = Γ121 = Γ211 = − 1

y3
(2.11)

e

Γ1
11 = Γ2

12 = Γ1
22 = 0 (2.12)

Γ2
11 = Γ1

12 =
1

y
(2.13)

Γ2
22 = −1

y
. (2.14)

A questo punto basta sostituire i valori adeguati nella formula (2.6) per

ottenere K = −1 costante.

2.3 Alcune proprietà di H

Si è potuto osservare con il Teorema 2.3 che

∀z1, z2 ∈ H, ∃α : H → H isometria t.c. α(z1) = z2,

cioè che H è una superficie omogenea.

L’omogeneità è una proprietà difficile da trovare ed è legata ad una se-

rie di importanti conseguenze sulla geometria intrinseca della superficie e in
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qualche modo sulla sua struttura topologica.

Una superficie S è detta geodeticamente completa se ogni sua geodetica

può essere prolungata ad una geodetica γ : R → S definita su tutto R.

Dalla geometria differenziale (cfr. [Sera, Ber02, CCL99]) si sa che:

Teorema 2.6 Una superficie omogenea è sempre geodeticamente completa.

Teorema 2.7 (Hopf-Rinow) Una superficie è geodeticamente completa

se e solo se è uno spazio metrico completo.

Quindi H è uno spazio metrico completo ed è geodeticamente completo!

Ma non solo:

Teorema 2.8 Una superficie è a curvatura1 costante se e solo se è (local-

mente) omogenea.

Dunque basta l’omogeneità della superficie per dire che K è costante.

Questo, insieme a qualche altro risultato, permette di calcolare K in un

modo alternativo... ma serve ancora una piccola premessa.

2.4 Calcolo dell’area di un triangolo iperbolico

asintotico.

Si calcolerà l’area di un generico triangolo iperbolico asintotico perché la

formula ricavata si rivelerà utile anche nel prossimo capitolo.

Il triangolo iperbolico asintotico è un triangolo geodetico che ha per lati

due geodetiche verticali2 che partono da due vertici p e q e la geodetica che

li unisce (Figura 2.1).

1Si intende curvatura di Gauss.
2Il terzo vertice è un punto all’infinito, per questo si chiama triangolo asintotico.

16



ℜ(z)

ℑ(z)

φρ

θ

x0

Figura 2.1: Generico triangolo iperbolico asintotico

Siano p = (x0 + ρ cos θ, ρ sin θ) e q = (x0 + ρ cosφ, ρ sinφ) due punti sul

semicerchio di centro (x0, 0) e raggio ρ con 0 ≤ θ < φ ≤ π. Si consideri la

regione T del piano iperbolico definita da

T = {(x, y) : x0 + ρ cosφ ≤ x ≤ x0 + ρ cos θ, y ≥
√

ρ2 − (x− x0)2}

cioè la regione di piano iperbolico compresa tra il segmento geodetico pas-

sante per p e q e le due semirette verticali uscenti da p e q.

Il differenziale d’area di H è

dA =
√
g dx dy =

dx dy

y2

17



quindi

A(T ) =

∫ x0+ρ cos θ

x0+ρ cos φ

∫ +∞

√
ρ2−(x−x0)2

dx dy

y2
=

∫ x0+ρ cos θ

x0+ρ cosφ

{

∫ +∞

√
ρ2−(x−x0)2

dy

y2

}

dx =

=

∫ x0+ρ cos θ

x0+ρ cos φ

[

−1

y

]+∞

√
ρ2−(x−x0)2

dx =

∫ x0+ρ cos θ

x0+ρ cos φ

dx
√

ρ2 − (x− x0)2

ponendo x = x0 + ρ cos t, dx = −ρ sin t dt e l’ultimo integrale diventa

∫ x0+ρ cos θ

x0+ρ cos φ

dx
√

ρ2 − (x− x0)2
=

∫ θ

φ

−ρ sin t

ρ sin t
dt = −

∫ θ

φ

dt = φ− θ.

Ricapitolando si è mostrato che l’area di un triangolo iperbolico asintotico

T di vertici p = (x0 + ρ cos θ, ρ sin θ), q = (x0 + ρ cosφ, ρ sinφ) e ∞ si calcola

A(T ) = φ− θ. (2.15)

2.5 Un modo alternativo di calcolare la curva-

tura di H

Un importante risultato globale della teoria delle superfici (cfr. [Sera, Ber02,

CCL99, Ser94]) è il seguente:

Teorema 2.9 (Formula di Gauss-Bonnet) Se T è un triangolo geode-

tico su una superficie S di angoli interni α, β e γ, allora

∫∫

T

KdA = (α + β + γ) − π.

Si consideri il triangolo iperbolico asintotico con q = (0, 0) e p = (1, 0)

(Figura 3.1). Nella costruzione della sezione precedente si ponga x0 = 1
2

e

ρ = 1
2
. Banalmente si ha θ = 0 e φ = π.
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L’angolo tra due curve incidenti in un punto è l’angolo tra i vettori tan-

genti alle curve in quel punto; si può verificare che in p, q ed ∞ le curve sono

tangenti, per cui α, β e γ sono nulli3.

1 ℜ(z)

ℑ(z)

0 1
2

Figura 2.2: Triangolo iperbolico asintotico con vertici in 0, 1 e ∞

Inoltre, con il Teorema 2.8 si è stabilito che K deve essere costante, per

cui si ha:

K

∫∫

T

dA+ π = 0

ma
∫∫

T

dA = φ− θ = π ⇒ Kπ + π = 0 ⇒ K = −1,

3La cosa non deve stupire, in geometria iperbolica la somma degli angoli interni di un

triangolo è sempre minore di π, il fatto che sia nulla non è affatto un problema.
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esattamente come ci si aspettava.

2.6 Geodetiche di H

Sia γ(t) = (x1(t), x2(t)) una curva di estremi a e b in H. Un altro importante

risultato della geometria differenziale (cfr. [Sera, Ber02, CCL99, Ser94]) è

la possibilità di trovare le geodetiche come soluzioni di sistemi di equazioni

differenziali.

Ci sono due modi per trovare le geodetiche. Siano







x1(0) = x0, x′1(0) = vx

x2(0) = y0, x′2(0) = vy
le condizioni iniziali:

• si sfrutta la funzione L(x1, x2, dx1, dx2) = L(γ(t), γ′(t)) = 1
2
ds2 e si

risolve il sistema






∂L
∂x1

− d
dt

∂L
∂x′1

= 0

∂L
∂x2

− d
dt

∂L
∂x′2

= 0
(2.16)

• equivalentemente, considerata γ come sopra e considerate le stesse

condizioni iniziali, si può sfruttare il seguente sistema di equazioni

differenziali






d2x1

dt
= −∑2

i,j=1 Γ1
ij

dxi

dt

dxj

dt

d2x2

dt
= −∑2

i,j=1 Γ2
ij

dxi

dt

dxj

dt

(2.17)

.

Considerando il secondo sistema si avrebbe






x′′(t) = −
(

− 2
y(t)

x′(t)y′(t)
)

y′′(t) = −
(

1
y(t)

(x′(t))2 − 1
y(t)

(y′(t))2
) (2.18)

ponendo x0 = 0, vx = 0, y0 = 1, vy = 1, si ottiene






x′′(t) = 0

y′′(t) = (y′(t))2

y(t)

(2.19)
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da cui

γ(t) =







x(t) = 0

y(t) = et
= (0, et) (2.20)

Se si considera l’isometria su H rappresentata da α =





1 k

0 1



 ∈

SL2(R) è banale osservare che si può traslare la geodetica γ appena cal-

colata in modo che x0 sia un qualsiasi punto dell’asse reale, ottenendo in

questo modo una classe di geodetiche identificabile con tutte le semirette

verticali che partono dall’asse reale.

Allo stesso modo si può osservare che ∀α ∈ SL2(R), αγ è una geodetica

di H.

Si consideri ora

α =





1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2



 ∈ SL2(R) (2.21)

e si calcoli αγ, si otterrà

αγ =
1

e2t + 1
((e2t − 1) + 2iet). (2.22)

A questo punto, può essere interessante calcolare ‖αγ(t)‖:

x(t) =
e2t − 1

e2t + 1
⇒ dx =

4e2t

(e2t + 1)2

y(t) =
2et

e2t + 1
⇒ dy = 2et

1 − e2t

(e2t + 1)2

‖αγ(t)‖2 =
(e2t + 1)2

4e2t
· 16e4t + 4e2t(1 − e2t)2

(e2t + 1)4
=

=
4e2t + (1 − e2t)2

(e2t + 1)2
=

(e2t + 1)2

(e2t + 1)2
= 1
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questo vuol dire che la curva così ottenuta è una circonferenza, anzi, con-

siderate le caratteristiche dell’applicazione di SL2(R), deve necessariamente

essere una semicirconferenza di raggio unitario in H. In effetti, se si calcolano

i limiti per t che tende a ±∞ si può osservare che la semicirconferenza va da

−1 ad 1 ed è centrata in 0.

Come si è già osservato4, l’applicazione di un qualche isomorfismo lascia

invariata la natura della curva. Nel prossimo capitolo si osserverà come tra-

slazioni, dilatazioni e rotazioni facciano parte delle isometrie di H rappresen-

tabili con matrici in SL2(R), questo vuol dire che tutte le semicirconferenze

centrate sul’asse reale e con estremi sull’asse reale sono geodetiche.

Ma per ogni punto z = (x, y) ∈ H e per ogni direzione non verticale v,

esiste sempre una semicirconferenza centrata in un qualche punto z0 = (x0, 0)

passante per z ed avente per tangente nel punto la direzione assegnata5. È

noto dalla geometria differenziale che per un punto ed una direzione assegnata

passa una ed una sola geodetica, per cui le due classi di curve descritte fino

a questo punto sono tutte e sole le geodetiche di H con la metrica iperbolica

(2.1).

4ma non è difficile da provare
5Per trovare il centro basta considerare la perpendicolare al vettore tangente passante

per il punto e la sua intersezione con l’asse reale. La distanza del punto con il centro

è il raggio. Si prende αγ calcolata in precedenza e la si dilata per raggiungere il raggio

calcolato, dopodiché la si trasla. La geodetica così trovata è una pregeodetica che passa

per il punto con tangente parallela a quella data, si applica una dilatazione opportuna al

parametro t e si ottiene la geodetica cercata.
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Capitolo 3

La superficie modulare

3.1 Quozienti di H

Sia X uno spazio topologico su cui agisce un qualche gruppo Γ. Se Γ\X è

di Hausdorff allora le orbite sono chiuse, purtroppo il viceversa non è sempre

vero.

Si dice che l’azione di Γ è discontinua se ∀x ∈ X e ∀(γi) successione di

elementi distinti in Γ, l’insieme {γix} non ha punti di accumulazione; mentre

si definisce propriamente discontinua l’azione tale che ∀x, y ∈ X, ∃Ux, Uy
intorni di x ed y tali per cui l’insieme {γ ∈ Γ : γUx ∩ Uy 6= ∅} è finito.

Sia Γ un gruppo topologico. Un sottogruppo Γ0 di Γ si dice discreto se

ogni punto di Γ0 è isolato (nella relativa topologia in Γ0). In particolare,

questo significa che se g1, g2, . . . sono elementi di Γ0 che convergono ad

un qualche γ in Γ, allora gn = γ per ogni n sufficientemente grande (infatti

gn+1g
−1
n ∈ Γ0 in quanto sottogruppo e tale successione converge all’identità

I che è un elemento isolato di Γ0).

Un sottogruppo discreto di SL2(R) viene chiamato gruppo Fuchsiano in

quanto gruppo di trasformazioni di Möbius che agisce con discontinuità
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su H. Per la precisione, il sottogruppo discreto SL2(Z) ⊂ SL2(R) viene

chiamato gruppo modulare completo; un sottogruppo Γ ⊂ SL2(Z) di indice

finito ([SL2(Z) : Γ] < ∞) è chiamato gruppo modulare. Se −I ∈ Γ, quando

agisce sullo spazio iperbolico H identifichiamo i gruppi Γ e PΓ = Γ/{±I}.
Lo spazio delle orbite Γ\H del gruppo modulare Γ è chiamato superficie

modulare, in tale spazio h1, h2 ∈ H sono identificate come segue:

h1 ∼ h2 ⇔ h2 = gh1

per qualche g ∈ Γ.

Lemma 3.1 Tali superfici modulari non sono compatte ma hanno area iper-

bolica finita.

Dim. Banalmente, H non è un compatto, poiché si conosce dalla topologia

che la compattezza si conserva per quozienti (cfr. [Pie]), Γ\H non può essere

un compatto.

Per calcolare l’area di Γ\H si deve trovare il suo dominio fondamentale

in H. Si potrà effettuare il calcolo alla fine del capitolo.

. �

Teorema 3.2 Sia G un gruppo localmente compatto che agisce su uno spa-

zio topologico X tale che preso un qualunque punto x0 ∈ X, lo stabilizzatore

K di x0 in G sia un compatto e l’applicazione gK 7→ gx0 : G/K → X sia un

omeomorfismo.

Allora le seguenti condizioni su un sottogruppo Γ di G sono equivalenti:

(a) l’azione di Γ su X è discontinua;

(b) l’azione di Γ su X è propriamente discontinua;
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(c) ∀A,B ⊂ X compatti, l’insieme {γ ∈ Γ : γA ∩ B 6= ∅} è finito;

(d) Γ è un sottogruppo discreto di G.

Dim. Le implicazioni (c) ⇒ (b) ⇒ (a) e (d) ⇒ (a) sono banali.

L’implicazione (b) ⇒ (c) è semplice da verificare.

(c) ⇒ (d): sia V un intorno di 1G che abbia chiusura V̄ compatta. ∀x ∈
X, Γ ∩ V ⊂ {γ ∈ Γ : γx ∈ V̄ · x} che è finito perché sia {x} che V̄ ·X sono

compatti. Dunque Γ ∩ V è discreto, quindi e = 1G è un punto isolato di Γ.

(d) ⇒ (c): sia p la mappa g 7→ gx0 : G → X. Sia A ⊂ X compatto. Si

vuole mostrare che p−1(A) è compatto.

Si scriva G = ∪ Vi dove gli insiemi Vi sono aperti con chiusura V̄i com-

patta. Allora A ⊂ ∪ p(Vi), ed inoltre è necessario soltanto un numero finito

di p(Vi) per ricoprire A. Dunque p−1(A) ⊂ (∪ ViK) ⊂ (∪ V̄iK) (unione fini-

ta) ed ogni V̄iK è compatto (in quanto immagine di V̄i ×K sotto la mappa

moltiplicativa G×G→ G). In altre parole p−1(A) è un sottoinsieme chiuso

di un compatto, per cui è compatto. Allo stesso modo si può verificare che

p−1(B) è compatto.

Si supponga ora che γA ∩ B 6= ∅ e γ ∈ Γ. Allora γ(p−1(A)) ∩ p−1(B) 6= ∅
quindi γ ∈ Γ∩ p−1(B) · (p−1(A))−1. Ma quest’ultimo insieme è l’intersezione

di un insieme discreto con uno compatto, per cui è finito.

. �

Con il prossimo teorema si riesce a rendere più precisa la proposizione

(c).

Teorema 3.3 Siano G, K, X come nel Teorema 3.2, e sia Γ un sottogrup-

po discreto di G.

(a) ∀x ∈ X, {g ∈ Γ : gx = x} è finito;
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(b) ∀x ∈ X, esiste un intorno U di x con la seguente proprietà: se γ ∈ Γ

ed U ∩ γU 6= ∅, allora γx = x;

(c) ∀x, y ∈ X che non sono nella stessa Γ-orbita, esistono un intorno U di

x ed un intorno V di y tali che γU ∩ V = ∅ ∀γ ∈ Γ.

Dim. (a) Si è visto nella dimostrazione del Teorema 3.2 che p−1(compatto)

è compatta, dove p(g) = gx. Quindi p−1(x) è compatto. L’insieme che ci

interessa è p−1(x) ∩ Γ che, in quanto intersezione di un insieme discreto e di

uno compatto, è un insieme finito.

(b) Sia V un intorno compatto di x. Per il punto (c) del Teorema 3.2, c’è

un insieme finito {γ1, . . . , γn} di elementi di Γ tali che V ∩ γiV 6= ∅. Siano

γ1, . . . , γs quei γi che fissano x. ∀i > s, si scelgano due intorni disgiunti Vi di

x e Wi di γix e si ponga

U = V ∪ (∩i>sVi ∩ γ−1
i Wi)

Per i > s, γi(U) ⊂Wi che è disgiunto da Vi che contiene U .

(c) Si scelgano due intorni compatti A di x e B di y e siano γ1, . . . , γn gli

elementi di Γ tali che γiA ∩ B 6= ∅. Per ipotesi γix 6= y, quindi si possono

considerare due intorni disgiunti Ui e Vi rispettivamente di γix e y. Si pren-

dano U = A ∩ γ−1
1 U1 ∩ · · · ∩ γ−1

n Un, V = B ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vn.
. �

Corollario 3.4 Sotto le ipotesi del Teorema 3.3, lo spazio Γ\X è di

Hausdorff.

Dim. Siano x ed y due punti di X che non appartengono alla stessa Γ-

orbita, si scelgano due intorni U e V come nel Teorema 3.3(c). Allora le
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immagini di U e V in Γ\X sono intorni disgiunti di Γx e di Γy.

. �

3.2 Isometrie nel semipiano iperbolico

Gli elementi di Aut(H) sono isometrie del semipiano di Poincaré provvi-

sto della metrica iperbolica, si vuole dimostrare che sono essenzialmente le

uniche.

Teorema 3.5 Ogni isometria di H con la metrica iperbolica è della forma

z 7→ g(z), z 7→ g(−z̄) per qualche g in Aut(H).

Dim. Sia h un’isometria di H. Di certo ∃g1 ∈ Aut(H) tale che g1(h(i)) = i,

dunque, se h1 = g1h, h1 è un’isometria che fissa i. Sia d(·, ·) la distanza

iperbolica su H:

d(i, 2i) = d(h1(i), h1(2i)) = d(i, h1(2i))

dunque |h1(2i)− i| = |2i− i| = |i| = 1. Sia g2 una rotazione attorno ad i che

mappa h1(2i) in 2i. Se h2 = g2h1, allora h2 fissa sia i che 2i. Considerando

che h2 è un’isometria è facile rendersi conto che debba fissare tutti i punti

dell’asse immaginario ℑ(z) > 0. Dunque ∀z ∈ H, h2(z) deve essere necessa-

riamente z o −z̄. Inoltre, per lo stesso motivo, h2 deve lasciare invariati (o

scambiare) i semipiani di H destro e sinistro, quindi o ∀z, h2(z) = z oppure

∀z, h2(z) = −z̄.
. �
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Come già visto, Aut(H) è isomorfo a PSL2(R) dunque gli elementi di

PSL2(R) sono in relazione biunivoca con le isometrie di H.

Teorema 3.6 Sia C∞ = R ∪ {∞} il cosiddetto cerchio all’infinito per H.

Sia g ∈ SL2(R), g 6= ±I. Allora

(1) g ha un unico punto fisso in C∞, oppure

(2) g ha due punti fissi entrambi in C∞, oppure

(3) g ha un punto fisso in H e nessuno in C∞.

Dim. Sia g ∈ SL2(R), i punti fissi di g sono le due soluzioni (che possono

anche includere ∞) di g(z) = z. È evidente che g(z) = az+b
cz+d

fissi ∞ se e solo

se c = 0 ed in tal caso g ha al più un altro punto fisso. Poiché i punti fissi

di g in C sono gli zeri di un polinomio di secondo grado a coefficienti reali

(cz2 + (d − a)z − b = 0), può accadere soltanto che siano su R o che siano

complessi coniugati, in tal caso solo uno dei due apparterrebbe ad H.

. �

Se si generalizza ancora e si considerano due matrici α, β ∈ SL2(C),

eguagliando le trasformazioni associate α(·), β(·) si può notare come l’ugua-

glianza si verifichi se e solo se α = ±β. Si può quindi definire una funzione

τ : SL2(C) → C come segue:

τ(α) = [Traccia(α)]2 = [Traccia(−α)]2.

Si noti che matrici coniugate mappano trasformazioni coniugate, per

l’invarianza della traccia rispetto alla coniugazione, si ha che

τ(hαh−1) = τ(α).

28



Dunque τ(f) = τ(g) è una condizione necessaria ad f e g per essere coniu-

gate; in effetti è anche una condizione sufficiente (cfr. [Bea83, p.66]).

3.3 Classificazione della trasformazioni lineari

frazionarie

E’ possibile estendere l’azione di SL2(C), e quindi quella di SL2(R) in par-

ticolare, a C ∪ {∞} definendo:





a b

c d



 z =
az + b

cz + d
,





a b

c d



∞ =
a

c

Queste applicazioni vengono chiamate trasformazioni lineari frazionarie (li-

near fractional transformations) ed hanno la proprietà di mappare cerchi e

rette in C in cerchi o rette in C (cfr. [Con78, pag. 46]). La matrice





a 0

0 a





agisce come trasformazione identità.

Dalla teoria delle forme canoniche di Jordan (cfr. [Saa92, Saa03]), ogni

matrice α è coniugata ad una matrice del tipo seguente:

(i)





λ 1

0 λ



 (ii)





λ 0

0 µ



 , λ 6= µ

in relazione ai suoi autovalori. Se sono coincidenti α è coniugata ad una

trasformazione z 7→ z + λ−1, se sono distinti a z 7→ cz, c 6= 1. Nel caso (i) α

viene detta parabolica mentre nel caso (ii) viene chiamata ellittica se |c| = 1,

iperbolica se c è un numero reale positivo e loxodromica altrimenti.

Quando α ∈ SL2(C), si vedrà tra poco che i quattro casi possono essere
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distinti dalla traccia di α:

α è parabolica ⇐⇒ τ(α) = 4;

α è ellittica ⇐⇒ τ(α) è reale e τ(α) < 4;

α è iperbolica ⇐⇒ τ(α) è reale e τ(α) > 4;

α è loxodromica ⇐⇒ τ(α) non è reale.

Si vogliono ora esaminare gli elementi di queste classi in SL2(C) ed in

particolare in SL2(R).

3.3.1 Trasformazioni paraboliche

Si è definita parabolica la mappa del tipo (i).

Lemma 3.7 α ∈ SL2(C) è parabolica se è coniugata con la traslazione T :

z 7→ z + 1.

Tutte le traslazioni sono coniugate con T .

Dim. Essendo α ∈ SL2(C), det(α) = 1, quindi λ2 = 1. Dunque ogni

trasformazione parabolica deve essere coniugata con T1 =





1 1

0 1



 o con

T2 =





−1 1

0 −1



.

Le trasformazioni associate a tali matrici sono rispettivamente T = T1 : z 7→

z+1 e T2 : z 7→ z−1 per cui T2 equivale a





1 −1

0 1



 che è una traslazione.

Resta dunque da dimostrare che tutte le traslazioni sono coniugate con T .

Una traslazione è una trasformazione del tipo α : z 7→ z + k, per cui

α =





1 k

0 1



. Si consideri h =





a b

c d



 ∈ SL2(C), se Th = hα, α e T
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sono coniugate:




1 1

0 1









a b

c d



 =





a b

c d









1 k

0 1





m

d = ±
√
k, a =

1

d
, c = 0, b qualunque.

Per comodità si scelga b = 0. La matrice h =





√
k 0

0 1√
k



 ∈ SL2(C) è la

matrice che coniuga α e T .

. �

A questo punto, se α =





a b

c d



 è parabolica deve avere lo stesso

numero di punti fissi di T , quindi per il Teorema 3.6 ogni trasformazione

parabolica ha un unico punto fisso in C∞.

Si chiami ζ ∈ C∞ l’unico punto fisso di α. Se ζ = ∞, necessariamente

deve avere c = 0, quindi ad = 1, per cui a = d = 1 altrimenti il punto fisso

sarebbe un numero reale finito (ζ = db
d2−1

), ma allora τ(α) = 4.

Sia ora ζ 6= 0, l’unica soluzione dell’equazione quadratica cz2 +(d−a)z−
b = 0 (cioè α(z) = z), ricordando che ad− bc = 1, si ha ∆ = (d−a)2 +4bc =

(d+ a)2 − 4 = 0 ⇔ (a + d)2 = 4 ⇔ τ(α) = 4.

Viceversa, sia α ∈ SL2(C) che abbia τ(α) = 4. α è coniugata ad una

qualche β che fissa ∞ e quindi della forma





a b

0 1
a



. Ora,

0 = τ(α) − 4 = τ(β) − 4 = (a+
1

a
)2 − 4 = (a− 1

a
)2,

dunque a = 1
a

= ±1. Questo vuol dire che β è una traslazione, per cui α è

parabolica.
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È appena stato dimostrato il seguente risultato:

Teorema 3.8 Per ogni trasformazione di Möbius α 6= I sono equivalenti:

(1) α è parabolica;

(2) α ha un unico punto fisso in C∞;

(3) τ(α) = 4;

(4) α è coniugata (in SL2(C)) con z 7→ z + 1.

Come esempio di trasformazione parabolica non banale, si può considera-

re la mappa α : z 7→ z
λz+1

con λ > 0. Questa mappa è associata alla matrice




1 0

λ 1



 ed, in quanto elemento di SL2(R), è un’isometria di H. Eviden-

temente ha come unico punto fisso l’origine e, come ci si dovrebbe aspettare,

τ(α) = 4.

3.3.2 Trasformazioni ellittiche

Sia ζ ∈ C tale che |ζ | = 1, allora lo si può scrivere come ζ = eiθ per qualche

θ ∈ (0, 2π). Quindi α è ellittica se è coniugata con una rotazione euclidea

non banale z 7→ zeiθ intorno all’origine.

A differenza delle trasformazioni paraboliche, non è detto che due dif-

ferenti rotazioni siano necessariamente coniugate. Se però α e β sono due

rotazioni coniugate di periodi p e q, necessariamente p=q. Di certo una tra-

sformazione ellittica deve avere due punti fissi1 ma non è vero il contrario,

basta considerare la trasformazione z 7→ 2z che non è coniugata a nessuna

rotazione ma fissa anch’essa 0 e ∞.
1in quanto z 7→ zeiθ è ellittica, fissa 0 ed ∞ e vale il Teorema 3.6
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Sia α una trasformazione ellittica, α deve essere coniugata ad una qualche

β della forma





eiθ 0

0 e−iθ



, dunque

τ(α) = τ(β) = 4 cos2(θ)

in particolare τ(α) ∈ [0, 4).

Sia ora α ∈ SL2(C) tale che τ(α) ∈ [0.4): allora esiste un qualche θ ∈ R

tale che τ(α) = 4 cos2(θ). Poiché τ(α) 6= 4, α non può essere parabolica,

quindi α ha due punti fissi. Di conseguenza, α deve essere coniugata ad una

qualche β che fissi 0 ed ∞, quindi della forma





a 0

0 1
a



, perciò

(a+
1

a
)2 = τ(β) = τ(α) = 4 cos2(θ)

cioè a = e±iθ. In questo caso β è una rotazione e quindi α è ellittica.

Questo completa la dimostrazione del seguente teorema:

Teorema 3.9 α ∈ SL2(C) è ellittica se e solo se τ(α) ∈ [0.4).

3.3.3 Trasformazioni iperboliche

Una trasformazione si dice iperbolica se è coniugata ad una dilatazione eu-

clidea non banale z 7→ kz con con k > 0. Di nuovo, dilatazioni differenti non

sono necessariamente coniugate: si verifica facilmente che due dilatazioni

z 7→ Kz e z 7→ Hz sono coniugate se e solo se HK = 1.

È evidente che una trasformazione iperbolica debba avere due punti fissi

ma, anche in questo caso, non è vero il contrario: basta considerare z 7→ iz

che non è coniugata a nessuna dilatazione.

Se α è iperbolica, è coniugata ad una qualche β della forma





√
k 0

0 1√
k
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quindi

τ(α) = τ(β) = (
√
k +

1√
k
)2

In particolare τ(α) > 4 (si noti che τ(α) = 4 significa k = 1, cioè α(z) =

z ∀z).
Sia ora α ∈ SL2(C) tale che τ(α) > 4, si può trovare un k ∈ R tale che

τ(α) = (
√
k + 1√

k
)2. Poiché τ(α) 6= 4, α ha necessariamente due punti fissi.

Si può allora trovare β coniugata con α che fissi 0 e ∞ della forma





a 0

0 1
a





quindi

(a+
1

a
)2 = τ(β) = τ(α) = (

√
k +

1√
k
)2

cioè a = (
√
k)±1. Ciò implica che β sia una dilatazione dunque α sia

iperbolica. Risulta provato che:

Teorema 3.10 α ∈ SL2(C) è iperbolica se e solo se τ(α) > 4.

Sia Γ un sottogruppo discreto di SL2(R). Un punto z ∈ H è detto ellittico

se è il punto fisso di un elemento ellittico α ∈ Γ, un punto s ∈ R ∪ {∞} è

detto cuspide se è il punto fisso di un qualche elemento parabolico α ∈ Γ.

Lemma 3.11 Se z è un punto ellittico per Γ, allora {α ∈ Γ : αz = z} è un

gruppo ciclico finito.

Dim. È stato provato che ∃ β ∈ SL2(R) tale che β(i) = z. L’applicazione

α 7→ β−1αβ definisce un isomorfismo tra

{α ∈ Γ : αz = z} ≈ SO2(R) ∩ (β−1Γβ)

e questo ultimo gruppo è finito. Le corrispondenze tra θ ↔ e2πiθ ↔





cos θ − sin θ

sin θ cos θ





sono anch’esse isomorfismi tra

R/Z ↔ {z ∈ C : |z| = 1} ↔ SO2(R).
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Infine SO2(R)torsione ≈ Q/Z ed ogni sottogruppo di Q/Z è ciclico (infatti è

della forma n−1Z/Z dove n è il minimo comun denominatore degli elementi

del gruppo).

. �

Un altro risultato utile riguarda invece il gruppo modulare completo

SL2(Z).

Teorema 3.12 Le cuspidi di SL2(Z) sono esattamente i punti di Q∪{∞}
ed ognuno è SL2(Z)-equivalente a ∞.

Dim. Di certo ∞ è un punto fisso della trasformazione parabolica associata a

T =





1 1

0 1



. Sia m
n
∈ Q, si possono supporre m ed n relativamente primi,

quindi ∃ r, s ∈ Z tali che rm − sn = 1. Sia γ =





m s

n r



, γ(∞) = m
n

quindi m
n

è un punto fisso dell’elemento parabolico γTγ−1.

D’altra parte, ogni elemento parabolico α ∈ SL2(Z) è coniugato con ±T ,

dunque α = ±γTγ−1, γ ∈ SL2(Q). Il punto fissato da α è γ(∞) che appar-

tiene a Q ∪ {∞}.
. �

3.4 Domini fondamentali

Sia Γ un sottogruppo finito di SL2(R). Un dominio fondamentale per Γ è

un sottoinsieme aperto connesso F di H tale che

⋃

γ∈Γ

γ(F̄ ) = H, γ1(F ) ∩ γ2(F ) = ∅ sse γ1 6= γ2
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dove F̄ è la chiusura di F rispetto ad H, cioè ogni punto di H giace nella

chiusura dell’immagine di F rispetto a una qualche γ ∈ Γ e non esistono

punti di H equivalenti rispetto a Γ.

In altre parole, si è richiesto che la mappa F → Γ \ H sia iniettiva e

la mappa F̄ → Γ \ H sia suriettiva. Si può dimostrare che ogni Γ ha un

domino fondamentale, per quanto riguarda questa tesi sarà sufficiente poterlo

dimostrare per SL2(Z).

Siano

S =





0 −1

1 0



 , T =





1 1

0 1



 . (3.1)

É evidente che:

Sz = −1

z
, T z = z + 1

S2 ≡ 1 mod ± I, (ST )3 ≡ 1 mod ± I

Teorema 3.13 Sia F = {z ∈ H : |z| > 1, |ℜ(z)| < 1
2
}.

(a) F è un dominio fondamentale per SL2(Z); per la precisione, due ele-

menti z e z′ di F̄ sono equivalenti se e solo se

(i) ℜ(z) = ±1
2

e z′ = z ± 1 (quindi z′ = Tz o z = Tz′), oppure

(ii) |z| = 1 e z′ = −1
z

= Sz.

(b) Sia z ∈ F̄ ; se lo stabilizzatore di z è diverso da ±I, allora

(i) z = i, e Stab(i) =< S > che ha periodo 2 in PSL2(Z), oppure

(ii) z = ρ = e
2πi
6 e Stab(ρ) =< TS > che ha periodo 3 in PSL2(Z),

oppure

(iii) z = ρ2 e Stab(ρ2) =< ST > che ha periodo 3 in PSL2(Z).
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(c) Il gruppo PSL2(Z) = SL2(Z)/{±I} è generato da S e da T .

Dim. Sia Γ′ il sottogruppo di SL2(Z) generato da S e da T . Si mostrerà

che Γ′(F ) = H.

Lemma 3.14 Siano z ∈ H e N ∈ N fissati.

Esiste solo un numero finito di coppie (c, d) ∈ Z × Z tali che

|cz + d| ≤ N.

Dim. Sia z = x+ iy. Se (c, d) è una delle coppie cercate,

|cz + d|2 = (cx+ d)2 + c2y2,

dunque

c2y2 ≤ (cx+ d)2 + c2y2 ≤ N.

Poiché z ∈ H, y > 0 quindi |c| ≤ N
y
, il che implica che ci sono

solo un numero finito di possibilità per c.

Per ogni c ammissibile, l’equazione

(cx+ d)2 + c2y2 ≤ N

mostra che esiste solo un numero finito di valori di d per i quali

vale la tesi.

. �

Si ricordi che, se γ =





a b

c d



 ∈ SL2(R), allora ℑ(γz) = ℑ(z)
|cz+d|2 .

Sia z ∈ H fissato. Si scelga γ ∈ Γ′ tale che |cz + d| sia minimo2. Dunque

ℑ(γz) è un massimo tra gli elementi dell’orbita di z.

2per il Lemma 3.14 tale γ deve esistere
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Per qualche n, z′
def
= T n(γz) deve avere

−1

2
≤ ℜ(z′) ≤ 1

2
.

Necessariamente |z′| ≥ 1. Se così non fosse,

ℑ(Sz′) = ℑ
(

− 1

z′

)

= ℑ
(−x′ + iy′

|z′|2
)

=
ℑ(z′)

|z′|2 > ℑ(z′) = ℑ(γz),

che contraddice la scelta di γz. È appena stato dimostrato che Γ′(F ) = H.

Si supponga ora che z, z′ ∈ H siano SL2(Z)-coniugati. Dunque ℑ(z) ≥
ℑ(z′) oppure ℑ(z) ≤ ℑ(z′), possiamo assumere la seconda senza perdere di

generalità. Sia z′ = γz con γ =





a b

c d



, e sia z = x+ iy. Allora il nostro

assunto implica che

(cx+ d)2 + c2y2 = |cz + d|2 ≤ 1.

Questo è impossibile se c ≥ 2 (perché y ≥ 1
2
), si debbono quindi conside-

rare solamente i casi c = 0, 1,−1.

c = 0: dovrà essere d = ±1, quindi γ = ±





1 b

0 1



, cioè γ è una traslazione

di b. Poiché z, γz ∈ F̄ , questo implica che b = ±1 e si è nel caso (a(i)).

c = 1: se |z + d| ≤ 1 deve essere d = 0, a meno che z = ρ = 1
2

+ i
√

3
2

(per

cui d = 0 o −1) oppure z = ρ2 (per cui d = 0 o 1). Se d = 0,

γ = ±





a −1

1 0



, e γz = a − 1
z
. Se a = 0 si è nel caso (a(ii)). Se

a 6= 0, allora a = 1 e z = ρ2 oppure a = −1 e z = ρ.

c = −1: questo caso si tratta in maniera simile (o semplicemente cambiando i

segni di a, b, c, d nel caso precedente).
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Questo completa la dimostrazione dei punti (a) e (b).

Si vuole ora provare il punto (c). Sia γ ∈ SL2(Z). Si scelga un punto

z0 ∈ F . Poiché SL2(Z)(F ) = H, esistono un elemento γ′ ∈ SL2(Z) ed un

punto z ∈ F̄ tali che γ′z = γz0 ∈ F̄ . Dunque z0 è SL2(Z)-equivalente a

(γ′−1)z0 ∈ F̄ . Siccome z0 ∈ F , per il punto (a), z0 = (γ′−1γ)z0. Quindi

γ′−1γ ∈ Stab(z0)∩ SL2(Z) = ±I, perciò γ e γ′ sono equivalenti in PSL2(Z).

. �

ℜ(z)

ℑ(z)

0

i

F

1
2

−1
2

Figura 3.1: Il dominio fondamentale F

Sulla base di quanto osservato e dimostrato, la superficie modulare SL2(Z)\H

può essere identificata con lo spazio F/ ∼ dove i punti in F equivalenti sotto

SL2(Z) sono identificati.
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Dim. Si può finalmente completare la dimostrazione del Lemma 3.1.

Applicando la (2.15) con p = ei
π
3 = (0 + 1 · cos pi

3
, 1 · sin pi

3
) e q = ei

2π
3 =

(0 + 1 · cos 2pi
3
, 1 · sin 2pi

3
) si ottiene T ≡ F e dunque

A(Γ\H) ≤ A(SL2(Z)\H) = A(F ) = A(T ) =
2π

3
− π

3
=
π

3
.

. �

Si denoti H̄
def
= H ∪ {∞} ∪ Q la superficie iperbolica compattificata. I

punti ∞ e p

q
∈ Q sono chiamati cuspidi e corrispondono a quelle che, come

si è dimostrato, sono le cuspidi della superficie modulare.

Estendendo l’azione del gruppo modulare all’asse reale {z = x+ iy : y =

0}, queste cuspidi decadono in alcune classi di equivalenza. Una cuspide del

gruppo modulare Γ è una di queste classi di equivalenza. Geometricamen-

te le cuspidi rappresentano punti sulla frontiera della superficie modulare

all’infinito.
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Capitolo 4

Sviluppi in frazioni continue

Prima di parlare delle dinamiche simboliche dei flussi geodetici sulla superficie

modulare, è necessario fare una pausa ed introdurre una serie di concetti

preliminari che si riveleranno essenziali per il lavoro successivo. Si tratta

degli sviluppi in frazioni continue.

Le frazioni continue sono state introdotte da Bombelli nel 1572 in uno

studio per il calcolo approssimato delle radici quadrate di numeri che non

siano quadrati perfetti. In effetti tali serie numeriche giocano un ruolo fon-

damentale nelle approssimazioni dei numeri per mezzo dei numeri razionali.

4.1 Definizioni preliminari

Ogni numero x ∈ R può essere rappresentato, come si potrà osservare,

mediante uno sviluppo in frazioni continue dato da

x = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...

= [a0; a1, a2, a3, . . . ] ∈ NN, (4.1)

dove a0 ∈ Z e ai ∈ N ∀i ≥ 1.
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Per lavorare più agevolmente con tali costruzioni è utile definire le due

funzioni che seguono:

• si chiama parte intera di x la funzione [·] : R → Z che associa ad x il

più grande intero k tale che k ≤ x < k + 1;

• si chiama parte frazionaria di x la funzione {·} : R → [0, 1) definita

{x} = x− [x].

Poiché {x} = [0; a1, a2, . . . ], si può focalizzare l’attenzione sui numeri

x ∈ [0, 1). In altre parole da ora in poi si considererà che, quando non è

indicato, a0 = 0, ragion per cui la scrittura [a1, a2, . . . ] starà ad indicare

[0; a1, a2, . . . ].

4.2 L’algoritmo di Euclide

Sia TG : (0, 1) → (0, 1) la funzione definita TGx = 1
x

mod 1 =
{

1
x

}

se x 6= 0 e

TG0 = 0, TG è chiamata mappa di Gauss. La seguente proprietà di shift sarà

cruciale per la nostra analisi.

Teorema 4.1 TG[a1, a2, a3, . . . ] = [a2, a3, . . . ]. Cioè la mappa di Gauss

TG : (0, 1) → (0, 1) corrisponde allo shift su NN, σ[a1, a2, a3, . . . ] = [a2, a3, . . . ].

Dim.

TG[a1, a2, a3, . . . ] = TG







1

a1 + 1
a2+ 1

a3+ 1
a4+···






=

=







a1 +
1

a2 + 1
a3+ 1

a4+···







=

=
1

a2 + 1
a3+ 1

a4+···

=

= [a2, a3, . . . ].

42



. �

Posto x0 = x ∈ R, si scriva:

a0 = [x0], x1 = {x0},
a1 =

[

1
x1

]

, x2 =
{

1
x1

}

= TGx1,

a2 =
[

1
x2

]

, x3 =
{

1
x2

}

= TGx2,

. . . , . . .

Se ∃N ≥ 0 tale che xN+1 = 0, l’algoritmo si ferma. Evidentemente lo sviluppo

in frazioni continue di 0 è la frazione [0; ].

Teorema 4.2 Ogni numero razionale può essere rappresentato da uno svi-

luppo in frazioni continue finito.

Dim. Se x è un intero, è banale che a0 = x e l’algoritmo si ferma.

Se x non è intero,

x =
h

k

dove h, k ∈ Z e k > 1. Poiché

h

k
= a0 + x1, h = a0k + x1k,

a0 e k1 = x1k sono rispettivamente il quoziente ed il resto1 della divisione h
k
.

Se x1 6= 0 (come deve essere visto che x non è intero) si ha

1

x1

=
k

k1

= a1 + x2, k = a1k1 + x2k1,

1Il resto, qui ed in futuro, è considerato non negativo. Se a0 ≥ 0 allora x ed h sono

positivi e k1 è il classico resto aritmetico; d’altra parte, se a0 < 0, x e k sono negativi ed

il resto diverrebbe (x − [x])k.
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da cui a1 e k2 = x2k1 sono rispettivamente il quoziente ed il resto della

divisione k
k1

. Si ottengono quindi una serie di equazioni

h = a0k + k1, k = a1k1 + k2, k1 = a2k2 + k3, . . .

che continuano fino a che xn 6= 0, o equivalentemente kn+1 6= 0.

Gli interi non negativi k, k1, k2, . . . formano una serie strettamente de-

crescente2, per cui ∃N tale che kN+1 = 0 e quindi xN = 0, cioè l’algoritmo si

ferma.

. �

L’algoritmo rappresentato dal sistema di equazioni










































h = a0k + k1 (0 < k1 < k)

k = a1k1 + k2 (0 < k2 < k1)

. . . . . .

kN−2 = aN−1kN−1 + kN (0 < kN < kN−1)

kN−1 = aNkN

(4.2)

è conosciuto come algoritmo di Euclide.

4.3 Una relazione di ricorrenza

Per il momento lo studio sarà rivolto solo agli sviluppi in frazioni continue

finiti anche se tutte le proprietà che si dimostreranno valgono anche per quelli

infiniti.

Generalmente [a1, · · · , an] con 0 ≤ n ≤ N viene chiamato n-esimo con-

vergente ed an viene chiamato n-esimo quoziente parziale. È possibile trovare

una formula ricorsiva per il calcolo di tali convergenti.

2ki+1 = θki con θ ∈ (0, 1)
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Innanzitutto si noti che, secondo la definizione, è evidente che

[a0; a1, a2, . . . , an−1, an] = [a0; a1, a2, . . . , an−1 + 1
an

] = · · · =

= [a0; a1, · · · , am−1, [am, am+1, · · · , an]] = [a0; [a1, · · · , an]].
(4.3)

Lemma 4.3 Sia N l’indice dell’ultimo quoziente parziale dello sviluppo di

x. Se pn e qn sono definiti come segue

p0 = a0, p1 = a1a0 + 1, pn = anpn−1 + pn−2 (2 ≤ n ≤ N)),

q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2 (2 ≤ n ≤ N),
(4.4)

allora

[a0; a1, a2, . . . , an] =
pn
qn

(4.5)

Dim. Applicando la definizione, è facile calcolare che

[a0; ] =
a0

1
=
p0

q0

[a0; a1] = a0 +
1

a1
=
a0a1 + 1

a1
=
p1

q1

Quindi il Lemma risulta verificato per n = 0 ed n = 1.

Si supponga ora vero per n ≤ m, dove m < N . Allora

[a0; a1, a2, . . . , am−1, am] =
pm
qm

=
ampm−1 + pm−2

amqm−1 + qm−2

e pm−1, pm−2, qm−1, qm−2 dipendono solo da a0, a1, . . . , am−1. In base

all’uguaglianza (4.3) si ottiene

[a0; a1, a2, . . . , am−1, am, am+1] =

[

a0; a1, a2, . . . , am−1, am +
1

am+1

]

=(4.6)

=

(

am + 1
am+1

)

pm−1 + pm−2
(

am + 1
am+1

)

qm−1 + qm−2

= (4.7)

=
am+1(ampm−1 + pm−2) + pm−1

am+1(amqm−1 + qm−2) + qm−1

= (4.8)

=
am+1pm + pm−1

am+1qm + qm−1
=
pm+1

qm+1
(4.9)
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da cui, per induzione, la tesi.

. �

Si noti, inoltre, che

qn−1

qn
=

qn−1

anqn−1 + qn−2

=
1

an + qn−1

qn−1

,

per cui
qn−1

qn
= [an, . . . , a1]. (4.10)

4.4 Frazioni continue, convergenti e proprietà

Segue direttamente dalla (4.4) che

pn
qn

=
anpn−1 + pn−2

anqn−1 + qn−2

(4.11)

e che

pnqn−1 − pn−1qn = (anpn−1 + pn−2)qn−1 − pn−1(anqn−1 + qn−2) =

= −(pn−1qn−2 − pn−2qn−1).

Ripetendo il procedimento con n− 1, n− 2, . . . , 2 al posto di n, si ottiene

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1(p1q0 − p0q1) = (−1)n−1

e

pnqn−2 − pn−2qn = (anpn−1 + pn−2)qn−2 − pn−2(anqn−1 + qn−2) =

= an(pn−1qn−2 − pn−2qn−1) = (−1)nan.

Risulta quindi dimostrato che
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Teorema 4.4 Le funzioni pn e qn definite sopra soddisfano

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1 (Formula di Lagrange)

pnqn−2 − pn−2qn = (−1)n
(4.12)

in altre parole

pn
qn

− pn−1

qn−1

=
(−1)n−1

qn−1qn
(4.13)

pn
qn

− pn−2

qn−2
=

(−1)nan
qn−2qn

(4.14)

Per dimostrare i seguenti teoremi si deve osservare che ∀ i > 0 si ha

ai ≥ 03.

Si definiscano ξn = pn

qn
e x = ξN . In questo modo il valore delle frazioni

continue è x o ξN . Segue dalla (4.3) che

x = [a0; a1, a2, . . . , aN ] = [a0; a1, . . . , an−1, [an, an+1 . . . , aN ]] =

=
[an, an+1 . . . , aN ]pn−1 + pn−2

[an, an+1 . . . , aN ]qn−1 + qn−2

Teorema 4.5 (a) Al crescere di n, i convergenti pari ξ2n crescono stret-

tamente mentre quelli dispari ξ2n+1 decrescono strettamente.

(b) ξ2i+1 > ξ2j ∀ i, j ∈ N

(c) Il valore di una frazione continua è maggiore di ogni suo convergen-

te pari e minore di ogni suo convergente dispari (fatta eccezione per

l’ultimo convergente).

Dim.

(a) Ogni qn è positivo4, per la (4.14) ξn − ξn−2 ha segno (−1)n. Da cui la

tesi.
3a0 può anche essere negativo
4Per induzione si dimostra che è una somma di interi positivi
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(b) Dalla (4.13), si evince che ξn − ξn−1 ha segno (−1)n−1 per cui

x2m+1 > x2m. (4.15)

Se la tesi (b) fosse falsa, dovrebbe essere x2m+1 ≤ x2µ per qualche

coppia (m,µ). Se µ < m, per il punto (a), x2m+1 < x2m, mentre se

µ > m, x2µ+1 < x2µ. Ma entrambe le disuguaglianze contraddicono la

(4.15).

(c) Infine, per i punti precedenti, ξN è il maggiore dei convergenti pari, o

il minore dei dispari, ragion per cui il punto (c) risulta verificato in

entrambi i casi.

.

. �

È evidente dalla definizione che pn e qn sono interi e che qn è positivo. Se

[a0; a1, a2, . . . , aN ] =
pN
qN

= x,

si dice che il numero x (che è necessariamente razionale) è rappresentato

dalla frazione continua. Si mostrerà presto che con una piccola riserva, la

rappresentazione è unica.

Teorema 4.6 .

• qn ≥ qn−1 per n ≥ 1, con la disuguaglianza stretta per n > 1.

• qn ≥ n con la disuguaglianza stretta per n > 3.

Dim. Nel primo caso, q0 = 1 e q1 = a1 ≥ 1. Se n ≥ 2, allora

qn = anqn−1 + qn−2 ≥ qn−1 + 1,
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dunque qn > qn−1 e qn ≥ n. Se n > 3, allora

qn ≥ qn−1 + qn−2 > qn−1 + 1 ≥ n,

per cui qn > n.

. �

Si può ormai dimostrare un’altra proprietà molto importante dei conver-

genti:

Teorema 4.7 I convergenti ad una frazione continua sono nei loro termini

minori.

Dim. Sia d tale che d|pn e d|qn, per il Teorema 4.4, d|(−1)n−1 quindi d|1.

. �

Banalmente, ogni frazione continua finita rappresenta un numero razio-

nale. Si è visto anche come ogni numero razionale sia rappresentabile con

una frazione continua finita. Si vuole ora mostrare che tale rappresentazione

è, a parte per un’ambiguità, unica.

Teorema 4.8 Se x è rappresentabile mediante una frazione continua con

un numero dispari (pari) di quozienti parziali, è anche rappresentabile me-

diante una che ne ha in numero pari (dispari).

Dim. Sia x = [a0; a1, . . . , aN ]. Se aN ≥ 2, [a0; a1, . . . , aN ] = [a0; a1, . . . , aN−
1, 1]. Se invece aN = 1, [a0; a1, . . . , aN−1, 1] = [a0; a1, . . . , aN−2, aN−1 + 1].

. �

Spesso scegliere una tra le due rappresentazioni alternative è utile.

Si chiamerà

a′n = [an, an+1, . . . , aN ] (0 ≤ n ≤ N)
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n-esimo quoziente completo della frazione continua [a0, a1, . . . , aN ].

Per cui

x = a′0, x =
a′1a0 + 1

a′1

e per 2 ≤ n ≤ N

x =
a′npn−1 + pn−2

a′nqn−1 + qn−2
. (4.16)

Teorema 4.9 an = [a′n], parte intera di a′n, eccezione fatta per

aN−1 = [a′N−1] − 1

quando aN = 1.

Dim. Se N = 0, a0 = a′0 = [a′0].

Se N > 0,

a′n = an +
1

a′n+1

(0 ≤ n ≤ N − 1).

Ora 1
a′n+1

< 1 per 0 ≤ n ≤ N − 1, ad eccezione del caso a′n+1 = 1 quando

n = N − 1 ed aN = 1. Per cui

an < a′n < an + 1 (0 ≤ n ≤ N − 1)

e

an = [a′n] (0 ≤ n ≤ N − 1)

ad eccezione del caso specificato. In ogni caso aN = a′N = [a′N ].

. �

Teorema 4.10 Se due frazioni continue [a0; a1, . . . , aN ] e [b0; b1, . . . , bM ]

con aN , bM > 1 corrispondono allo stesso valore x, allora M = N e le frazioni

continue sono identiche5.
5Due frazioni continue si dicono identiche se sono formate dalla stessa sequenza di

quozienti parziali.
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Dim. Per il Teorema 4.9, a0 = [x] = b0. Si supponga che i primi n quozienti

parziali siano identici e che a′n e b′n siano i quozienti completi n-esimi. Allora

[a0; a1, . . . , an−1, a
′
n] = [a0; a1, . . . , an−1, b

′
n].

Se n = 1, allora a0 + 1
a′1

= a0 + 1
b′1

, per cui a′1 = b′1 e quindi per il Teorema

4.9, a1 = b1.

Se n > 1, allora sfruttando la (4.16) si ha a′npn−1+pn−2

a′nqn−1+qn−2
= b′npn−1+pn−2

b′nqn−1+qn−2
, cioè

(a′n − b′n)(pn−1qn−2 − pn−2qn−1) = 0.

Ma è stato provato nel Teorema 4.4 che pn−1qn−2−pn−2qn−1 = (−1)n e quindi

a′n = b′n. Segue dal Teorema 4.9 che an = bn.

Si su supponga ora, senza perdere di generalità, che N ≤ M . Si è dimo-

strato fin qui che an = bn per n ≤ N . Se fosse M > N , si avrebbe per la

(4.16)

pN
qN

= [a0; a1, . . . , aN ] = [a0; a1, . . . , aN , bN+1, . . . , bM ] =
b′N+1pN + pN−1

b′N+1qN + qN−1
;

o anche pNqN−1 − qNpN−1 = 0 che è falso. Dunque M = N e le frazioni sono

identiche.

. �

Confrontando i Teoremi 4.2, 4.8 e 4.10 si può finalmente affermare che

Teorema 4.11 Un numero razionale può essere espresso come una frazio-

ne continua finita solamente in due modi, uno con un numero pari e l’al-

tro con un numero dispari di convergenti. In una forma l’ultimo quoziente

parziale è 1, nell’altra è maggiore di 1.
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4.5 La differenza tra frazione continua e con-

vergente

In questa sezione si supporrà N > 1 ed n > 0. Riprendendo la (4.16), si

avrebbe

x =
a′n+1pn + pn−1

a′n+1qn + qn−1

per 1 ≤ n ≤ N − 1, e dunque

x− pn
qn

= − pnqn−1 − qnpn−1

qn(a′n+1qn + qn−1)
=

(−1)n

qn(a′n+1qn + qn−1)
,

ma anche

x− p0

q0
= x− a0 =

1

a′1
.

Scrivendo

q′1 = a′1, q′n = a′nqn−1 + qn−2 (1 < n ≤ N)

(quindi in particolare q′N = qN ), si ottiene

Teorema 4.12 Se 1 ≤ n ≤ N − 1, allora

x− pn
qn

=
(−1)n

qnq′n+1

.

Questa formula fornisce una ulteriore dimostrazione del Teorema 4.5(c).

Si è visto nella dimostrazione del Teorema 4.9 che

an+1 < a′n+1 < an+1 + 1

per n ≤ N −2, eccezion fatta per a′N−1 = aN−1 +1 quando aN = 1. Dunque,

se per il momento si ignora questo caso eccezionale, si ha

q1 = a1 < a′1 < a1 + 1 ≤ q2 (4.17)
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e

q′n+1 = a′n+1qn + qn−1 > an+1qn + qn−1 = qn+1, (4.18)

q′n+1 < an+1qn + qn−1 + qn = qn+1 + qn ≤ an+2qn+1 + qn = qn+2,(4.19)

per 1 ≤ n ≤ N − 2. Ne consegue che

1

qn+2
< |pn − qnx| <

1

qn+1
(n ≤ N − 2) (4.20)

mentre

|pN−1 − qN−1x| =
1

qN
, pN − qNx = 0. (4.21)

Nel caso eccezionale, la (4.19) sarebbe sostituita da

q′N−1 = (aN−1 + 1)qN−2 + qN−3 = qN−1 + qN−2 = qN

e la prima disuguaglianza della (4.20) da una uguaglianza. In ogni caso

la (4.20) mostrerebbe che |pn − qnx| decresce strettamente al crescere di n.

Inoltre poiché qn cresce strettamente,
∣

∣

∣
x− pn

qn

∣

∣

∣
decresce strettamente.

Si possono recuperare le conclusioni più importanti ottenendo

Teorema 4.13 Se N > 1, n > 0, allora le differenze

x− pn
qn
, qnx− pn

decrescono strettamente in valore assoluto al crescere di n. Inoltre

qnx− pn =
(−1)nδn
qn+1

,

dove 0 < δn < 1, 1 ≤ n ≤ N − 2 e δN−1 = 1 e
∣

∣

∣

∣

x− pn
qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qnqn+1
<

1

q2
n

(4.22)

per n ≤ N−1, con due disuguaglianze strette ad eccezione del caso n = N−1.
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4.6 Frazioni continue infinite

Fin qui si è parlato quasi esclusivamente di frazioni continue finite e si è

visto come rappresentino i numeri razionali. I maggiori interessi riguardo alle

frazioni continue, però, riguardano le loro applicazioni nell’approssimazione

dei numeri irrazionali, ma per questo è necessario che siano infinite.

Si suppongano {a1, a2, . . . , an} un insieme di interi positivi ed a0 un intero

tali che

xn = [a0; a1, . . . , an]

sia, per ogni n, una frazione continua che rappresenti un numero razionale

xn. Se, come si proverà tra breve, xn tende ad un limite x finito quando

n → ∞, risulta naturale affermare che la frazione continua [a0; a1, a2, . . . ]

converga al valore x e scrivere

x = [a0; a1, a2, . . . ]. (4.23)

Teorema 4.14 Sia {an}n∈Z tale che ai ≥ 0 ∀ i > 0. Allora xn = [a0; a1, . . . , an]

tende ad un limite finito x per n→ ∞.

O equivalentemente

Teorema 4.15 Tutte le frazioni continue sono convergenti.

Si chiameranno xn = pn

qn
= [a0; a1, . . . , an] i convergenti a (4.23). Si deve

dimostrare che i convergenti tendono ad un certo limite finito.

Dim. Se n ≤ N , il convergente xn è anche un convergente ad [a0; a1, . . . , aN ],

quindi per il Teorema 4.5(a), i convergenti pari formano una serie crescente

mentre quelli dispari una decrescente.

Per il Teorema 4.5(b) ogni convergente pari è minore di x1, per cui la serie

crescente è superiormente limitata; d’altra parte ogni convergente dispari è
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maggiore di x0, per cui la serie decrescente è limitata inferiormente. Allora

i convergenti pari dovranno tendere ad un limite ζ1 finito e quelli dispari ad

un limite ζ2 finito, tali che ζ1 ≤ ζ2.

Finalmente, per i Teoremi 4.4 e 4.6,
∣

∣

∣

∣

p2n

q2n
− p2n−1

q2n−1

∣

∣

∣

∣

=
1

q2nq2n−1
≤ 1

2n(2n− 1)
→ 0,

ma allora ζ1 = ζ2 = x e la frazione continua [a0; a1, . . . , an] converge ad x.

. �

Accidentalmente si è anche dimostrato che

Teorema 4.16 Una frazione continua infinita è minore di ogni suo con-

vergente dispari e maggiore di ogni suo convergente pari.

Da questo momento in poi si parlerà di frazione continua come abbrevia-

zione di valore della frazione continua.

4.7 Numeri irrazionali e frazioni continue

Si chiama n-esimo quoziente completo della frazione continua x = [a0; a1, a2, . . . ]

la frazione continua a′n = [an, an+1, . . . ].

Chiaramente

a′n = lim
N→∞

[an, an+1, . . . , aN ] =

= an + lim
N→∞

1

[an+1, . . . , aN ]
= an +

1

a′n+1

,

ed in particolare x = a′0 = a0 + 1
a′1

. Inoltre,è banale osservare che

a′n > an, a′n+1 > an+1 > 0, 0 <
1

a′n+1

< 1,

per cui an = [a′n].
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Teorema 4.17 Se [a0; a1, a2, . . . ] = x, allora ∀n ≥ 0

a0 = [x], an = [a′n].

Da cui si può dedurre, esattamente come per il Teorema 4.10, che

Teorema 4.18 Due frazioni continue infinite che hanno lo stesso valore

sono identiche.

Si riprenda l’algoritmo della sezione §4.2. Se x è irrazionale, il processo

non può terminare, per cui definisce una sequenza infinita di interi a0, a1, . . . .

Si ricordi che

x = [a0; a
′
1] = [a0; a1, a

′
2] = · · · = [a0; a1, a2, . . . , an, a

′
n+1]

dove a′n+1 = an+1 + 1
a′n+2

> an+1.

Recuperando la (4.16), si ha

x =
a′n+1pn + pn−1

a′n+1qn + qn−1
,

per cui

x− pn
qn

=
pn−1qn − pnqn−1

qn(a
′
n+1qn + qn−1)

=
(−1)n

qn(a
′
n+1qn + qn−1)

,

∣

∣

∣

∣

x− pn
qn

∣

∣

∣

∣

<
1

qn(an+1qn + qn−1)
=

1

qnqn+1
≤ 1

n(n + 1)
→ 0

per n→ ∞. Dunque

x = lim
n→∞

pn
qn

= [a0; a1, a2, . . . ],

e l’algoritmo converge alla frazione continua di valore x, che è unica per il

Teorema 4.18.

Teorema 4.19 Ogni numero irrazionale può essere espresso in un unico

modo come frazione continua infinita.

56



Naturalmente, il valore di una frazione continua infinita è necessariamente

irrazionale, conseguenza del fatto che l’algoritmo termina solo nel caso di x

razionali.

Se si definisce q′n = a′nqn−1 + qn−2 come nella sezione §4.5, ripetendo lo

stesso esatto procedimento, si dimostra che

Teorema 4.20 I risultati dei Teoremi 4.12 e 4.13 valgono anche nel caso

delle frazioni continue infinite (eccezion fatta per il riferimento ad N). In

particolare
∣

∣

∣

∣

x− pn
qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qnqn+1
<

1

q2
n

(4.24)

4.8 Ultimi preliminari per arrivare agli irrazio-

nali quadratici

Innanzitutto è necessario dimostrare un lemma fondamentale in cui si comin-

cia a vedere qualche legame con i capitoli precedenti.

Lemma 4.21 Se

x =
Pζ +R

Qζ + S

dove ζ > 1 e P , Q, R ed S sono interi tali che Q > S > 0 e PS − QR =

±1, allora R
S

e P
Q

sono due convergenti successivi alla frazione continua di

valore x. Se R
S

è l’(n-1)-esimo convergente e P
Q

l’n-esimo, allora ζ è l’(n+1)-

quoziente completo.

Dim. Si può sviluppare P
Q

in frazioni continue

P

Q
= [a0; a1, . . . , an] =

pn
qn
.
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Per il Teorema 4.8, si può supporre n indifferentemente pari o dispari. Si

scelga n tale che

PS −QR = ±1 = (−1)n−1.

Ora mcd(P,Q) = 1 e Q > 0, lo stesso vale per pn e qn. Quanto osservato

implica che P = pn, Q = qn e

pnS − qnR = PS −QR = (−1)n−1 = pnqn−1 − qnpn−1,

in altre parole

pn(S − qn−1) = qn(R− pn−1).

Questo, accanto al fatto che mcd(pn, qn) = 1, implica che

qn|(S − qn−1). (4.25)

Ma qn = Q > S > 0 e qn ≥ qn−1 > 0, per cui S − qn−1 < qn che non è

consistente con la (4.25) a meno che S − qn−1 = 0. Quindi

S = qn−1, R = pn−1

e perciò

x =
pnζ + pn−1

qnζ + qn−1

o anche

x = [a0; a1, . . . , an, ζ ].

Se si sviluppa ζ come frazione continua si ottiene ζ = [an+1, an+1, . . . ]

dove an+1 = [ζ ] ≥ 1. Quindi x = [a0; a1, . . . , an, an+1, . . . ] è una frazione

continua. In tal caso pn−1

qn−1
e pn

qn
, che coincidono con R

S
e P
Q

sono due conver-

genti consecutivi di questa frazione continua e ζ è l’(n+1)-esimo quoziente

parziale.
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. �

Se ξ ed η sono due numeri tali che

ξ =
aη + b

cη + d
,

dove a, b, c, d sono interi tali che ad − bc = ±1, allora si dice che ξ è

equivalente ad η. In particolare ξ è equivalente a se stesso6.

Se ξ è equivalente ad η, allora

η =
−dξ + b

cξ − a
, (−d)(−a) − bc = ad− bc = ±1,

per cui η è equivalente e ξ. Per cui l’equivalenza così definita è simmetrica.

Teorema 4.22 Se ξ ed η sono equivalenti ed η e ζ sono equivalenti, allora

ξ e ζ sono equivalenti.

Dim. Siano

ξ =
aη + b

cη + d
, ad− bc = ±1;

η =
a′ζ + b′

c′ζ + d′
, a′d′ − b′c′ = ±1.

allora

ξ =
Aζ +B

Cζ +D

dove

a = aa′ + bc′, B = ab′ + bd′, C = ca′ + dc′, D = cb′ + dd′,

e AD − BC = (ad− bc)(a′d′ − b′c′) = ±1.

. �

6a = d = 1, b = c = 0.

59



In altre parole la relazione appena definita è anche transitiva. Si è dunque

definita una relazione di equivalenza a tutti gli effetti, il che permette di

riarrangiare gli irrazionali in classi di irrazionali equivalenti.

Se h e k sono interi primi tra loro, allora devono esistere due interi h′ e

k′ tali che hk′ − k′h = 1; e dunque

h

k
=
h′ · 0 + h

k′ · 0 + k
=
a · 0 + b

c · 0 + d
,

con ad− bc = −1. Dunque ogni numero razionale è equivalente a 0 e, per il

Teorema 4.22, ad ogni altro numero razionale.

Teorema 4.23 Due qualunque numeri razionali sono equivalenti.

Da questo momento in poi l’attenzione sarà rivolta ai numeri irrazionali

rappresentati mediante uno sviluppo in frazioni continue infinito.

Teorema 4.24 Due numeri irrazionali ξ ed η sono equivalenti se e solo se

ξ = [a0; a1, . . . , am, c0, c1, c2, . . . ], η = [b0; b1, . . . , bn, c0, c1, c2, . . . ], (4.26)

cioè se la sequenza dei quozienti parziali di ξ da un certo m-esimo in poi è

la stessa dei quozienti parziali di η da un certo n-esimo in poi.

Dim. Si suppongano ξ ed η come in (4.26) e si scriva ω = [c0; c1, c2, . . . ].

Dunque

ξ = [a0; a1, . . . , am, ω] =
pmω + pm−1

qmω + qm−1

e pmqm−1−pm−1qm = ±1, il che implica che ξ ed ω siano equivalenti. Esatta-

mente nello stesso modo si prova che η ed ω sono equivalenti. La condizione

è dunque sufficiente. Resta da mostrare che è necessaria.

Siano ξ ed η due numeri equivalenti, di certo

η =
aξ + b

cξ + d
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con ad − bc = ±1. Si può supporre che cξ + d > 07. Sviluppando ξ con

l’algoritmo delle frazioni continue, si ottiene

ξ = [a0; a1, a2, . . . , ak, ak+1, . . . ] =

= [a0; a1, . . . , ak−1, a
′
k] =

pk−1a
′
k + pk−2

qk−1a′k + qk−2
.

Quindi

η =
Pa′k +R

Qa′k + S

dove
P = apk−1 + bqk−1, R = apk−2 + bqk−2,

Q = cpk−1 + dqk−1, S = cpk−2 + dqk−2.

Ma allora P , Q, R ed S sono interi e PS − QR = (ad − bc)(pk−1qk−2 −
pk−2qk−1) = ±1. Per il Teorema 4.20,

pk−1 = ξqk−1 +
δ

qk−1
, pk−2 = ξqk−2 +

δ′

qk−2

dove |δ|, |δ′| < 1. Quindi

Q = (cξ + d)qk−1 +
cδ

qk−1
, S = (cξ + d)qk−2 +

cδ′

qk−2
.

Ora cξ + d > 0, qk−1 > qk−2 > 0 e qk−1 e qk−2 divergono a ∞, quindi

Q > S > 0 per k sufficientemente grande. Per tale k

η =
Pζ +R

Qζ + S

con PS −QR = ±1, Q > S > 0, ζ = a′k > 1. Per il Lemma 4.21,

η = [b0; b1, b2, . . . , bh, ζ ] = [b0; b1, b2, . . . , bh, ak, ak+1, . . . ],

per qualche b0, b1, . . . , bh. Risulta così provata anche la necessità della con-

dizione.

. �

7In caso contrario basta moltiplicare per −1 il numeratore e il denominatore.
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4.9 Irrazionali quadratici e frazioni continue pe-

riodiche

Una frazione continua periodica è una frazione continua nella quale al = al+k

per un k > 0 fissato e tutti gli l ≥ L. L’insieme dei quozienti parziali

{aL, aL+1, . . . , aL+k−1} è chiamato periodo e la frazione continua può essere

scritta

[a0; a1, . . . , aL−1, aL, aL+1, . . . , aL+k+1].

Teorema 4.25 Una frazione continua periodica è un irrazionale quadrati-

co, cioè la radice irrazionale di un’equazione quadratica a coefficienti interi.

Dim. Sia a′L l’L-esimo quoziente completo della frazione continua periodica

x, si avrà

a′L = [aL, aL+1, . . . , aL+k−1, aL, aL+1, . . . ] =

= [aL, aL+1, . . . , aL+k−1, a
′
L],

⇒ a′L =
p′a′L + p′′

q′a′L + q′′

da cui

q′a′2L + (q′′ − p′)a′L − p′′ = 0, (4.27)

dove p′′

q′′
e p′

q′
sono gli ultimi due convergenti a [aL, aL+1, . . . , aL+k−1]. Ma

x =
pL−1a

′
L + pL−2

qL−1a
′
L + qL−2

⇒ a′L =
pL−2 − qL−2x

qL−1x− pL−2

.

Sostituendo a′L in (4.27) e rimuovendo le frazioni si ottiene

ax2 + bx+ c = 0, (4.28)
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un’equazione quadratica a coefficienti interi8. Poiché x deve essere irraziona-

le, b2 − 4ac 6= 0. Segue che x è un irrazionale quadratico.

. �

Il teorema inverso è altrettanto vero, ma la sua dimostrazione mostra qualche

difficoltà in più.

Teorema 4.26 La frazione continua che rappresenta un irrazionale qua-

dratico è periodica.

Dim. Un irrazionale quadratico soddisfa un’equazione quadratica a coeffi-

cienti interi, che può essere scritta nella forma (4.28). Se x = [a0; a1, a2, . . . , an, . . . ],

di certo

x =
pn−1a

′
n + pn−2

qn−1a′n + qn−2
;

sostituendo x nella (4.28), si ottiene

Ana
′2
n +Bna

′
n + Cn = 0 (4.29)

dove

An = ap2
n−1 + bpn−1qn−1 + cq2

n−1,

Bn = 2apn−1pn−2 + b(pn−1qn−2 + pn−2qn−1) + 2cqn−1qn−2,

Cn = ap2
n−2 + bpn−2qn−2 + cq2

n−2.

Se An = ap2
n−1 + bpn−1qn−1 + cq2

n−1 = 0, la (4.28) avrebbe la radice

razionale pn−1

qn−1
, il che è impossibile perché x è irrazionale. Quindi An 6= 0 e

Any
2 +Bny + Cn = 0

8Infatti a = q′q2
L−2

− (q′′ − p′)qL−1qL−2, b = (q′′ − p′)(pL−2qL−1 + pL−1qL−2) −
2q′pL−2qL−2 − p′′qL−1 e c = q′p2

L−2
+ (q′′ − p′)pL−1pL−2 + p′′pL−1, cioè sono prodotti,

somme e differenze di numeri interi
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è un’equazione che ha a′n come una delle radici. Con un breve calcolo si può

osservare che

B2
n − 4AnCn = (b2 − 4ac)(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)

2 = b2 − 4ac. (4.30)

Per il Teorema 4.20,

pn−1 = xqn−1 +
δn−1

qn−1
(|δn−1| < 1).

Per cui

An = a

(

xqn−1 +
δn−1

qn−1

)2

+ bqn−1

(

xqn−1 +
δn−1

qn−1

)

+ cq2
n−1 =

= (ax2 + bx+ c)q2
n−1 + 2axδn−1 + a

δ2
n−1

q2
n−1

+ bδn−1 =

= 2axδn−1 + a
δ2
n−1

q2
n−1

+ bδn−1

che implica |An| < 2|ax|+|a|+|b|, inoltre, visto e considerato che Cn = An−1,

|Cn| < 2|ax| + |a| + |b|.
Finalmente, sfruttando la (4.30), si può osservare che

B2
n ≤ 4|AnCn| + |b2 − 4ac| <

< 4(2|ax| + |a| + |b|)2 + |b2 − 4ac|.

Quindi i moduli di An, Bn e Cn sono minori di numeri indipendenti da n.

Segue che c’è solo un numero finito di triplette differenti (An, Bn, Cn), per-

ciò da un certo n in poi si potrà trovare una tripletta (A,B,C) che compare

almeno tre volte, si indichi (An1 , Bn1, Cn1), (An2 , Bn2, Cn2) e (An3 , Bn3, Cn3).

Ovviamente a′n1
, a′n2

e a′n3
debbono essere tutte e tre radici della stessa

equazione

Ay2 +By + C = 0,
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e naturalmente due di loro non possono che coincidere. Ma se, per esempio,

fosse a′n1
= a′n2

, si avrebbe

an2 = an1 , an2+1 = an1+1, . . . , an2+k = an1+k, . . .

e la frazione continua sarebbe periodica.

. �
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Capitolo 5

Dinamica simbolica e flusso

geodetico su una superficie

modulare

Si può finalmente tornare al discorso iniziale per riprendere il flusso geodetico

su H dotato della metrica iperbolica e trasportarlo su SL2(Z)\H.

5.1 Il flusso geodetico su una superficie modu-

lare

Come si è dimostrato in precedenza, le geodetiche dello spazio iperbolico H

sono le semicirconferenze centrate sull’asse reale e le semirette1 che partono

dall’asse reale parallele all’asse immaginario.

Sfruttando la proprietà per cui per due punti passa una ed una sola geo-

detica, si può identificare ogni geodetica γ orientata con i suoi due punti

1Si potrebbe vederle come semicirconferenze di raggio infinito.
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base γ−∞, γ+∞ ∈ R ∪ {∞}, dunque si può scrivere γ = (γ−∞, γ+∞). Sia

Γ = SL2(Z).

Sia A il seguente insieme dei geodetiche:

A def
= {γ = (γ−∞, γ+∞) : 0 < |γ−∞| ≤ 1 ≤ |γ+∞|, γ+∞γ−∞ < 0} . (5.1)

Non è difficile osservare che per ogni geodetica γ in H esiste un elemento

g ∈ Γ tale che gγ ∈ A. Questo significa che ogni geodetica in Γ\H ha un

rappresentante nell’insieme A.

Certamente è interessante osservare che le geodetiche dell’insieme A,

quando sono semicirconferenze2, devono necessariamente essere incidenti al-

l’asse immaginario; considerando che, fissati un punto z0 ed un vettore uni-

tario v0 applicato al punto z0, esiste una sola geodetica orientata passante

per z0 e tangente nel punto con pendenza v0, si potrebbero identificare tutte

queste geodetiche incidenti con coppia (z, vz) nel prodotto cartesiano tra l’in-

sieme dei punti dell’asse immaginario e l’insieme dei vettori unitari applicati

ad ogni punto.

Si denoti con πΓ : H → Γ\H il rivestimento3 πΓ(z) = Γz.

Ovviamente, per ogni geodetica γ in H, πΓγ denota una geodetica in Γ\H:

se γ1 = γ2 per qualche g ∈ Γ, allora πΓγ1 = πΓγ2. Il flusso geodetico φt su H

è il flusso lungo le geodetiche con velocità v tale che |v| = 1.

Se T 1H denota il fibrato tangente unitario4 su H, allora il flusso geodetico

φt : T 1H → T 1H è dato da

φt(z, v) = (zt, vt) (5.2)

2Di raggio finito
3Che esiste per il seguente Teorema (cfr. [Ber02, CCL99, Ser94]): Ogni varietà connessa

possiede un rivestimento universale
4Cioè l’unione di tutti gli spazi tangenti unitari corrispondenti ai diversi punti di una

varietà differenziabile
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dove zt è un punto a distanza iperbolica t da z lungo la geodetica passante

per z e con vettore unitario v tangente in z, mentre vt è il vettore unitario

tangente alla geodetica nel punto zt.

Naturalmente il flusso πΓ
∗φt(π

Γ
∗ )−1 : T 1(Γ\H) → T 1(Γ\H) indotto dalla

proiezione πΓ
∗ : T 1H → T 1(Γ\H) è il flusso geodetico sul fibrato tangente

unitario della superficie modulare Γ\H. Si denoterà questo flusso geodetico

con φΓ
t .

5.2 Dinamica simbolica del flusso geodetico per

le superfici modulari

Si vuole ora determinare la dinamica simbolica del flusso φt : T 1M → T 1M ,

dove M
def
= SL2(Z)\H.

Per trovare una sezione di Poincaré5 per questo flusso, si consideri l’in-

sieme

S = {z = iy : y ≥ 1} ⊂ H. (5.3)

Per ogni z ∈ S si definisca

Cz = {v ∈ TzH : |v| = 1 t.c. γ(z, v) ∈ A oppure Sγ(z, v) ∈ A}

insieme di vettori tangenti dove γ(z, v) denota la geodetica determinata da

z e v, ed S è l’inversione definita in (3.1). In questo modo, se la geodetica

γ′ intersecasse l’asse immaginario in un punto con y < 1, la geodetica Sγ′ lo

intercetterebbe in un punto con y′ = 1
y
> 1.

5Anche chiamata sezione globale, è una sottovarietà dello spazio considerato di codi-

mensione 1 in cui il flusso, che resta sempre incidente rispetto alla sottovarietà, ritorna

infinite volte nel passato e nel futuro della sua evoluzione
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Allora l’insieme

X =
⋃

z ∈ S

v ∈ Cz

πSL2(Z)
∗ (z, v) ⊂ T 1M

è una sezione di Poincaré per il flusso geodetico su T 1M . Effettivamente quasi

tutte le orbite di φt incrociano X trasversalmente. La mappa ̺ : X → A
definita

̺(πSL2(Z)
∗ (z, v)) = γ(z, v),

̺(πSL2(Z)
∗ (z, v)) = Sγ(z, v)

lascia rispettivamente invariate o scambia le geodetiche γ± con

γ± = (±1,∓1)

che quindi sono coincidenti in X.

Un’orbita φt(z, v) in T 1M è periodica se e solo se le geodetiche γ(z, v) in

H sono fissate da un qualche g ∈ SL2(Z) diverso dall’identità, questo vuol

dire per γ = (γ−∞, γ+∞) che

gγ±∞ = γ±∞.

Dunque se πSL2(Z)
∗ (z, v) ∈ X è un punto di quest’orbita periodica, è anche

un punto periodico della mappa di Poincaré P : X → X con

Px = φr(x)x

dove r : X → R+ denota il tempo di ricorrenza per i punti nella sezione di

Poincaré X, cioè

r(x) = min{t > 0 : φt(x) ∈ X per x ∈ X}.
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Per determinare tale mappa di Poincaré si consideri per x = π
SL2(Z)
∗ (z, v) ∈

X la geodetica γ = (γ−∞, γ+∞) ∈ A tale che ̺(πSL2(Z)
∗ (z, v)) = γ.

Consideriamo una geodetica γ = (γ−∞, γ+∞) ∈ A tale che γ+∞ > 3.

Capire cosa succeda suM è più facile se si riesce a visualizzarlo su H. L’azione

di SL2(Z) su H non fa altro che tassellare lo spazio con triangoli geodetici

equivalenti. Poiché in SL2(Z) sono presenti la traslazione unitaria e tutte

le sue potenze, ogni punto del dominio fondamentale è equivalente al suo

corrispondente per traslazioni a coefficiente intero6. In altre parole tutta una

fascia di H è tassellata da triangoli geodetici asintotici con i lati verticali di

coordinate k
2
, con k intero.

ℜ(z)

ℑ(z)

0 1−1 2 ... n− 1 n

γ

Figura 5.1: Una geodetica di A in H

Questo vuol dire che dopo aver intersecato X, la geodetica considerata,

6Graficamente, traslazioni verso destra e verso sinistra.
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arriva (necessariamente) ad intersecare ℜz = 1
2

e qui viene traslata di −1 in

una geodetica equivalente γ′, a questo punto però γ′−∞ e γ′+∞ hanno entrambi

modulo maggiore di 1 per cui γ′ non appartiene più ad A.

La nuova geodetica attraversa il dominio fondamentale fino ad intersecare

ℜz = 1
2

e di nuovo viene traslata di −1 in un’altra geodetica equivalente γ′′.

Questo si ripete fino a che non si ottiene una qualche geodetica γ(h) tale che

[γ
(h)
+∞] = 0, a questo punto la geodetica ha un estremo tra −1 ed 1. Purtroppo

non appartiene ancora ad A perché tale estremo è γ+∞, ma |γ+∞| < 1 implica

che il flusso geodetico debba attraversare la circonferenza |z| = 1, quindi γ(h)

viene ribaltata da S = −1
z

che ne cambia l’orientazione.

Questa volta, finalmente, la geodetica risultante appartiene ad A e quindi

la sua intersezione con ℜz = 0 fornisce il primo punto di ritorno in X.

Un obiezione riguarda il caso in cui γ+∞ ≈ n + 1, infatti si potrebbe

pensare di operare un’altra traslazione di −1, ma questo porterebbe entrambi

gli estremi γ±∞ ad essere negativi, a quel punto l’unico modo per poter

riportare in A la geodetica è traslarla di 1, annullando di fatto l’ultima

trasformazione.

Sia n < γ+∞ < n+ 1, in base a quanto osservato per la γ(h) è necessaria

una traslazione di −n, allora la geodetica γ′ definita

γ′ = ST−nγ,

dove S e T sono le trasformazioni associate alle matrici definite in (3.1),

appartiene all’insieme A in quanto γ′ = (γ′−∞, γ
′
+∞) è tale che 0 < γ′−∞ < 1

e γ′+∞ < −1. Come è già stato detto, questa geodetica γ′ determinerà un

punto x′ ∈ X e x′ = Px.

Sia ǫ = 1 se γ−∞ < 0 < γ+∞ mentre ǫ = −1 se γ+∞ < 0 < γ−∞. Si può
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dunque identificare la geodetica orientata γ = (γ−∞, γ+∞) ∈ A con

γ = (x1, x2, ǫ)

dove (x1, x2) ∈ I2 = [0, 1] × [0, 1] ed ǫ ∈ {−1, 1}, in modo che γ−∞ = −ǫx2 e

γ+∞ = ǫx−1
1 .

Nella parametrizzazione γ = (x1, x2, ǫ) degli elementi γ ∈ A si può

calcolare esplicitamente la γ′ = (x′1, x
′
2, ǫ

′) come segue:

(x′1, x
′
2, ǫ

′) = P (x1, x2, ǫ) =

(

1

x1
− n,

1

x2 + n
, −ǫ

)

dove n =

[

1

x1

]

.

Non è difficile convincersi che per γ+∞ < −1 vale la stessa formula, basta

ripetere esattamente il ragionamento di prima.

5.3 Irrazionali quadratici e geodetiche chiuse

sulla superficie modulare

Se si recupera dalla sezione §4.2 la mappa di Gauss TG : I → I, allora la

mappa di Poincaré per il flusso geodetico su T 1M può essere scritta come

segue:

P (x1, x2, ǫ) =



TGx1,
1

x2 +
[

1
x1

] , −ǫ



 . (5.4)

Quindi si potrebbe considerare P come una naturale estensione della

mappa di Gauss.

Ovviamente le orbite chiuse di φt : T 1M → T 1M possono essere carat-

terizzate ora con i punti periodici della mappa di Poincaré (5.4). A causa

dell’inversione nella variabile ǫ, possono esistere solo punti periodici di perio-

do pari 2k, quindi la coordinata x1 di un punto x della sezione di Poincaré

X deve essere un punto periodico della mappa di Gauss di periodo 2k. Ma
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T 2k
G x1 = x1 se e solo se x1 ha uno sviluppo in frazioni continue periodico di

periodo 2k, cioè se

x1 = [a1, . . . , a2k]

con ai ∈ N ∀i ∈ [1, 2k].

Applicando 2k volte la mappa P , si deve dunque ottenere di nuovo

(x1, x2, ǫ). Per quanto riguarda x1 ed ǫ non ci sono problemi. Sia, ora,

x2 = [b1, b2, . . . ],

(x1, [b1, b2, . . . ], ǫ) = P (x1, x2, ǫ) = (x1, [a2k, a2k−1, . . . , a1, b1, b2, . . . ], ǫ).

Quindi [b1, b2, . . . ] = [a2k, a2k−1, . . . , a1, b1, b2, . . . ]. Quindi, x = (x1, x2, ǫ) è

un punto periodico di P di periodo 2k se e solo se x2 = [a2k, a2k−1, . . . , a1].

Ma allora, i punti periodici della mappa di Poincaré P del flusso geodetico

φt : T 1M → T 1M sono in corrispondenza biunivoca con l’insieme

Y = {([a1, . . . , a2k], ǫ), ai ∈ N, k ∈ N, ǫ = ±1}.

5.4 Calcolo del periodo delle geodetiche chiuse

Per determinare il periodo della geodetica chiusa corrispondente ad un certo

punto ([a1, . . . , a2k], ǫ), c’è da determinare il suo tempo di ricorrenza rispetto

alla sezione di Poincaré X. Tale tempo di ricorrenza è dato dalla distanza

tra due intersezioni successive dell’orbita con la sezione.

Se γ = (γ−∞, γ+∞) con n ≤ γ+∞ < n+1, si denoti con z1 = iξ il punto di

intersezione di γ con la semiretta ℜz = 0 a con z2 = n + iη l’intersezione di

γ con la semiretta ℜz = n. Si dimostra che la distanza tra questi due punti

è data da

r(x) = log
|γ−∞ − iη||γ+∞ − iξ|
|γ−∞ − iξ||γ+∞ − iη| (5.5)
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dove γ incontra X nel punto x = (z1, v1) e v1 è il vettore tangente a γ in z1

(cfr. [MS93]).

Se i punti base della geodetica γ = (γ−∞, γ+∞) sono dati da

γ−∞ = [a0, a−1, a−2, . . . ], γ+∞ = [a1; a2, a3, . . . ] (5.6)

si ricava con una quantità incredibile di calcoli che

r(x) = −1

2
log([a1.a2, . . . ] · [a0, a−1, a−2, . . . ] · [a2, a3, . . . ] · [a1, a0, a−1, . . . ]).

Per una geodetica periodica γ con γ−1
+∞ = [a1, a2, . . . , a2k] e dunque con

γ−∞ = −[a2k, a2k−1, . . . , a1], si ricava che il periodo l(γ), dato dalla somma

dei tempi di ricorrenza, è

l(γ) = −1

2

2k
∑

r=1

log [ar, ar+1, . . . , a2k, a1, . . . , ar−1] · [ar−1, ar−2, . . . , a1, a2k, a2k−1, . . . , ar] ·

·[ar+1, ar+2, . . . , a2k, a1, a2, . . . , ar] · [ar, ar−1, . . . , a1, a2k, a2k−1, . . . , ar+1].

Sfruttando un risultato di Legendre, per la precisione

2k
∏

r=1

[ar, ar+1, . . . , a2k, a1, . . . , ar−1] =
2k
∏

r=1

[ar, ar−1, . . . , a1, a2k, . . . , ar, ar+1]

si ottiene che il periodo l(γ) di una geodetica periodica γ è:

l(γ) = log

2k
∏

r=1

[ar, ar+1, . . . , a2k, a1, . . . , ar−1].
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Capitolo 6

Alcuni appunti sulla mappa di

Gauss

La trasformazione di Gauss, già definita nella sezione §4.2, ha inaspettata-

mente messo in luce una enorme quantità di proprietà interessanti riguardo

agli ambiti più disparati. In particolare ce ne sono alcune che riguardano le

funzioni continue e le geodetiche chiuse che vale la pena cercare.

6.1 Prime proprietà strutturali

Si noti che TG mappa monotonamente e con continuità gli intervalli
(

1
n+1

, 1
n

]

in [0, 1) ed è discontinua in 1
n
∀n ∈ N (Figura 6.1).

Un’altra particolarità è che i punti fissi di TG sono 0 e tutti i numeri che

hanno lo sviluppo in frazioni continue di periodo 1.

Il punto chiave sta nella misura µ trovata da Gauss che è invariante per

TG. Si consideri un intervallo A = (a, b) ⊂ (0, 1), la misura di Gauss µ per
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0

1

11
2

1
3

1
4

Figura 6.1: La mappa di Gauss

tale intervallo è

µ(A) =
1

log(2)

∫ b

a

dx

1 + x
=

1

log(2)
log

(

1 + b

1 + a

)

. (6.1)

È chiaro che si tratta di una misura e che gli insiemi di misura 0 della

misura di Gauss sono insiemi di misura 0 anche per la misura di Lebesgue λ,

quindi tutto ciò che è definito µ-q.o. è definitio λ-q.o..

Teorema 6.1 La misura µ definita in (6.1) è TG-invariante, cioè µ(T−1
G (A)) =

µ(A) per ogni intervallo aperto A ⊂ (0, 1).

Dim. Per provare l’invarianza si noti che la preimmagine di (a, b) è data

dall’unione di un numero infinito di intervalli disgiunti.
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Nell’intevallo
(

1
n+1

, 1
n

)

, la preimmagine è
(

1
n+b

, 1
n+a

)

. Quindi si ha

µ(T−1
G ((a, b))) = µ

(

+∞
⋃

n=1

(

1

n+ b
,

1

n + a

)

)

=

=
1

log(2)

+∞
∑

n=1

log

(

n + a+ 1

n+ a
,

n+ b

n + b+ 1

)

= µ((a, b)).

. �

Si noti che in generale µ(TG(A)) 6= µ(A).

6.2 Breve revisione del rapporto tra frazioni

continue e mappa di Gauss

È evidente, riprendendo quanto visto nel Capitolo 4 e nel precedente, lo

stretto rapporto che lega gli sviluppi in frazioni continue e la mappa di Guss.

In effetti, per ogni x ∈ (0, 1], si ha x = 1

[ 1
x ]+TGx

.

Lemma 6.2 [a1, a2, . . . , an + t] = pn+tpn−1

qn+tqn−1

Dim. Sia n = 1, poiché p1 = 1, p0 = 0, q1 = a1, q0 = 1, si ha:

p1 + tp0

q1 + tq0
=

1 + t · 0
a1 + t · 1 .

Si consideri ora il caso n + 1 supponendo vera l’ipotesi induttiva. Se si

definisce s = 1
an+1+t

, è ovvio che

1

a1 + 1
a2+ 1

···+an+ 1
an+1+t

=
1

a1 + 1
a2+ 1

···+an+s

,

77



cioè [a1, a2, · · · , an, an+1 + t] = [a1, a2, · · · , an + s] = pn+spn−1

qn+sqn−1
per l’ipotesi

induttiva. Sostituendo si ottiene

pn + spn−1

qn + sqn−1
=
pn +

(

1
an+1+t

)

pn−1

qn +
(

1
an+1+t

)

qn−1

=
an+1pn + pn−1 + tpn
an+1 + qn−1 + tqn

=
pn+1 + tpn
qn+1 + tqn

.

. �

Più in generale, si è già visto che se T n−1
G x 6= 0, definendo ai =

[

1
T i−1

G
x

]

≥ 1

per 1 ≤ i ≤ n, si ha x = [a1, . . . , an−1, an + T nGx]. Dunque,

x =
pn + T nG(x)pn−1

qn + T nG(x)qn−1
.

Per dimostrare il prossimo importante teorema, è necessario introdurre

alcune nuove definizioni.

Data una successione {bk}k=1,...,n ⊂ N, sia

∆b1,...,bn = {x ∈ (0, 1] : ak(x) = bk, k = 1, . . . , n}.

L’intervallo ∆b1,...,bn è l’immagine dell’intervallo [0, 1) rispetto alla mappa

ψb1,...,bn definita

ψb1,...,bn(t) = [b1, . . . , bn−1, bn + t].

Ovviamente, se n è dispari, ψb1,...,bn è decrescente; se n è pari è crescente.

Fissato x ∈ ∆b1,...,bn, ∃t ∈ [0, 1) tale che

x = ψb1,...,bn(t) =
pn + tpn−1

qn + tqn−1
.

Quindi, se n è pari,

∆b1,...,bn =

[

pn
qn
,
pn + pn−1

qn + qn−1

)

,
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mentre se n è dispari

∆b1,...,bn =

(

pn + pn−1

qn + qn−1

,
pn
qn

]

.

Se λ è la misura di Lebesgue, per il Teorema 4.13,

λ(∆b1,...,bn) = (qn(qn + qn−1))
−1 ≤ (2n2 − n)−1 ⇉ 0.

Teorema 6.3 pn(x) = qn−1(TGx) per ogni n ≥ 1 e per x ∈ [0, 1].

Dim. Se n = 1, si ha 1 = p1(x) = q0(TGx) = 1, vero.

Se n = 2, si ha a2(x) = p2(x) = q1(TGx) = a1(TGx) = a2(x), vero.

Si supponga la tesi vera per n−2 ed n−1. Sfruttando l’ipotesi induttiva,

si ha che

pn(x) = an(x)pn−1(x) + pn−2 =

= an(x)qn−2(TGx) + qn−3(TGx) =

= an−1(TGx)qn−2(TGx) + qn−3(TGx) = qn−1(TGx).

. �

6.3 Ergodicità della trasformazione di Gauss

Teorema 6.4 La trasformazione di Gauss è ergodica rispetto alla misura

di Gauss µ.

Dim. Per una misura ν e due insiemi misurabili A e B tali che ν(B) 6= 0,

si definisce ν(A|B) = ν(A∩B)
ν(B)

la misura condizionata.
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Sia (b1, . . . , bn) una n-upla di interi positivi fissati. Siano, poi, ∆n =

∆b1,...,bn e ψn = ψb1,...,bn.

La lunghezza di ∆n è ±(ψn(1), ψn(0)), e per 0 ≤ x < y ≤ 1,

λ({z : x ≤ T nG(z) < y} ∩ ∆n) = ±(ψn(y) − ψn(x)),

dove il segno dipende dalla parità o dalla disparità di n. A questo punto, si

ottiene

λ(T−n
G ([x, y))|∆n) =

ψn(y) − ψn(x)

ψn(1) − ψn(0)
=

= (y − x) · qn(qn + qn−1)

(qn + xqn−1)(qn + yqn.1)
.

Indubbiamente (y − x) = λ([x, y)).

Inoltre, per il Teorema 4.6,

qn(qn + qn−1)

(qn + xqn−1)(qn + yqn.1)
≤ qn(qn + qn−1)

qnqn
=
qn + qn−1

qn
= 1 +

qn−1

qn
≤ 2

e

qn(qn + qn−1)

(qn + xqn−1)(qn + yqn.1)
≥ qn(qn + qn−1)

(qn + qn−1)(qn + qn−1)
=

qn
qn + qn−1

=
1

1 + qn−1

qn

≥ 1

2
.

Quindi il secondo fattore a destra è compreso tra 1
2

e 2. Che implica

1

2
λ([x, y)) ≤ λ(T−n

G ([x, y))|∆n) ≤ 2λ([x, y)).

Dunque gli intervalli [x, y) generano la σ-algebra

1

2
λ(A) ≤ λ(T−n

G (A)|∆n) ≤ 2λ(A) (6.2)

per ogni insieme misurabile A ⊂ [0, 1].

Poiché la densità della misura di Gauss µ è compresa tra 1
2 log(2)

ed 1
log(2)

,

1

2 log(2)
λ(A) ≤ µ(A) ≤ 1

log(2)
λ(A),
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quindi, per la (6.2), si ha

1

4
µ(A) ≤ µ(T−n

G (A)|∆n) ≤ 4µ(A)

per ogni A ⊂ [0, 1] misurabile.

Sia A un insieme TG-invariante con µ(A) > 0. Allora 1
4
µ(A) ≤ µ(A|∆n),

o, equivalentemente, 1
4
µ(∆n) ≤ µ(∆n|A). Poiché gli intervalli ∆n generano

la σ-algebra, 1
4
µ(B) ≤ µ(B|A) per ogni insieme misurabile B. Scegliendo

B = [0, 1]\A si ottiene che µ(A) = 1.

. �

6.4 Il teorema ergodico di Birkhoff

Prima di arrivare a capire l’importanza di questo teorema nella teoria dei

numeri, è necessaria un’ultima premessa.

Un importante risultato della Teoria Ergodica dei Sistemi Dinamici (cfr. [Isoa,

SKF82]) afferma che :

Teorema 6.5 (Teorema Ergodico di Birkhoff) Sia (X,F , µ) uno spa-

zio di probabilità, sia T : X → X una trasformazione che conserva la misura

e sia f ∈ L1(X,F , µ).

Allora,

1. il limite limn→∞
1
n

∑n−1
k=0 f(T kx) esiste µ-q.o.

2. se f ∈ Lp(X,F , µ), 1 ≤ p < ∞, il suddetto limite definisce una

funzione f̄ ∈ Lp(X,F , µ) che soddisfa

f̄(Tx) = f̄(x), µ-q.o.

lim
n→∞

∥

∥

∥

∥

∥

1

n

n−1
∑

k=0

f ◦ T k − f̄

∥

∥

∥

∥

∥

p

= 0.
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3. Se A ∈ F soddisfa T−1A = A allora
∫

A
fdµ =

∫

A
f̄dµ (e pertanto si ha

anche
∫

X
fdµ =

∫

X
f̄dµ).

6.5 Teoria dei numeri e mappa di Gauss

L’ergodicità della mappa di Gauss comporta alcuni importanti risultati di

teoria dei numeri.

Teorema 6.6 Per quasi ogni x ∈ [0, 1] (rispetto alla misura di Gauss µ o

alla misura di Lebesgue), si ha che:

• ogni intero k ∈ N compare nella sequenza a1(x), a2(x), . . . con frequenza

asintotica
1

log(2)
log

(

k + 1

k

)

;

• lim
n→∞

1

n
(a1(x) + · · ·+ an(x)) = ∞;

• lim
n→∞

n
√

a1(x)a2(x) · · ·an(x) =
∞
∏

k=1

(

1 +
1

k2 + 2k

)
log(k)
log(2)

;

• lim
n→∞

log(qn(x))

n
=

π2

12 log(2)
, in altre parole qn ∽ e

nπ2

12 log(2) .

Dim. .

• Sia f la funzione caratteristica dell’intervallo semiaperto
[

1
k
, 1
k+1

)

. Al-

lora an(x) = k se e solo se f(T nG(x)) = 1. Per il Teorema Ergodico di

Birkhoff, per quasi ogni x,

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

i=0

f(T iG(x)) =

∫ 1

0

fdµ = µ

([

1

k
,

1

k + 1

))

=
1

log(2)
log

(

k + 1

k

)

.
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• Sia f(x) =
[

1
x

]

, cioè f(x) = a1(x). Si noti che
∫ 1

0
f(x)
1+x

dx = ∞, infatti

f(x) = 1
x
−
{

1
x

}

> 1−x
x

e
∫ 1

0
1−x

x(1+x)
dx =

∫ 1

0
2x+1−3x
x(1+x)

dx = ∞. Per N > 0,

si definisca

fN (x) =







f(x) se f(x) ≤ N,

0 altrimenti.

Allora, per ogni N > 0 e per quasi ogni x,

lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

f(T kG(x)) ≥ lim inf
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

fN(T kG(x)) =

= lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

fN(T kG(x))

=
1

log(2)

∫ 1

0

fN(x)

1 + x
dx.

La conclusione segue dal fatto che limN→∞
∫ 1

0
fn(x)
1+x

dx→ ∞.

• Sia f(x) = log(a1(x)) = log(
[

1
x

]

).

Innanzitutto f ∈ L1([0, 1], µ), infatti

∫ 1

0

log(
[

1
x

]

)

1 + x
dx ≤

∫ 1

0

log( 1
x
)

1 + x
dx = −

∫ 1

0

log(x)

1 + x
dx

che, come si vedrà nel prossimo punto, è finito.

Per il Teorema Ergodico di Birkhoff,

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

log(ak(x)) =
1

log(2)

∫ 1

0

f(x)

1 + x
dx =

=
1

log(2)

∞
∑

k=1

∫ 1
k

1
k+1

log(k)

1 + x
dx =

=
∞
∑

k=1

log(k)

log(2)
· log

(

1 +
1

k2 + 2k

)

.

Elevando alla “e” a destra e a sinistra si ottiene la tesi.
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• Grazie al Teorema 6.3 si può affermare che

1

qn(x)
=
pn(x)

qn(x)

pn−1(TGx)

qn−1(TGx)
. . .

p1(T
n−1
G x)

q1(T
n−1
G x)

.

Quindi

−1

n
log(qn(x)) =

1

n

n−1
∑

k=0

log

(

pn−k(T
k
G(x))

qn−k(T
k
G(x))

)

=

=
1

n

n−1
∑

k=0

log(T kG(x)) +
1

n

n−1
∑

k=0

(

log
pn−k(T

k
G(x))

qn−k(T
k
G(x))

− log(T kG(x))

)

.

Segue dal Teorema Ergodico di Birkhoff che il primo termine converge

quasi ovunque a 1
log(2)

∫ 1

0
log(x)
1+x

dx.

1

log(2)

∫ 1

0

log(x)

1 + x
dx =

1

log(2)

[

log(x) log(1 − x) −
∫

log(1 + x)

x
dx

]1

0

=

= − 1

log(2)

∫ 1

0

log(1 + x)

x
dx =

= − 1

log(2)

∫ 1

0

1

x

(

x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·

)

dx =

= − 1

log(2)

∫ 1

0

(

1 − x

2
+
x2

3
− x3

4
+ · · ·

)

dx =

= − 1

log(2)

[

x− x2

4
+
x3

9
− x4

16
+ · · ·

]1

0

=

= − 1

log(2)

(

1 − 1

4
+

1

9
− 1

16
+ · · ·

)

=

= − 1

log(2)

( ∞
∑

n=1

1

n2
+

∞
∑

n=1

1

2n2

)

=

= − 1

log(2)

( ∞
∑

n=1

1

n2
+

1

2

∞
∑

n=1

1

n2

)

=

= − 1

log(2)

(

π2

6
− π2

12

)

= − π2

12 log(2)
.

Resta da verificare che il secondo termine tende a 0. Innanzitutto si

noti che, applicando il teorema del valor medio, se x ≤ y ∈ (0, 1), si ha

|log(x) − log(y)| ≤ 1

x
|y − x| =

∣

∣

∣

y

x
− 1
∣

∣

∣
.
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Se si applica tale ragionamento si ottiene
∣

∣

∣

∣

log
pn−k(T

k
G(x))

qn−k(T kG(x))
− log(T kG(x))

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

log(T kG(x)) − log
pn−k(T

k
G(x))

qn−k(T kG(x))

∣

∣

∣

∣

≤

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T kG(x)
pn−k(T k

G
(x))

qn−k(T k
G

(x))

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ora, pn−k(T k
G(x))

qn−k(T k
G

(x))
·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T k
G(x)

pn−k(Tk
G

(x))

qn−k(Tk
G

(x))

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
T kG(x) − pn−k(T k

G(x))

qn−k(T k
G

(x))

∣

∣

∣
ma dal Teore-

ma 4.20, si ricava che
∣

∣

∣
x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣
≤ 1

q2n
≤ 1

n2 → 0.

Poiché pn−k(T k
G(x))

qn−k(T k
G

(x))
→ T kG(x) ∈ (0, 1), necessariamente

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T kG(x)
pn−k(T k

G
(x))

qn−k(T k
G

(x))

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−→ 0.

In conclusione
(

log
pn−k(T k

G(x))

qn−k(T k
G

(x))
− log(T kG(x))

)

è una quantità limitata

e le somme sono assolutamente convergenti ad un numero H finito;

moltiplicando H per 1
n

e mandando n→ ∞ si ottiene la tesi.

• Per quest’ultimo punto del teorema c’è un altra dimostrazione, propo-

sta dal professor Isola, decisamente più bella.

Si ha

x =
pn + T nG(x)pn−1

qn + T nG(x)qn−1

, (6.3)

pertanto

T nG(x) = − qnx− pn
qn−1x− pn−1

= − fn
fn−1

(6.4)

dove si sono introdotti i numeri fn = qnx− pn. Allora

fn =

n
∏

k=0

T kG(x),
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per il Teorema Ergodco di Birkhoff, si ha che

lim
n→∞

1

n
log fn =

∫ 1

0

log(x)µ(dx) = − π2

12 log(2)

µ-quasi ogni x ∈ [0, 1] (che significa quasi ovunque in quanto µ è

assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue)1.

Essendo [(T nG(x))−1] = an+1 e quindi an+1 ≤ (T nG(x))−1 ≤ an+1 + 1,

un’altra conseguenza2 della (6.3), è che

1

an+1 + 1
<

qn
qn + qn+1

< qnfn <
qn
qn+1

<
1

an+1

e quindi, usando la (6.4),

1

2
< qnfn < 1

da cui segue la tesi.

.

. �

Un’interessante conseguenza di questo teorema è la determinazione della

velocità con cui i convergenti di una frazione continua approssimano il loro

limite x.

Sia x = [a1, a2, . . . , an + t] con t ∈ (0, 1). Ovviamente

x− pn
qn

=
pn + tpn−1

qn + tqn−1

− pn
qn

= t
(−1)n

qn(qn + tqn−1)
=

(−1)n

qn(
1
t
qn + qn−1)

,

si noti che an+1 ≤ 1
t
≤ an+1 + 1, dunque

1

qn((an+1 + 1)qn + qn−1)
≤
∣

∣

∣

∣

x− pn
qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qn(an+1qn + qn−1)
,

1La convergenza dell’integrale è già stata dimostrata in percedenza.
2Si verifica come la (6.5)
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da cui, sfruttando la ormai nota relazione di ricorrenza, si ottiene

1

qn(qn+1 + qn)
≤
∣

∣

∣

∣

x− pn
qn

∣

∣

∣

∣

≤ 1

qnqn+1

. (6.5)

Corollario 6.7
1

n
log

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

−→ − π2

6 log(2)
µ-q.o.

Dim. Per quanto osservato fin qui, si ha

− log

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

≥ log(qn) + log(qn+1 + qn)

e

− log

∣

∣

∣

∣

x− pn(x)

qn(x)

∣

∣

∣

∣

≥ log(qn) + log(qn+1).

Ma log(qn + qn+1) ∈ (log(2qn), log(2qn+1)), da cui segue direttamente il

risultato.

. �

Un’altra interessante applicazione di quanto osservato è quella che fornisce

la probabilità che un numero scelto a caso abbia uno sviluppo in frazione

continua che comincia in un certo modo.

La misura di Gauss µ è una misura di probabilità, integrando nell’inter-

vallo ∆a1,...,an
si conosce la misura (di probabilità) dell’intervallo che contiene

tutti i numeri che hanno lo sviluppo in frazione continua che comincia per

[a1, . . . , an]. Che è esattamente quello che si sta cercando.

Banalmente, se si vuole la probabilità che a1(x) = m ∈ N, basta calcolare

1

log(2)

∫ 1
m

1
m+1

dx

1 + x
=

1

log(2)

(

log

(

1 +
1

n

)

− log

(

1 +
1

n+ 1

))

=

=
1

log(2)
log

(

(n+ 1)2

n(n+ 2)

)

=

=
1

log(2)
log

(

1 +
1

n(n+ 2)

)

.
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Si supponga ora che x ∈ ∆a1,...,an
. Si supponga n dispari, l’integrale da

calcolare, in base alle osservazioni fatte in questo capitolo, è

1

log(2)

∫ ψa1,...,an(0)

ψa1,...,an(1)

dx

1 + x
=

1

log(2)

(

log

(

1 +
pn
qn

)

− log

(

1 +
pn + pn−1

qn + qn−1

))

=

=
1

log(2)
log

(

qn(qn + pn + qn−1) + pnqn−1

qn(qn + pn + qn−1) + qnpn−1

)

.

In caso di n pari basta un meno davanti alla formula precedente.

Le proprietà della trasformazione di Gauss non si esauriscono in quelle

mostrate in questa breve panoramica. Ce ne sono molte altre che entrano

fin nel profondo della distribuzione dei numeri primi, andando ad intrecciarsi

con la ζ di Riemann, e degli irrazionali quadratici, in cui entrano anche nel

merito del periodo r(x) delle geodetiche chiuse.

Il limite l(x) = limn→∞
log(qn(x))

n
, che si è visto convergere µ-q.o. a π2

12 log(2)
,

è chiamato costante di Lévy. Per quanto riguarda gli irrazionali quadratici, si

può dimostrare che, se r(x) è il periodo della geodetica chiusa corrispondente

ad x,
∑

r(x)<X

l(x) è asintoticamente equivalente a
1

4
eX

quando X → ∞.

Si vedrà nel prossimo capitolo come la mappa di Gauss permetta in

qualche modo di instaurare un legame tra le geodetiche chiuse e quindi gli

irrazionali quadratici e le geodetiche aperte3 ed i numeri razionali.

6.6 Un’ultima curiosità

Fin qui si è messo in luce come ci sia un profondo legame tra la mappa

di Gauss e la teoria dei numeri. In effetti la sua centralità nello studio e
3Dette di scattering.
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nell’analisi delle frazioni continue la rende uno strumento indispensabile per

indagare le leggi che si nascondono dietro la struttura stessa dei numeri.

C’è però un risultato, molto semplice da ricavare, ma strabiliante, forse

inaspettato, che rende definitivamente palese che questa trasformazione, così

apparentemente innocua può essere un punto di vista privilegiato per l’analisi

delle proprietà dei numeri, arrivando addirittura ad entrare in merito ad uno

dei problemi che stanno mettendo in difficoltà ormai da moltissimo tempo le

menti dei più brillanti matematici.

Non si può quindi evitare di mostrare il seguente risultato.

ζ(s) =

+∞
∑

n=1

1

ns
=

+∞
∑

n=1

s

∫ +∞

n

dy

ys+1
= ⊛

Si definisca

ϕn(y) =







0 se y ≤ n

1 altrimenti

dunque si può scrivere

⊛ = s
+∞
∑

n=1

∫ +∞

1

ϕn(y)

ys+1
dy = ⊛⊛,

poiché gli intergrali sono limitati, ed il limite per n→ ∞ è 0, è vero che

⊛⊛ = s

∫ +∞

1

(

+∞
∑

n=1

ϕn(y)

ys+1

)

dy =

= s

∫ +∞

1

(

+∞
∑

n=1

ϕn(y)

)

1

ys+1
dy =

= s

∫ +∞

1

(

∑

n≤y
1

)

1

ys+1
dy = ⊛ ⊛ ⊛

A questo punto

⊛ ⊛ ⊛ = s

∫ +∞

1

[y]

ys+1
dy = s

∫ +∞

1

y − {y}
ys+1

dy =

=
s

s− 1
− s

∫ +∞

1

{y}
ys+1

dy = ⊛ ⊛ ⊛⊛
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Sia y = 1
x
, l’integrale diventa

⊛ ⊛ ⊛⊛ =
s

s− 1
− s

∫ 0

1

{

1
x

}

(

1
x

)s+1 · −dx

x2
=

=
s

s− 1
− s

∫ 1

0

TG(x)xs−1dx.

Dunque

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∫ 1

0

TG(x)xs−1dx

cioè la mappa di Gauss interviene in uno degli sviluppi analitici della funzione

Zeta di Riemann che è legata in maniera indissolubile alla distribuzione dei

numeri primi.
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Capitolo 7

La tassellazione di Farey e le

geodetiche di scattering

Prima di poter arrivare al dunque è necessario introdurre altri costrutti che

faranno da tramite tra mappa di Gauss e geodetiche chiuse e mappa di Farey

e geodetiche di scattering.

7.1 La mappa di Farey e i numeri razionali

7.1.1 I convergenti di Farey

Ormai è ben chiaro che per ogni n ≥ 1 e per ogni r ≥ 1 si ha

[a1, a2, . . . , an +
1

r
] =

rpn + pn−1

rqn + qn−1

.

È evidente che se r = an+1 dalla formula precedente si ottiene pn+1

qn+1
.

Si supponga, allora, che 1 ≤ r ≤ an+1. Per n ≥ 1, gli insiemi

{

rpn + pn−1

rqn + qn−1

}

1≤r≤an+1
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si chiamano n-esimi convergenti di Farey per il numero reale x ∈ [0, 1).

Per poter approfondire il discorso, è utile definire una nuova operazione.

Si considerino due razionali a
b
< a′

b′
, si chiama somma di Farey il mediante

dato da
a

b
⊕ a′

b′
=
a+ a′

b+ b′
=
a′′

b′′
.

È questione di un semplice calcolo osservare che a′′

b′′
appartiene all’inter-

vallo aperto
(

a
b
, a

′

b′

)

.

Se a′b− ab′ = ±1, a
b

e a′

b′
si chiamano intorni di Farey. Due intorni di Fa-

rey definiscono un intervallo di Farey, ognuno di questi intervalli può essere

etichettato in maniera univoca dal mediante degli intorni.

Riorganizzando quanto formulato, si può fare un parallelismo con i con-

vergenti precedentemente definiti. Si definiscano

tn,r
sn,r

=
rpn + pn−1

rqn + qn−1
,

per n ≥ 1 ed 1 ≤ r ≤ an+1 si può osservare che

tn,r+1

sn,r+1
=

rpn + pn−1

rqn + qn−1
=

=
(r + 1)pn + pn−1

(r + 1)qn + qn−1
=

=
rpn + pn−1 + pn
rqn + qn−1 + qn

=

=
rpn + pn−1

rqn + qn−1
⊕ pn
qn

=

=
tn,r
sn,r

⊕ pn
qn
.

Dunque non c’è da stupirsi se

qntn,r − pnsn,r = qnpn−1 − pnqn−1 = (−1)n. (7.1)
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Questo vuol dire, però, che per ogni n ≥ 1, ogni convergente di Farey tn,r

sn,r

è un intorno di Farey di pn

qn
i cui intervalli di Farey corrispondenti decrescono

al crescere di r.

Più precisamente, sfruttando di nuovo la formula di Lagrange, si ottiene

facilmente1 che
∣

∣

∣

∣

pn
qn

− rpn + pn−1

rqn + qn−1

∣

∣

∣

∣

=
1

qn(rqn + qn−1)
(7.2)

Ma allora i convergenti di Farey tn,r

sn,r
sono la migliore approssimazione

razionale “unilaterale”2 di x il cui denominatore non superi sn,r3.

Quando r, crescendo, raggiunge an+1, si ottiene un nuovo convergente
pn+1

qn+1
.

L’algoritmo che genera la sequenza di convergenti di Farey di un numero

reale dato è detto algoritmo lento per le frazioni continue.

7.1.2 L’albero di Farey

Si supponga di voler costruire un “albero” F procedendo in questo modo:

1. Ogni colonna contiene un solo elemento.

2. La riga “0” contiene 0
1

e 1
1
.

3. La prima riga contiene solo 1
2
.

4. Ogni riga successiva definisce il doppio degli elementi in colonna della

riga precedente.

1Esattamente con lo stesso procedimento utilizzato per le frazioni continue.
2Nel senso che restano sempre minori o sempre maggiori del valore che approssimano.
3Naturalmente, essendo r < an+1, può esserci un convergente “standard” con

denominatore minore di sn,r e più vicino ad x ma “dall’altro lato rispetto ad x”
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5. Nessuna riga è definita finché non lo è quella che la precede. Cioè l’n-

esima riga dipende solamente dalle colonne definite dalle n − 1 righe

precedenti.

6. Ogni elemento che definisce una colonna ha come numeratore (risp.

denominatore) la somma dei numeratori (risp. denominatori) delle fra-

zioni che definiscono le colonne immediatamente a sinistra e destra

dell’elemento stesso.

7. Tutti gli elementi sono nei loro termini ridotti4.

La stessa macchinosa costruzione può essere formalizzata come segue.

Fissato l ≥ 1, sia Fl la sequenza crescente di frazioni irriducibili tra 0 ed

1 costruite qui sotto:

• si ponga F1 =
(

0
1
, 1

1

)

,

• allora Fl si ottiene da Fl−1 inserendo tra ogni coppia di intorni di Farey

a
b

ed a′

b′
, la loro somma di Farey a′′

b′′
.

Quindi

F2 =

(

0

1
,
1

2
,
1

1

)

F3 =

(

0

1
,
1

3
,
1

2
,
2

3
,
1

1

)

F4 =

(

0

1
,
1

4
,
1

3
,
2

5
,
1

2
,
3

5
,
2

3
,
3

4
,
1

1

)

e così via. Gli elementi di Fl sono chiamati frazioni di Farey. Fissato l ≥ 1,

si dice che la frazione di Farey x ha rango l se x ∈ Fl+1\Fl. Si definisce

rango(0
1
) = rango(1

1
) = 0.

Per ogni l ≥ 1 ci sono esattamente 2l−1 frazioni di Farey di rango l e la

loro somma è pari a 2l−2 (cfr. [Lag01]).

L’albero F di cui si parlava sopra si chiama Albero di Farey e può essere

costruito come segue:

4Il numeratore ed il denominatore sono primi tra loro.
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• ogni colonna in F contiene solamente un nodo5;

• per ogni l ≥ 1, la riga l è Fl\Fl−1;

• il nodo a+a′

b+b′
, che rappresenta l’intervallo di Farey

[

a
b
, a

′

b′

]

, è collegato da

un arco ai due figli che genera, rispettivamente 2a+a′

2b+b′
a sinistra e a+2a′

b+2b′

a destra.

Figura 7.1: L’albero di Farey

Ogni numero razionale in (0, 1) appare esattamente una volta in questa

costruzione ed ogni numero reale in (0, 1) corrisponde ad un percorso6 lungo

nodi collegati.

5elemento
6finito o infinito
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7.1.3 Codifiche

Quando nella sezione §4.3 si sono introdotti i convergenti delle frazioni con-

tinue, definendo

A =





1 0

1 1



 e B =





1 1

0 1



 (7.3)

ed osservando che

BAk−1 =





k 1

1 0



 ,

si sarebbe potuto notare che


































p1 p0

q1 q0



 = Aa1





pn+1 pn

qn+1 qn



 = Aa1BAa2−1 . . . BAan+1−1, n ≥ 1

(7.4)

A questo punto si può notare anche che i convergenti di Farey non sono

altro che i prodotti intermedi delle matrici A, per essere più chiari




tn,r pn

sn,r qn



 = Aa1BAa2−1 . . . BAr−1.

D’altra parte, se si definiscono

C = A =





1 1

0 1



 e D =





0 1

1 1



 (7.5)

Etichettando gli archi con C e D, con D sull’arco che collega al figlio con

denominatore maggiore, i prodotti tra tali matrici appena definite, con la

prima D soppressa, determinano un cammino lungo l’albero di Farey.

Inoltre




pn+1 pn

qn+1 qn



 = DCa1−1DCa2−1 . . .DCan−1.
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La mappa di Gauss TG è uno shift per lo sviluppo in frazioni continue.

Quale è il significato dello shift lungo un intero percorso sull’albero di Farey?

0

1

11
2

Figura 7.2: La mappa di Farey

Si può già osservare che TG è lo “shift alla D successiva” nello sviluppo in

forma matriciale. Lo shift su {C,D}N, chiamato mappa di Farey, corrisponde

ad una funzione F : [0, 1] → [0, 1] definita

U(x) =







x
1−x , se 0 ≤ x ≤ 1

2

1−x
x
, se 1

2
≤ x ≤ 1

(7.6)

Con l’albero di Farey, si viene a creare la corrispondenza

{C,D}N, σ ↔ [0, 1], U

tramite la relazione

Ca1−1DCa2−1D · · · ↔ x = [a1, a2, . . . ].

Quindi, se x = [a1, a2, a3, . . . ], F (x) = [a1 − 1, a2, a3, . . . ]. Così, se x ∈
[

1
2
, 1
]

, si ha a1 = 1 e quindi x ∼ DCa2−1D . . . , cioè se x ∈
[

1
2
, 1
]

la prima

etichetta di Farey per x è D.
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In altre parole, la mappa di Gauss TG è la mappa di primo ritorno F ∗(x)

di F (x) in
[

1
2
, 1
]

!

0

1

11
2

1
3

2
3

0

1

11
2

1
3

2
3

1
4

3
4

2
5

3
5

Figura 7.3: Due iterate della mappa di Farey

Il nome mappa di Farey può essere ricondotto anche all’osservazione (fa-

cilmente verificabile) per cui l’insieme delle preimmagini ∪lk=0F
−k(0) coincide

con Fl per ogni l ≥ 1. Si noti anche che l’l-esima riga dell’albero di Farey

è precisamente F−(l−1)
(

1
2

)

, che implica, in particolare, che ∪∞
k=0F

−k(0) =

Q ∩ [0, 1].

7.2 La tassellazione di Farey e le geodetiche di

scattering

È ormai chiaro che identificando i punti corrispondenti nella frontiera di F̄ ,

definito nel Teorema 3.13, si ottiene la superficie di Riemann SL2(Z)\H che

ha volume finito.

Ma l’azione del gruppo modulare su H non è libera, ad esempio il punto

i ∈ H è un punto fisso dell’ormai famosa inversione S tale che z 7→ −1
z
.
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Si consideri ora la cosiddetta Tassellazione di Farey, il cui dominio fon-

damentale G =
{

z ∈ H : 0 < ℜ(z) < 1,
∣

∣z − 1
2

∣

∣ > 1
2

}

è l’interno del triangolo

geodetico di vertici 0, 1 ed ∞ già visto nella sezione §2.5. Ovviamente l’area

di G è il triplo di quella di F .

Un fatto interessante è che la trasformazione associata a Q =





0 1

−1 0





costituisce una permutazione ciclica delle tre cuspidi in 0, 1 e ∞.

Se si concentra l’attenzione sulle matrici dell’insieme

U = {I} ∪











a b

c d



 ∈ SL2(Z) : 0 ≤ a ≤ c, 0 ≤ b ≤ d







si può osservare che mappano i tre vertici (0, 1,∞) rispettivamente in se stessi

e in
(

b

d
,
a + b

c + d
,
a

c

)

dove 0 ≤ b

d
≤ a + b

c+ d
≤ a

c
≤ 1.

È evidente che in questo modo le cuspidi possono essere trasformate in un

qualunque numero razionale minore di 1 e che quindi l’immagine di G rispetto

alle matrici in U forma una tassellazione della striscia {z ∈ H : 0 ≤ ℜ(z) ≤ 1}
(Figura 7.4).

Per il Teorema 3.12, (Q∩ [0, 1])∪{∞} è l’insieme delle cuspidi di SL2(Z)

se consideriamo soltanto la striscia {z ∈ H : 0 ≤ ℜ(z) ≤ 1}.

Si prendano quindi in considerazione le geodetiche di scattering γ p

q
in H

associate alle matrici M ∈ U che da ∞ raggiungono la cuspide centrale di

M(G). Tali geodetiche sono verticali ed hanno parte reale p

q
, dove p = a+ b

e q = c+ d.

Si consideri γ1 come la prima geodetica ottenuta in questo modo, ta-

le curva ha parte reale 1. L’obbiettivo è di confrontare la lunghezza delle

geodetiche γ p

q
con quella di γ1.
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0 10 1 ℜ(z)ℜ(z)

ℑ(z)ℑ(z)

1
2
1
2

Figura 7.4: Tassellazione di Farey della striscia {z ∈ H : 0 ≤ ℜ(z) ≤ 1}

Ovviamente, la lunghezza di tali geodetiche è infinita; stranamente la loro

differenza sarà una quantità finita ben definita.

Prima di entrare nel dettaglio, è necessario recuperare alcuni concetti

(cfr. [Kna99, Ber02]). Sia, in generale, Φt : X → X il flusso geodetico su un

fibrato tangente unitario X di una superficie Riemanniana, con la distanza

d. La varietà (in)stabile associata ad x ∈ X è data da

W±(x) =

{

y ∈ X : lim
t→±∞

d(Φt(y), Φt(x)) = 0

}

.

Nel caso del flusso geodetico per SL2(Z)\H, se x è un punto sulla linea

del flusso geodetico corrispondente a γ1, ogni altra geodetica di scattering
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γ p

q
(che in H è una semiretta con parte reale p

q
costante), ha due unici punti

y± ∈W±(x).

Si definisce tempo di ritardo T (p
q
) della geodetica di scattering γ p

q
, il valore

definito da ΦT (p
q
)(y−) = y+.

Si dimostra che tale definizione non dipende dalla scelta del punto x sulla

geodetica di riferimento γ1.

Il risultato più interessante, che verrà solo citato (cfr. [Kna99]), è che

Teorema 7.1 Se mcd(p, q) = 1, allora il tempo di ritardo è T (p
q
) = 2ln(q).

In altre parole, il tempo di ritardo è pensabile come una sorta di equiva-

lente del tempo di primo ritorno per le geodetiche chiuse. Il che permette poi

di poter studiare relazioni simili a quelle osservate nei capitoli precedenti.
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Capitolo 8

Brevi note conclusive

Lo studio delle geodetiche sulla superficie modulare è legato alla struttura

dei numeri ed alle funzioni zeta molto più di quanto non si evinca da questo

lavoro.

A partire dal tempo di primo ritorno e dal tempo di ritardo, ad esem-

pio, si possono definire delle funzioni zeta che sono dei paralleli della zeta

di Riemann ma sono in relazione alla distribuzione delle geodetiche chiuse

(e quindi degli irrazionali quadratici) e di quelle di scattering (e quindi dei

numeri razionali).

C’è ancora molto da dire, da approfondire e da scoprire sull’argomento,

questa tesi vuole essere una sorta di breve e sommaria premessa, un lavo-

ro preparatorio per potersi avvicinare allo strano mondo dei numeri, in cui

geometria, analisi, topologia, algebra, logica e fisica si intrecciano e lavorano

insieme.

Le applicazioni e il significato profondo di tutta la teoria che è stata recu-

perata in relazione all’argomento non sono ancora ben evidenti e comprensi-
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bili, la speranza è che in futuro tutto questo lavoro possa essere ampliato e

completato fino a diventare una panoramica il più possibile completa e ricca

di spunti, adatta magari per tirare fuori qualcosa di nuovo.

Lo stupore che può nascere da alcuni dei risultati scoperti fin’ora, il mi-

sterioso intreccio di leggi che si cela dietro l’apparente naturalezza del regno

dei numeri e la curiosità di cercare di comprenderlo, di certo saranno degli

ottimi compagni di viaggio.
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