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1. Dopo aver determinato il dominio di definizione della funzione

f(x) =
x− x3

x2 + 1

determinarne gli estremi relativi e assoluti. Studiare infine la convessità della

funzione.

2. Calcolare, se esiste, il seguente limite

lim
x→1

exp (x2 − 1)− 1

x2 − 1

3. Calcolare il seguente integrale∫ π/8

−π/8
| tan(2x)|dx

4. Determinare autovalori e autovettori della seguente matrice

A =

 1 1 0

−2 5 0

0 0 1


5. Determinare tutte le soluzioni complesse z della seguente equazione

z
3
2 =

1

2
i(1 + i)

6. Determinare la retta r passante per P0 = (1, 3,−2) e P1 = (−1, 1, 1). Deter-

minare quindi il piano π ortogonale ad r e passante per l’origine. Individuare

quindi i punti su r che distano 1 dal piano.



Soluzione:

1. f ′(x) = (−x4 + 4x2 + 1)/(x2 + 1)2. f ′(x) = 0 se e solo se x2 = 2 +
√

5, x2 =

2 −
√

5. La seconda equazione non ha soluzioni in R. Dalla prima si ottiene

x± = ±
√

2 +
√

5. f ′ > 0 per valori interni, quindi x− è un minimo locale e x+

è un massimo locale. Non ci sono massimi o minimi assoluti perché la funzione

non è limitata (limx→±∞ f(x) = ∓∞). Vale f ′′(x) = x(1 − 3x2)/(x2 + 1)3,

quindi f cambia la concavità in x = 0,±1/
√

3.

2. Per l’Hôpital, limx→1 f(x) = limy→0 e
y = 1

3. Vale
∫ β

α
tan(2x)dx = −1/2 ln(| cos(2x)|)|βα. Quindi∫ π/8

−π/8
| tan(2x)|dx = −

∫ 0

−π/8
tan(2x)dx+

∫ π/8

0

tan(2x)dx

= 1/2 ln(cos(2x))|0−π/8 − 1/2 ln(cos(2x))|π/80 = ...

4. Si trova λ1 = 1, λ2 = 3 +
√

2, λ3 = 3 −
√

2, con autovettori rispettivamente

x1 = e3, x2 = (1, 2 +
√

2, 0)T , x3 = (1, 2−
√

2, 0)T .

5. zk = 3
√

1/2 exp(2/3(3/4 + 2k)πi), k = 0, 1, 2.

6. v = P1 − P0 = (−2,−2, 3), r : P = P0 + tv, ∀t ∈ R. π ⊥ r se e solo se

〈(x, y, z)−O,v〉 = 0, cioè −2x− 2y+ 4z = 0. r 3 H = P0 + tHv. Imponendo

che H ∈ π si ottiene tH = 14/17. Quindi, per ottenere P = P0 + tv :

‖P − H‖ = 1 si scrive 1 = ‖P − H‖ = ‖tv − tHv‖ = |t − tH | ‖v‖, da cui

t = tH ± 1/‖v‖ = 14/17± 1/
√

17.

2


